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 Mathématiques



DM no 2  Série DEVOIR FACULTATIF Problème  Équivalents et développements asymptotiques de séries liées aux diviseurs Pour tout n ∈ N∗ , on note σn =



X



1, le nombre de diviseurs de n, et τn =



d|n



X



d, la somme des diviseurs de n.



d|n



Ces deux sommes indexées par d|n sont les sommes prises sur tous les entiers d ∈ N∗ divisant nP. P Le but de e problème est d'étudier le omportement à l'inni des sommes partielles des séries σn et τn . On pourra admettre dans l'ensemble du problème que +∞ X 1 π2 = . 2 n 6 n=1



(1)



Questions préliminaires Soit



P



an et



P



bn deux séries onvergentes à termes positifs, et soit (rn )n∈N et (sn )n∈N les suites de leurs restes : +∞ X



∀n ∈ N, rn =



+∞ X



an et sn =



k=n+1



bn .



k=n+1



On suppose de plus que an ∼ bn . On montre dans es questions préliminaires qu'alors rn ∼ sn . +∞



+∞



1. Soit ε > 0. Justier que : ∃N ∈ N, ∀n > N, (1 − ε)



+∞ X



bk 6



k=n+1



2. En déduire que rn ∼ sn .



+∞ X



ak 6 (1 + ε)



k=n+1



+∞ X



bk .



k=n+1



+∞



PARTIE I  Comportement à l'inni des sommes partielles et restes des séries de Riemann 1. Soit a ∈ R, et f : [a, +∞[→ R+ une appli ation ontinue dé roissante. Montrer que : ∀n > a, ∀p > n,



Z



p+1



f (x) dx 6



n+1



(b) Donner un équivalent simple de



k=1 n X



Z



p



f (x) dx. n



+∞ X 1 1 1 6 6 . (α − 1)(n + 1)α−1 kα (α − 1)nα−1 k=n+1



k=n+1 p X 1 3. (a) Déduire de la question 1 que k



f (k) 6



k=n+1



2. (a) En déduire que pour tout α > 1 et tout n > 1, +∞ X



p X



1 en +∞. kα



∼



p→+∞



ln p.



! 1 − ln n, et vn = un+1 − un . (b) Soit, pour tout n ∈ N , un = k k=1 P En étudiant la onvergen e de vn , montrer que (un )n∈N∗ admet une limite γ , que l'on ne demande pas de déterminer ( ette limite s'appelle onstante d'Euler ). Indi ation : utiliser une des deux formules admises en (1) pour obtenir un équivalent de (vn ) en +∞. +∞ X −1 vk ∼ . ( ) À l'aide de ertaines questions pré édentes, montrer que : +∞ 2n k=n   +∞ n X X 1 1 1 . = ln n + γ + +o (d) En exprimant vk en fon tion de γ et un , en déduire que : k 2n n ∗



k=n



k=1



1



PARTIE II  Comportement à l'inni des sommes partielles de On note, pour tout n ∈ N∗ , Sn = 1. Les séries



P



σn et



P



n X



σk et Tn =



k=1



τk



σn



k=1



τn onvergent-elle ?



2. Justier que pour tout n ∈ N∗ , Sn = Card 3. Soit, pour tout n ∈ N∗ :



n X



P







(d, q) ∈ (N∗ )2 | dq 6 n







.



 √ √ An = (d, q) ∈ (N∗ )2 | d 6 n et q 6 n n √ √ no Bn = (d, q) ∈ (N∗ )2 | d 6 n et n < q 6 d   √ √ n ∗ 2 Cn = (d, q) ∈ (N ) | q 6 n et n < d 6 q



Justier que pour tout n ∈ N∗ , Sn = Card(An ) + Card(Bn ) + Card(Cn ). √ 2 √ √ 4. (a) Montrer que pour tout n ∈ N∗ , Card(An ) = E n , où E( n) désigne la partie entière de n. (b) Montrer sans al ul que pour tout n ∈ N∗ , Card(Bn ) = Card(Cn ). √ E( n)



( ) Montrer que pour tout n ∈ N∗ , Card(Bn ) =



X



E



d=1



n d



√ − (E( n))2 .



(d) En déduire que pour tout n ∈ N , Gn 6 Sn 6 Dn , où : ∗



Gn = 2



√ E( n) 



X



d=1



√ E( n)



 n − 1 − n, d



et



Dn = 2n



X 1 √ − ( n − 1)2 . d d=1



     √ √ 1 1 √ √ =O 5. (a) Justier que ln 1 + O , et que E( n) = n + O(1). n n



√ (b) En déduire, à l'aide de résultats de la partie I, que Dn = n ln n + (2γ − 1)n + O( n). √ √ ( ) Montrer que pour tout n ∈ N∗ , Gn = Dn − 2 n + 1 − 2E( n). √ (d) En déduire que Gn = n ln n + (2γ − 1)n + O( n). √ (e) Montrer que Sn = n ln n + (2γ − 1)n + O( n). Donner un équivalent simple de Sn . X 1 (f) Étudier la onvergen e de suivant la valeur de α ∈ R. Snα Indi ation : pour α = 1, on pourra se servir de I-1, ave une valeur adéquate de n.



PARTIE III  Comportement à l'inni des sommes partielles de 1. Montrer que pour tout n ∈ N∗ , Tn =



n X 1 q=1



2



E



     n n E +1 . q q



2. En déduire pour tout n ∈ N∗ un en adement de Tn .   +∞ X 1 1 3. À l'aide de la partie I, justier que . = O 2 q n q=n+1 4. En déduire, en vous inspirant de la question II-5, que Tn =



P



τn



(πn)2 + O(n ln n). 12



1 5. En justiant que si (un ) tend vers 0, (1 + un )−1/2 = 1 − un + o(un ), montrer que : 2 √   2 3 ln n 1 √ = . +O πn n2 Tn



6. En déduire que



X (−1)n √



onverge. Tn



2
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