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 Mathématiques



Devoir Surveillé no 2 (4 heures) Sujet de type  Parisiennes  Les étudiants ont le hoix entre l'épreuve de type  Parisiennes  et l'épreuve de type  E ri ome . Ils ne devront traiter qu'une des deux épreuves.



La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda tion, la larté, la pré ision et la on ision des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appré iation des opies. Les andidats sont invités à en adrer dans la mesure du possible les résultats de leurs al uls. L'usage de tout do ument et de tout matériel éle tronique est interdit. Notamment, les téléphones portables doivent être éteints et rangés.



Problème  (d'après HEC 2005  Les deux dernières parties, portant sur un problème de probabilités ontinues, ont été rempla ées par une partie présentant une ara térisation de Γ(x) par la onvexité de ln(Γ(x)), et par une partie de programmation, qui pourra être traitée indépendamment des trois parties pré édentes, à ondition d'admettre ertains résultats de es parties. La partie préliminaire a aussi été rajoutée, pour un démarrage en dou eur...) Z +∞



tx−1 e−t dt, pour tout x pour lequel ette intégrale On rappelle que la fon tion Γ est dénie par Γ(x) = 0



onverge. Le problème a pour objet la mise en éviden e de ertaines propriétés de la fon tion Γ.



Partie préliminaire : quelques rappels 1. Déterminer le domaine de dénition de Γ. 2. Prouver que pour tout x > 0, on a la relation Γ(x + 1) = xΓ(x). Que vaut Γ(n), pour n ∈ N∗ ? 3. En admettant la ontinuité de Γ, prouver que Γ(x) ∼



x→0



Partie I  Une expression de



1 . x



Γ(x)



1. Soit n un entier supérieur ou égal à 1. (a) Pour tout réel u tel que 0 6 u < 1, montrer que ln(1 − u) 6 −u  .



En déduire, pour tout réel t de l'intervalle [0, n], l'inégalité : 1 + √



t n



n



6 e−t . √



(b) Étudier les variations de la fon tion ϕ dénie sur [0, n[, qui, à tout réel t de [0, n[, asso ie :



    t t2 − t − n ln 1 − . ϕ(t) = ln 1 − n n   n  √ t t2 −t e 6 1− . Établir, pour tout réel t de [0, n], l'inégalité : 1 − n n n  t t2 6 e−t . ( ) Justier, pour tout réel t de [0, n], les inégalités : e−t − e−t 6 1 − n n n Z n t 1− En déduire que, pour tout réel x stri tement positif : Γ(x) = lim tx−1 dt. n→+∞ 0 n 2. (a) Z Pour tout réel xZ stri tement positif et pour tout entier naturel n non nul, montrer que les intégrales 1 1 y x−1 dy et y x−1 (1 − y)n dy sont onvergentes. 0 0 Z 1 Z 1 y x−1 dy et pour tout n ∈ N∗ , Bn (x) = y x−1 (1 − y)n dy. On pose alors B0 (x) = 0



0



1



(b) À l'aide d'une intégration par parties, montrer, pour tout n de N∗ , l'égalité : Bn (x) =



n! . x(x + 1) . . . (x + n)



En déduire, pour tout n de N, la formule : Bn (x) =



Γ(x) × Γ(n + 1) Γ(x + n + 1)



( ) Montrer que, pour tout réel x stri tement positif : nx n! . n→+∞ x(x + 1) . . . (x + n)



Γ(x) = lim



En déduire que, pour tout réel x stri tement positif, Γ(x + n) ∼ nx (n − 1)!, lorsque n tend vers +∞. +∞



 q Γ n2 2 ∗  (d) Pour tout n de N , on pose λn = . Montrer que λ ∼ n n lorsque n tend vers +∞. Γ n+1 2



Partie II  Dérivabilité de la fon tion



Γ



et onséquen es



1. (a) Montrer que pour tout entier naturel k non nul, et pour tout réel x stri tement positif, l'intégrale Z +∞ tx−1 (ln t)k e−t dt est absolument onvergente. On note gk (x) la valeur de ette intégrale. 0



(b) Soit [a, b] un segment de R∗+ . Soit x0 et x deux éléments distin ts de ]a, b[. Établir l'inégalité : |Γ(x) − Γ(x0 ) − (x − x0 )g1 (x0 )| 6



(x − x0 )2 2



Z



+∞



(ln t)2 ( sup tα−1 )e−t dt.



0



α∈[a,b]



( ) Montrer l'inégalité suivante : Z



+∞



(ln t)2 ( sup tα−1 )e−t dt 6



0



Z



1



ta−1 e−t dt +



0



α∈[a,b]



Z



+∞



(ln t)2 tb−1 e−t dt.



1



En déduire que la fon tion Γ est dérivable en x0 et que Γ′ (x0 ) = g1 (x0 ). (d) Établir que la fon tion Γ est dérivable sur R∗+ , et que Γ′ = g1 . 2. En s'inspirant de la question pré édente, établir que Γ est deux fois dérivable sur R∗+ , et que Γ′′ = g2 . 3. Pour tout n de N∗ , on pose γn = − ln n +



n X 1 . k



k=1



(a) Établir, pour tout entier n supérieur ou égal à 2, la double inégalité suivante : n−1 n X1 X 1 < ln n < . k k k=1



k=2



En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, on a 0 < γn 6 1. (b) Montrer que la suite (γn )n∈N∗ est dé roissante et onvergente. On note γ sa limite. 4. (a) Pour tout réel x stri tement positif, et pour tout entier n stri tement positif, montrer l'égalité : n h Y



1+



k=1



(b) On pose vn (x) =



n h Y



k=1



 x i x (x + 1)(x + 2) . . . (x + n) exp − = exp(−xγn ) × . k k nx n!



1+



 x i x . Montrer que la suite (vn (x))n∈N∗ est onvergente. On exp − k k



note ℓ(x) sa limite. Montrer la relation :



ℓ(x) =



2



exp(−γx) . xΓ(x)



x







x



5. (a) Soit x un réel stri tement positif xé. Montrer que la série de terme général − ln 1 + , n > 1, n n est onvergente. (b) Justier, pour tout réel x stri tement positif, l'égalité : ln(ℓ(x)) = − 6. Soit ψ la fon tion dénie sur



R∗+



+∞ h X x



n=1



d par ψ(x) = [ln(Γ(x))]. dx



 x i . − ln 1 + n n



1 x



Établir, pour tout réel x stri tement positif, l'égalité : ψ(x + 1) = ψ(x) + . Donner un équivalent simple de ψ(x) lorsque x tend vers 0+ . Justier, pour tout entier n supérieur ou n−1 égal à 2, la formule : X1 ψ(n) = ψ(1) +



k=1



k



.



7. Pour tout entier n supérieur ou égal à 1, on onsidère la fon tion Un , dénie sur R∗+ par :  x x − . Un (x) = ln 1 + n n



On désigne par A(x) la somme de la série de terme général Un (x). (a) Montrer que A est deux fois dérivable sur R∗+ . En parti ulier, exprimer pour tout réel x stri tement positif, A′ (x) et A′′ (x) en fon tion de Γ(x), Γ′ (x) et Γ′′ (x). (b) Soit x un réel stri tement positif xé. Montrer que, pour tout entier k supérieur ou égal à 1, la série de terme général Un(k) (x) est absolument onvergente. Dans toute la suite du problème, on admet les deux résultats suivants : pour tout réel x stri tement positif : A′ (x) =



+∞ X



et



Un′ (x)



A′′ (x) =



n=1



+∞ X



Un′′ (x).



n=1



8. Cal uler ψ(1) en fon tion de γ . En déduire la valeur de lim (ln n − ψ(n)). n→+∞



9. On veut établir dans ette question que pour tout réel y stri tement positif, on a ψ ′ (y) > y1 . Soit x un réel stri tement positif xé. On onsidère la fon tion G dénie sur R∗+ qui, à tout réel t stri tement positif, asso ie G(t) = (a) Montrer que sur



onvergente.



R∗+ ,



1 . (t + x)2



G est positive, stri tement dé roissante, et que l'intégrale



+∞



G(t) dt est



1



(b) En déduire la double inégalité : 0 
 n n+1 En déduire que (un (x)) est roissante. Montrer que pour tout n ∈ N∗ ,     x 1 − ln 1 + . ln(un+1 (x)) − ln(un (x)) = x ln 1 − n n+1



1. Soit x > 1. On note, pour tout n ∈ N∗ , un (x) = (a)



(b) ( ) (d)



x En déduire qu'il existe c1 dans ]0, n1 [ et c2 dans ]0, n+1 [ tels que



ln(un+1 (x)) − ln(un (x)) =



x x x x2 − . − 2 + n 2n (1 + c1 )2 n + 1 2(n + 1)2 (1 + c2 )2



(e) En déduire que pour tout n ∈ N∗ , puis que pour tout n > 2,



0 6 ln(un+1 (x)) − ln(un (x)) 6 x + x2 0 6 ln(Γ(x)) − ln(un (x)) 6 2



et enn que : 0 6 ln(Γ(x)) − ln(un (x)) 6



x + x2 , 2n2 Z



+∞



n−1



x + x2 . 2(n − 1)



dt , t2



2. É rire une fon tion en PASCAL, prenant en paramètre une valeur de x (supposée supérieure ou égale à 1), et un réel stri tement positif err, et renvoyant la valeur de ln(Γ(x)) à la marge d'erreur err près. 3. Expliquer omment modier ette fon tion pour qu'elle fournisse une valeur appro hée de ln(Γ(x)) à err près, pour tout x ∈ R∗+ . 4
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