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 Mathématiques



Corre tion du Devoir Maison no 1 Problème  (EDHEC 2008) Partie I  Quelques résultats utiles pour les parties suivantes 1. Pour tout i, Xi est le nombre de su



ès dans une répétition de 2p + 1 épreuves de Bernoulli indépendantes de paramètre 12 , un su



ès étant la oïn iden e entre la prévision et le tirage pour un rang donné (on a une han e sur deux de deviner juste à haque rang). Ainsi, Xi suit une loi binomiale de paramètres   2p + 1, 21 : Xi ֒→ B 2p + 1, 12 . 2. (a) On a :



Sp + T p =



 P  X 2p + 1 k=0



k



+



2p+1 X



k=p+1



  2p+1 X 2p + 1 2p + 1 = = (1 + 1)2p+1 = 22p+1 = Sp + Tp , k k k=0



d'après la formule du binme. (b) Par ailleurs, par la propriété de symétrie des oe ients binomiaux, et en ee tuant un hangement d'indi es ℓ = 2p + 1 − k, on obtient : Tp =



2p+1 X



k=p+1



   p  2p+1 X  2p + 1  X 2p + 1 2p + 1 = Sp = T p . = = ℓ 2p + 1 − k k ℓ=0



k=p+1



( ) Des deux questions pré édentes, on déduit que : Sp = T p =



1 (Sp + Tp ) = 22p = 4p = Sp = Tp . 2



On obtient alors : rp = P (Xi 6 p) =



p X



P (Xi = k) =



  k  2p+1−k p  X 2p + 1 1 1 2



k



k=0



k=0



2



=



 2p+1 1 22p 1 ·Sp = 2p+1 = = rp . 2 2 2



3. ( ette question n'est pas dans le sujet original, les espéran es onditionnelles étant au programme de 2e année) Soit (A1 , . . . , As ) un système omplet d'événements non quasi-impossibles. On a alors, d'après la formule des probabilités totales, pour tout x ∈ X(Ω) : P (X = x) =



s X



PAk (X = x)P (Ak ).



k=1



Ainsi, par dénition de l'espéran e (existant du fait que X est une variable aléatoire nie) : E(X) =



X



x∈X(Ω)



x



s X



PAk (X = x)P (Ak ) =



k=1



s X X



xPAk (X = x)P (Ak ).



x∈X(Ω) k=1



Les deux sommes étant nies, et les indi es indépendants l'un de l'autre, on peut intervertir les signes sommes : E(X) =



s X X



k=1 x∈X(Ω)



xPAk (X = x)P (Ak ) =



s X



k=1







P (Ak )



X



x∈X(Ω)







xPAk (X = x) =



s X



k=1



P (Ak )E(X | Ak ),



par dénition de l'espéran e onditionnelle. Ainsi, on obtient bien la formule de l'espéran e onditionnelle : E(X) =



s X



k=1



E(X | Ak )P (Ak ).



1



Partie II  Les joueurs jouent au hasard et indépendamment les uns des autres 1. L'énon é n'est pas tout à fait orre t. Il oublie la possibilité que G1 soit nul ( as où un autre joueur a stri tement plus de prévisions orre tes que J1 ). Dans les autres as, le joueur J1 fait partie du groupe de joueurs ayant eu le plus de prévisions orre tes. À part le joueur J1 , il peut y avoir dans e groupe j autres joueurs, j étant ompris entre 0 et n − 1. Dans e as, j + 1 joueurs, dont le joueur 1, se partagent n! la somme de n! euros : le gain de ha un est don j+1 . Ainsi : G1 (Ω) =







 n! , j ∈ [[0, n − 1]] ∪ {0}. j+1



2. (a) Sa hant que l'événement [X1 = 0] est réalisé, soit un joueur au moins a une prévision orre te, et le joueur J1 ne gagne pas, soit au un joueur n'a de prévision orre te, et ils se partagent tous la somme de n!, e qui fait un gain pour ha un de n! n . Ainsi, si l'événement [X1 = 0] est réalisé, n! l'événement [G1 = n ] est réalisé si et seulement si au un autre joueur n'a de prévision orre te, don si et seulement si les événements [Xi = 0] sont réalisés pour tout i ∈ [[2, +∞]]. Ainsi, les Xi étant indépendants,  P(X1 =0) G1 =



n! j+1







= P(X1 =0)



n [



!



[Xi = 0]



i=2



=



n Y



=P



n [



!



[Xi = 0]



i=2



  n! P (Xi = 0) = (q0 )n−1 = P(X1 =0) G1 = . n i=2



(b) Nous avons plus ou moins répondu à ette question dans la question pré édente. En eet, si (X1 = 0) est réalisé, le joueur J1 ne peut avoir de gain non nul que si tous les joueurs sont dans son as, et n! dans e as, le gain de X1 est n! n . Ainsi, en au un as, il ne peut être égal à j+1 , pour j 6= n − 1. Par



onséquent :  P(X1 =0) G1 =



n! j+1







= 0.



( ) Tout d'abord, ette espéran e onditionnelle existe, ar G1 prend un nombre ni de valeurs. Par dénition de l'espéran e onditionnelle, rappelée dans l'énon é, on obtient : E(G1 | X1 = 0) = 0 · P(X1 =0) (G1 = 0) + =



n! (q0 )n−1 . n



n−1 X j=0



  n! n! P(X1 =0) G1 = j+1 j+1



Ainsi, on obtient bien E(G1 | X1 = 0) = (n − 1)!(q0 )n−1 .



n! si et seulement 3. (a) Soit k non nul dans X1 (Ω). Sa hant que (X1 = k) est realisé, G1 prend la valeur j+1 si le joueur 1 fait partie des gagnants, et qu'il y a exa tement j + 1 gagnant, don si et seulement si j quel onques des joueurs 2 à n font le même nombre de prévisions orre tes que J1 (à savoir k prévisions orre tes), et si les n − 1 − j autres joueurs font stri tement moins de prévisions orre tes, don si et seulement s'il existe un sous-ensemble A de [[2, n]], de ardinal j , tel que pour tout i de A, [Xi = k] soit réalisé, et pour tout i de [[2, n]] \ A, [Xi < k] (don [X1 6 k − 1]) soit réalisé. Ainsi :



 P(X1 =k) G1 =



n! j+1











 [ = P(X1 =k)  



A⊂[[2,n]] |A|=j



 



\



i∈A



[Xi = k] ∩



\











 [Xi 6 k − 1] .



i∈[[2,n]]\A



L'événement de l'argument ne dépendant que des Xi , i > 2, il est indépendant de X1 , et on peut enlever la ondition portant sur X1 . De plus, les événements de l'union sont in ompatibles deux à deux, et eux des interse tions internes sont mutuellement indépendants. Ainsi, on obtient :  P(X1 =k) G1 =



n! j+1







=



X



A⊂[[2,n]] |A|=j



 



Y



i∈A



P (Xi = k) ·



2



Y



i∈[[2,n]]\A







P (Xi 6 k − 1) =



X



(qk )j (rk−1 )n−1−j .



A⊂[[2,n]] |A|=j



Ainsi, l'argument de la somme ne dépendant plus de l'indi e A de sommation, il sut de ompter le nombre dans la somme, don le nombre de sous-ensembles A de ardinal j de [[2, n]]. Il  de termes  y en a



n−1 , par dénition des oe ients binomiaux. Ainsi, on obtient bien : j  P(X1 =k) G1 =



n! j+1







  n−1 = (qk )j (rk−1 )n−1−j . j



Évidemment, il s'agit là de la preuve rigoureuse et détaillée, à faire si vous avez le temps. Si vous êtes un peu pressé, un argument du type suivant sut : de J1 qui obtiennent le même nombre de  Il faut hoisir les j joueurs parmi les n − 1 adversaires  prévisions orre tes que lui, e qui fournit n−1



hoix possibles. Pour ha un de es hoix, les j j joueurs séle tionnés ont ha un une probabilité de qk d'obtenir ee tivement k prévisions orre tes, les autres ont une probabilité égale à rk−1 d'obtenir stri tement moins. Ainsi, es probabilités se multipliant (par indépendan e des variables), on obtient bien le résultat attendu.  (b) Il s'agit d'une manipulation sans di ulté des oe ients binomiaux :     (n − 1)! n−1 n n! 1 1 = . = = j+1 j (j + 1)j!(n − 1 − j)! n(j + 1)!(n − (j + 1))! n j+1



On obtient alors, pour tout k de [[1, n]] (l'espéran e existant ar G1 prend un nombre ni de valeurs) : E(G1 | X1 = k) = 0 · P(X1 =k) (G1 = 0) + n−1 X



n−1 X j=0



  n! n! P(X1 =k) G1 = j+1 j+1



   n−1  n! n! X n−1 n = (qk )j (rk−1 )n−1−j = (qk )j (rk−1 )n−1−j j + 1 n j j + 1 j=0 j=0     n n   X n! X n n! n n   = (qk )j−1 (rk−1 )n−j = (qk )j (rk−1 )n−j − rk−1 n j=1 j nqk j=0 j



=



(n − 1)! n (qk + rk−1 )n − rk−1 , qk



d'après la formule du binome. Or, qk + rk−1 = P (X = k) + P (X 6 k − 1) = P (X 6 k) = rk ,



d'où nalement : E(G1 | X1 = k) = (n − 1)!



(rk )n − (rk−1 )n . qk



( ) En posant r−1 = 0, on obtient, si k = 0 : (n − 1)!



(rk )n − (rk−1 )n (r0 )n . = (n − 1)! = (n − 1)!(q0 )n−1 = E(G1 | X1 = 0), qk q0



puisque r0 = q0 . Ainsi, l'expression obtenue dans la question pré édente pour k ∈ [[1, n]] est aussi valable pour k = 0. 4. On utilise la formule de l'espéran e totale prouvée dans la partie I. I i G1 est bien une variable aléatoire nie, et le système omplet (X1 = k)k∈[[0,n]] est bien onstitué d'événements non quasi-impossibles. Ainsi, E(G1 ) =



n X



k=0



P (X1 = k)E(G1 | X1 = k) =



= (n − 1)!



n X



n X



k=0



qk · (n − 1)!



(rk )n − (rk−1 )n qk



n (rk )n − rk−1 = (n − 1)!((rn )n − (r−1 )n ) = (n − 1)!



k=0



Ainsi, on obtient bien E(G1 ) = (n − 1)! 3



5. (Cette question n'apparait pas dans le sujet d'annale) Ce résultat n'est surprenant, et peut être obtenu beau oup plus rapidement par l'argument i-dessous. Les n joueurs jouent tous des rles symétriques. Au un n'est privilégié par rapport aux autres. Ainsi,



ette symétrie amène l'égalité de leurs espéran es de gain : E(G1 ) = E(G2 ) = · · · = E(Gn ).



De plus, les joueurs se partagent la somme totale de n!, don G1 + · · · + Gn = n!



don :



E(G1 ) + · · · + E(Gn ) = n!



L'égalité des espéran es amène don nE(G1 ) = n!, d'où le résultat.



Partie III 



J1



et



J2



forment un groupe, les autres joueurs jouent omme dans la partie 2



1. (a) Pour haque lan er, un et un seul des joueurs J1 et J2 a une prévision orre te. Ainsi, la somme du nombre de prévisions orre tes de ha un des deux joueurs J1 et J2 est égale au nombre de lan er, don 2p + 1. Ainsi, si J1 a k prévisions orre tes et J2 a ℓ prévisions orre tes, on a k + ℓ = 2p + 1, et : • si k > p + 1, alors ℓ = 2p + 1 − k 6 p • si k 6 p, alors ℓ = 2p + 1 − k > p + 1. Dans tous les as, un et un seul des deux joueurs a au moins p + 1 prévisions orre tes . (b) Ainsi, Y ne peut pas prendre de valeur inférieure à p + 1. De plus, X1 peut prendre toutes les valeurs de p + 1 à 2p + 1, et dans e as, X2 prend des valeurs plus petites, don Y prend les valeurs prises par X1 . Ainsi, Y peut prendre toutes les valeurs de p + 1 à 2p + 1. On en déduit que Y (Ω) = [[p + 1, 2p + 1]] . 2. Dans l'exemple de l'énon é, Y prend la valeur 3 si et seulement si un des deux joueurs a toutes ses prévisions orre tes, don si et seulement si les tirages ont donné, dans l'ordre, F, P, P ou P, F, F . D'après



e qui pré ède pour p = 1, Y (Ω) = [[2, 3]], don 2 est la seule autre valeur possible de Y . Ainsi, Y prend la valeur 2 pour tous les autres tirages. 3. Soit k ∈ [[p + 1, 2p + 1]]. Alors l'événement [Y = k] est réalisé si et seulement si [X1 = k] est réalisé, ou [X2 = k] est réalisé. Ainsi don :



[Y = k] = [X1 = k] ∪ [X2 = k],



P (Y = k) = P ([X1 = k] ∪ [X2 = k])



Or, X1 + X2 = 2p + 1, don , 2p + 1 étant impair, on ne peut pas avoir X1 = X2 . par onséquent, les événements [X1 = k] et [X2 = k] sont in ompatibles, et, par additivité d'une mesure de probabilité, P (Y = k) = P (X1 = k) + P (X2 = k) = 2qk = P (Y = k) .



4. Les joueurs J1 et J2 ne pouvant avoir le même nombre de prévisions orre tes, il ne peuvent pas gagner tous les deux. Ainsi, G′ prend la valeur de G1 si J1 gagne, et la valeur de G2 si J2 gagne. Comme dans une question antérieure, il manque la possibilité que ni l'un ni l'autre ne gagne, et dans e as, G′ prend la valeur ommune de G1 et G2 , à savoir 0. Ainsi, G′ (Ω) ⊂ G(Ω), et toutes les valeurs possibles pour G (dépendant du nombre de gagnants) sont aussi possibles pour G′ , sauf la valeur n! n , ar les n joueurs ne peuvent pas gagner simultanément, puisque J1 et J2 ne peuvent pas tous les deux gagner. Ainsi, G′ (Ω) =







 n! , j ∈ [[0, n − 2]] . j+1



5. (a) Soit k ∈ [[p + 1, 2p + 1]]. Tout d'abord, puisque k > p + 1, l'événement (Y = k) n'est pas quasiimpossible, on peut don onsidérer la probabilité onditionnelle. n! Sa hant que (Y = k) est réalisé, G′ prend la valeur j+1 si et seulement si exa tement j joueurs autres que J1 et J2 prennent la valeur k, et tous les autres une valeur stri tement inférieure. En eet, un et un seul des joueurs J1 et J2 a dans e as k prévisions orre tes, l'autre en a stri tement moins. 4



Ainsi, le même raisonnement qu'en II-3(a) amène : ∀k ∈ [[p + 1, 2p + 1]], ∀j ∈ [[0, n − 2]],



 P(Y =k) G′ =



n! j+1







=



  n−2 (qk )j (rk−1 )n−2−j , j



le oe ient binomial orrespondant au hoix des j joueurs autres que J1 et J2 ayant un nombre maximal (égal à k) de prévisions orre tes, le oe ient (qk )j orrepondant à la probabilité pour



ha un de es joueurs d'avoir exa tement k prévisions orre tes, et le oe ient (rk−1 )n−2−j orrespondant à la probabilité, pour ha un des n − 2 − j autres joueurs (diérents des joueurs J1 et J2 ) d'avoir au plus k − 1 prévisions orre tes. (b) Par un al ul similaire à elui de la partie II, on obtient : E(G′ | Y = k) = =



n−2 X j=0



   n−2  n! n! X n − 1 n−2 (qk )j (rk−1 )n−2−j · (qk )j (rk−1 )n−2−j = j+1 n − 1 j=0 j + 1 j



 n−1  n! X n − 1 n! (qk )j−1 (rk−1 )n−1−j = ((qk + rk−1 )n−1 )n−1 − (rk−1 )n−1 ), n − 1 j=1 qk (n − 1) j



d'après la formule du binme. Ainsi, toujours d'après la relation rk = qk + rk−1 , et d'après la relation n! = n(n − 1)(n − 2)!, on obtient : E(G′ | Y = k) = n(n − 2)!



∀k ∈ [[p + 1, 2p + 1, ]],



(rk )n−1 − (rk−1 )n−1 . qk



6. (a) On utilise d'abord la question I − 3 (formule de l'espéran e totale), pour obtenir E(G′ ) =



2p+1 X



k=p+1



P (Y = k)E(G′ | Y = k) =



2p+1 X



k=p+1



2n(n − 2)!((rk )n−1 − (rk−1 )n−1 ).



Comme dans la question II-4, on obtient une somme téles opique, et il reste : E(G′ ) = 2n(n − 2)!((r2p+1 )n−1 − (rp )n−1 ).



D'après la question I-2, donnant la valeur de rp , et puisque r2p+1 est la probabilité de l'événement



ertain, on obtient bien :  E(G ) = 2n(n − 2)! 1 − ′



1 2n−1







.



(b) Soit, pour tout n dans [[3, +∞[[, la propriété P(n): 2n−1 > n. Pour n = 3, on obtient 22 > 3, don P(3) est vrai. Soit n > 3, et supposons que P(n) est vrai. Alors



2n = 2 · 2n−1 > 2n = n + n,



d'après P(n). Or, n > 3, don n + n > n + 1. Ainsi, on a bien 2n > n + 1, et ainsi, P(n + 1) est vérié. Par onséquent, P(3) est vraie, et pour tout n dans [[3, +∞[[, P(n) entraîne P(n + 1). D'après le prin ipe de ré urren e, P(n) est vraie pour tout n dans [[3, +∞[[.



( ) Puisque J1 et J2 se partagent équitablement leur gain, on a G′1 = E(G′1 ) =



D'après la question pré édente, on a



G′ , don 2  1



 1 E(G′ ) = n(n − 2)! 1 − n−1 2 2



< n1 , don   1 n−1 ′ E(G1 ) > n(n − 2)! 1 − = (n − 1)! = E(G1 ). = n(n − 2)! n n 1 2n−1



Ainsi, l'espéran e de gain de J1 est stri tement plus grande par ette stratégie que par la pré édente. Don la stratégie adoptée par les joueurs J1 et J2 est avantageuse pour J1 (et don pour J2 ) du point de vue de l'espéran e de leur gain. 5



7. (Question n'apparaissant pas dans le sujet de on ours) Les Gi , i ∈ [[3, n]], jouent un rle symétrique, et au un n'est avantagé par rapport aux autres. Ainsi, E(G3 ) = E(G4 ) = · · · = E(Gn ). De plus, n X



E(Gi ) = n!



don :



E(G′ ) + (n − 2)E(Gn ) = n!.



i=1



On obtient don



1 E(Gn ) = n−2







 n! − 2n(n − 2)! 1 −



1 2n−1



Cette espéran e est aussi elle des Gi , i ∈ [[3, n]].







.



Exer i e 1  (Oral HEC) 1. • Un endomorphisme f de E (de dimension nie) est diagonalisable si et seulement s'il existe une base de E dans laquelle la matri e de E est diagonale, don si et seulement s'il existe une base de E formée de ve teurs propres de f . • Une matri e A de Mn (R) est diagonalisable si et seulement si l'endomorphisme de Rn anoniquement asso ié est diagonalisable, don si et seulement si il existe une matri e diagonale D et une matri e inversible P telle que A = P DP −1 . 2. Les olonnes C1 et C3 de M sont égales, don le rang de M est au plus égal à 2. De plus, les olonnes C1 et C2 ne sont pas olinéaires, don le rang de M est au moins égal à 2. Ainsi, rg(M ) = 2 . Comme M n'est pas inversible, on en déduit que 0 est valeur propre de M . D'après le théorème du rang, l'espa e propre E0 asso ié vérie : dim E0 = dim Ker f = 3 − rg f = 3 − rg M = 1,



où f désigne l'endomorphisme de R3 anoniquement asso ié à M . Ainsi, dim E0 = 1 .    1 1 Enon, puisqu'on a la relation C1 − C3 = 0, on a M  0  = 0, don  0  ∈ E0 . Comme E0 est de −1 −1   1 dimension 1,  0  est une base de E0 −1 



3. On montre que (P1 , P2 , P3 ) est une famille libre. Soit (λ, µ, ν) ∈ R3 tels que λP1 + µP2 + νP3 = 0. Alors (λ + µ + ν)X 2 + (−λ + ν)X + (−λ + µ + ν) = 0.



Par liberté de la base anonique (1, X, X 2) de R2 [X] ( 'est ette liberté qui autorise l'identi ation des



oe ients), on obtient le système   λ+µ+ν −λ + ν  −λ + µ + ν



= = =



0 0 0



En soustrayant la première et la dernière ligne, on obtient λ = 0, puis ν = 0 grâ e à la deuxième ligne, puis enn µ = 0, grâ e à la première ligne. Ainsi, λ = µ = ν . Cela montre bien que la famille V = (P1 , P2 , P3 ) est libre. Comme 'est une famille libre de ardinal 3 de R2 [X] qui est de dimension 3, on en on lut que



'est une base de E = R2 [X]. dans la base anonique de E d'un ve teur P de E : 4. On a, en notant [P ] les oordonnées   −1 • [f (P1 )] = M [P1 ] = M  0  = 0, don f (P1 ) = 0. 1   1 −1 • [f (P2 )] = M [P2 ] = M −1 =  0 , don f (P2 ) = −1 + X 2 = P1  1  1 1 1 • [f (P3 )] = M [P3 ] = M 1 = −1, don f (P3 ) = P2 . 1 1



6







 0 1 0 Ainsi, la matri e de f dans la base V est MatV (f ) = 0 0 1 . 0 0 0   0 0 1 Notons N ette matri e. On a alors N 2 = 0 0 0, puis N 3 = 0. Ainsi, f 3 = 0 . 0 0 0 Si on onnait un peu les polynmes annulateurs, on peut dire dire tement que X 3 est polynme annulateur, et omme les valeurs propres sont né essairement ra ines de tout polynme annulateur, 0 est la seule valeur



propre possible. Cette argument étant stri to sensu au programme de deuxième année, on peut le ontourner de la manière suivante : soit λ une valeur propre de f , et x un ve teur propre asso ié à λ. Alors 0 = f 3 (x) = f 2 (f (x)) = f 2 (λx) = λf 2 (x) = λf (f (x)) = λf (λx) = λ2 f (x) = λ3 x.



Comme x n'est pas le ve teur nul, il vient λ3 = 0, puis λ = 0. Ainsi, 0 est la seule valeur propre possible. On a déjà montré que 0 était ee tivement valeur propre. Ainsi, Sp(f ) = {0} .



5. • Soit P ∈ V1 . On a V1 = Vect(P1 ), don il existe λ ∈ R tel que P = λP1 . Ainsi, f (P ) = f (λP1 ) = λf (P1 ) = 0. Don f (P ) ∈ V1 . Ainsi, V1 est stable par f . • Soit P ∈ V2 . On a V2 = Vect(P1 , P2 ), don il existe λ et µ tels que P = λP1 + µP2 . Ainsi : f (P ) = λf (P1 ) + µf (P2 ) = µP1 ∈ V2 .



Don V2 est stable par f . 6. On veut trouver les sous-espa es ve toriels F stables par f 'est-à-dire tels que f (F ) ⊂ F . (a) • Soit P ∈ E . Comme f est un endomorphisme de E , f (P ) ∈ E , don E est stable par f ! • Soit P ∈ {0}. Alors P = 0, et f étant une appli ation linéaire, f (P ) = 0 ∈ {0}. Ainsi, {0} est stable par f . (b) Puisque D est stable par f , on a f (u) ∈ D. Comme D est une droite, et u un ve teur non nul de



ette droite, (u) est une base de D. Ainsi, il existe λ tel que f (u) = λu. Puisque u est non nul, ette relation implique que λ est une valeur propre, et que u est un ve teur propre asso ié à λ. Or, la seule valeur propre de f est 0, et les seuls ve teurs propres de f sont les ve teurs non nuls de E0 = V1 . Ainsi, u ∈ V1 , puis D = Vect(u) ⊂ V1 . Les deux espa es ayant même dimension 1, on en déduit que D = V1 . ( ) Puisque F est stable par f , on a ν ∈ F , f (ν) ∈ F et f 2 (ν) = f (f (ν)) ∈ F . Ainsi, les ve teurs ν , f (ν) et f 2 (ν) sont tous les trois des éléments de F , qui est de dimension 2. Pour des raisons de



ardinalité, ils ne peuvent pas former une famille libre. Ainsi, (ν, f (ν), f 2 (ν)) est une famille liée . Or, on a f (ν) = βP1 + γP2 et f 2 (ν) = γ . Ainsi, la matri e de la famille (f 2 (ν), f (ν), ν) dans la base V est :   γ A = 0 0



β γ 0



α β . γ



Si γ 6= 0, ette matri e serait inversible ( ar triangulaire supérieure dont tous les oe ients diagonaux sont non nuls), don la famille (f 2 (ν), f (ν), ν) serait libre, d'où une ontradi tion. Ainsi, γ = 0, et ν ∈ Vect(P1 , P2 ) = V2 . Par onséquent, pour tout ν de F , ν ∈ V2 , don F ⊂ V2 , et es deux espa es étant de même dimension 2, ette in lusion est une égalité : F = V2 .



Exer i e 2  Résolution d'une ré urren e simultanée (d'après ESC option te hnologique, un peu arrangé) 1. Puissan es de la matri e A (a) Soit λ ∈ R. L'ensemble Ker(f − λid) est l'ensemble des solutions du système (A − λI3 )X = 0. Ee tuons don un pivot de Gauss sur la matri e A − λI3 .  5 −2 − λ  −3 2 − 32



3 2−λ 3



L1 L2 L3 L1



3 2 3 2 1 2
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← 6L1 ← 2L2 ← 2L3 ↔ L2







 −3 4 − 2λ 3 L2 ← L2 − (5 + 2λ)L1 18 9  −→ −15 − 6λ L3 ← L3 − L1 −3 6 1 − 2λ   −3 4 − 2λ 3 L2 ← 12 L2 −→  0 2(λ + 1)(2λ − 1) −6 − 6λ L3 ← 12 L3 0 2 + 2λ −2 − 2λ L2 ↔ L3   −3 4 − 2λ 3 1+λ −(1 + λ)  −→  0 L3 ← L3 − (2λ − 1)L2 0 (1 + λ)(2λ − 1) −3(1 + λ)   −3 4 − 2λ 3  = Mλ 1+λ −(1 + λ) −→  0 0 0 2(1 + λ)(2 − λ). • La réduite de Gauss obtenue est non inversible si et seulement si un des oe ients diagonaux est nul, don si λ = −1 ou λ = 2. Ainsi, Sp(A) = −1, 2 . Ainsi, A − λI3 est inversible, puis Ker(f − λid) = {0}.   −3 6 3 • Si λ = −1, la matri e obtenue par la méthode du pivot est M−1 =  0 0 0. Cette matri e est 0 0 0 de rang 1, don , d'après la formule du rang, l'espa e propre E−1 est dedimension 2. De plus, les o   2 1 lonnes de M−1 vérient 2C1 +C2 = 0 et C1 +C3 = 0, ainsi les ve teurs 1 et 0 sont dans E−1 , 0 1     2 1 et ne sont pas olinéaires. Comme E−1 est de dimension 2, 1 , 0 est une base de E−1 . 0 1   −3 0 3 • Si λ = 2, la matri e obtenue à l'issue du pivot est M2 =  0 3 −3, de rang 2, don E2 est 0 0 0  1 de dimension 1. Les olonnes de M2 vérient C1 + C2 + C3 = 0, don 1 ∈ E2 , et E2 étant de 1   1 dimension 1, E2 = Vect 1 1



Puisque les sous-espa es propres sont en somme dire te, la famille obtenue en juxtaposant les bases des sous-espa es    propres  est une famille libre. Pour des raisons de ardinalité, il en résulte que



2 1 1 B = 1 , 0 , 1 est une base de R3 . 0 1 1 La matri e de l'endomorphisme f anoniquement asso ié à A est, dans ette base :   −1 0 0 MatB (f ) =  0 −1 0 = D . 0 0 2



Ainsi, d'après la formule de hangement de base pour les endomorphismes, on a A = P DP −1 , où P est la matri e de hangement de base donnée par : 



2 1 P = 1 0 0 1



 1 1 . 1



Nous al ulons P −1 par la méthode du pivot, en ee tuant simultanément les opérations sur la matri e   I3 : 2 1  1 0 0 1



1 1 1 0 1 0



0 0 1 0  0 1



L1 ↔ L2
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−→  



−→ 







−→ 







−→ 



Ainsi,



 1 0 1 0 1 1 0 0  1 0 0 1  1 0 1 0 −1 1 −2 0  1 0 0 1  1 0 1 0 −1 1 −2 0  . 2 −1 2 1  0 1 0 −1 0 1 −2 1  . 2 −1 2 1   2 1 0 P = 1 0 1 est inversible, et P −1 = 1 1 1



1 2 0 1 0 0 1 0 0 2 0 0



0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 2 0



Vériez votre al ul en faisant le produit d'éventuelles erreurs de al ul



L2 ← L2 − 2L1 L3 ← L3 − L2 L2 ← 2L2 + L3 L1 ← 2L1 − L3







 1 0 −1 1 1 −2 1 . 2 −1 2 1



P · P −1



ou



P −1 · P .



Cela permet de déte ter



(b) On en déduit que A = P DP −1 , et que : ∀n ∈ N, An = P DP −1 P DP −1 · · · P DP −1 = P (DP −1 P )n−1 DP −1 = P Dn−1 DP −1 = P Dn P −1 .



Or, D étant diagonale, ses puissan es su



essives sont immédiates à al uler :  (−1)n n ∀n ∈ N, D =  0 0



Ainsi :



0 (−1)n 0



 0 0 . 2n



    2 1 1 (−1)n 0 0 1 0 −1 1 (−1)n 0   1 −2 1  ∀n ∈ N, An = 1 0 1  0 2 0 1 1 0 0 2n −1 2 1     n n n 2(−1) (−1) 2 1 0 −1 1 0 2n   1 −2 1  =  (−1)n 2 0 (−1)n 2n −1 2 1   n n n n n 3 · (−1) − 2 2(2 − (−1) ) 2 − (−1)n 1 = −(2n − (−1)n ) 2n+1 2n − (−1)n  . 2 n n n n −(2 − (−1) ) 2(2 − (−1) ) 2n + (−1)n



Vériez rapidement que ette formule onvient pour 2. Suites  arithméti o-géométriques  dans R3 .



n=0



et



n = 1.



(a) On a, pour tout n ∈ N, Xn+1 = AXn + B .



(b) On sait déjà que I3 −A est inversible, ar 1 n'est pas valeur propre de A (voir al uls de Ker(f −λid)). Soit  M = 2(I3 − A). Cal ulons l'inverse de M par la méthode du pivot.  7  3 3  3 −→  7 3  3 −→  0 0  3 −→  0 0



−6 −2 −6 −2 −6 −6 −2 −4 −4 −2 −4 0



−3 −3 1 −3 −3 1 −3 12 2 −3 12 −10



1 0 0 0 1 0 0 3 0



0 0 1 0  0 1  1 0 0 0  0 1  1 0 −7 0  −1 1  0 1 0 3 −7 0  −3 6 1



L1 ↔ L2



L2 ← 3L2 − 7L1 L3 ← L3 − L1 L3 ← L3 − L2 L1 ← 10L1 − 3L3 L2 ← 5L2 + 6L3



9







30 0 0 30 0 0 20 0 0



−20 0 −20 0 −→  0 −10  0 0 −→  −20 0 0 −10  0 0 8 20 0 3 −→  0 20 6  8 1 3 Ainsi, M −1 = 20 6



9 −3 −3 12 −3 −3 −6 −1 −12 −6 −1 −12



 −8 −3 1 6  6 1  −9 −9 1 6  6 1  −6 −6  −2  −6 −6, don −2



L1 ← L1 − L2 L1 ← 32 L1 L2 ← −L2 L3 ← −2L3



(I3 − A)−1 = 2M −1



 8 1  3 = 10 6



 −6 −6 −1 −6 . −12 −2



( ) On her he un ve teur U tel que U = AU + B , don tel que (I3 − A)U = B . Ainsi :  8 1  3 U = (I3 − A)−1 B = 10 6



     −6 −6 0 −3 1   −1 −6 · −1 = 10 , 10 −12 −2 0 −3



soit:



  0 U = 1 . 0



En ore une fois, prenez le temps de vérier rapidement que l'on a bien l'identité voulue U = AU + B . (d) Soit pour tout n ∈ N, Yn = Xn − U . Alors : ∀n ∈ N, Yn+1 = Xn+1 − U = AXn + B − U = AXn + B − (AU + B) = A(Xn − U ) = AYn .



Par une ré urren e immédiate, on obtient alors : ∀n ∈ N, Yn = An Y0 ,



puis:



Xn = Yn + U = An Y0 + U = An (X0 − U ) + U.



Ainsi, pour tout n ∈ N,          xn 3 · (−1)n − 2n 2(2n − (−1)n ) 2n − (−1)n 1 0 0  yn  = 1 −(2n − (−1)n ) 2n+1 2n − (−1)n  · 1 − 1 + 1 2 zn −(2n − (−1)n ) 2(2n − (−1)n ) 2n + (−1)n 0 0 0       n n n n n n 3 · (−1) − 2 2(2 − (−1) ) 2 − (−1) 1 0 1 2n+1 2n − (−1)n  · 0 + 1 = −(2n − (−1)n ) 2 −(2n − (−1)n ) 2(2n − (−1)n ) 2n + (−1)n 0 0       n n n n 3 · (−1) − 2 3 · (−1) − 2 0 1 1 = −(2n − (−1)n ) + 1 = −(2n − (−1)n ) + 2 2 2 −(2n − (−1)n ) −(2n − (−1)n ) 0 



Vériez la ohéren e de la formule obtenue pour n = 0. Nous avons don expli ité les suites (xn )n∈N , (yn )n∈N (zn )n∈N :    3 · (−1)n − 2n xn 1 ∀n ∈ N,  yn  = −(2n − (−1)n ) + 2 . 2 −(2n − (−1)n ) zn 



Exer i e 3  Étude d'une fon tion 1. (a) La fon tion Arctan étant dénie sur R, la seule valeur réelle pour laquelle f n'est pas dénie est x = 1. Ainsi, Df = R \ {1} . 10



1



La fon tion x 7→ est de lasse C ∞ sur son domaine de dénition R \ {1}, ar quotient de deux x−1 fon tions polynomiales, qui sont de lasse C ∞ . La fon tion Arctan est dérivable sur R et sa dérivée est une fra tion rationnelle dénie sur R, don de lasse C ∞ . Ainsi, Arctan est de lasse C ∞ sur R. Enn, la fon tion polynomiale x 7→ x est de lasse C ∞ sur R. Par onséquent, f est de lasse C ∞ sur son domaine R \ {1}, ar omposée et produit de fon tions de lasse C ∞ (b) • On vérie rapidement qu'on a au voisinage de −∞ et de +∞ une forme indéterminée 0 × 0. On lève l'indétermination en utilisant des équivalents. 1 = 0, par onséquent, d'après l'équivalent de Arctan au voisinage de 0, On a lim x→±∞



x−1



Arctan



Ainsi,



1 1 1 ∼ ∼ x − 1 ±∞ x − 1 ±∞ x



don :



f (x) ∼ 1. ±∞



lim f (x) = lim f (x) = 1 .



x→−∞



x→+∞



π 1 • On a lim− = −∞, et lim Arctan y = − , ainsi, d'après le théorème de omposition des y→−∞ 2 x→1 x − 1 π limites, lim− f (x) = − . 2 x→1 1 π • On a lim = +∞, et lim Arctan y = , ainsi, d'après le théorème de omposition des y→+∞ 2 x→1+ x − 1 π limites, lim+ f (x) = . 2 x→1



( ) La fon tion f étant de lasse C +∞ sur R \ {1}, elle y est dérivable et : ∀x ∈ R \ {1}, f ′ (x) = Arctan = Arctan



1 x · (x−1) 2 x 1 1 − − = Arctan 1 x − 1 1 + (x−1)2 x − 1 (x − 1)2 + 1



1 x − . x − 1 x2 − 2x + 2



(d) D'après e qui pré ède, la droite d'équation x = 1 est asymptote en +∞ et en −∞. 2. (a) Étudions les limites de f ′ en ±∞ et en 1± . • Par ontinuité de Arctan en 0, lim = Arctan 0 = 0. De plus, x→±∞



x2



On en déduit que



x 1 ∼ , − 2x + 2 ±∞ x



don :



lim



±∞ x2



x = 0. − 2x + 2



lim f ′ (x) = 0.



x→±∞



x = 1. x2 − 2x + 2 π 1 π = − . Ainsi, lim f ′ (x) = − − 1. De plus, nous avons déjà justié que lim− Arctan x−1 2 2 x→1 x→1− 1 π π • De même, puisque lim Arctan = , nous obtenons lim f ′ (x) = − 1 . x−1 2 2 x→1+ x→1+ ′ ′′ Pour étudier les variations de f , al ulons sa dérivée f , existant sur R \ {1}, puisque f y est de



lasse C ∞ . On a : • La fra tion rationnelle x 7→



x x2 −2x+2



est dénie et ontinue en 1, don lim



x→1



1 (x2 − 2x + 2) − x(2x − 2) − 2 (x − 1) + 1 (x2 − 2x + 2)2 −2(x2 − 2x + 2) + 2x2 − 2x 2x − 4 = = 2 . (x2 − 2x + 2)2 (x − 2x + 2)2



∀x ∈ R \ {1}, f ′′ (x) = −



Ainsi, f ′′ s'annule en 2, et f ′ (2) = Arctan 1 − 1 = π4 − 1 < 0. On obtient don le tableau de variations suivant pour f ′ :
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x



−∞



f ′′ (x)



1



+∞



2 −



− π 2



+



0



−1 0



0



f ′ (x)



π 4



−1



− π2 − 1



(b) • f ′ est stri tement dé roissante sur ] − ∞, 1[, don , pour tout x ∈] − ∞, 1[, f ′ (x) ∈ ] lim− f ′ (x), lim f (x)[ x→−∞



x→1



soit:



f (x) ∈] −



π + 1, 0[, 2



don en parti ulier f ′ (x) 6= 0. Ainsi, f ′ ne s'annule pas sur ] − ∞, 1[ Vous remarquerez qu'il est inutile de faire appel i i au théorème de la bije tion. Seule ompte i i la monotonie, et non la ontinuité. • De même, f ′ étant stri tement roissante sur [2, +∞[, pour tout x ∈ [2, +∞[, f (x) est dans [ π4 − 1, 0[, don f ′ (x) 6= 0. Par onséquent, f ′ ne s'annule pas sur [−2, +∞[. • Enn, f ′ est stri tement dé roissante sur ]1, 2[, et ontinue. Don , d'après le théorème de la bije tion, f ′ se restreint en une bije tion de ]1, 2[ sur l'intervalle image ] π4 − 1, π2 + 1[. Or, 0 appartient à et intervalle, don admet un et un seul anté édent x0 par f ′ dans ]1, 2[. On en déduit que f ′ s'annule une et une seule fois sur R \ {1}, en un réel x0 de l'intervalle ]1, 2[.



( ) Soit g la restri tion de f ′ à l'intervalle ]1, +∞[. La fon tion g est de lasse C 1 sur ]1, +∞[. On a lim f ′′ (x) = −2, don lim g ′ (x) = −2. D'après le théorème de prolongement des fon tions de + + x→1



x→1 



lasse C 1 , g est don prolongeable par ontinuité en 1, en une fon tion, en ore notée g , de lasse C 1 sur [1, +∞[. En parti ulier, g est dérivable (à droite) en 1, et gd′ (1) = lim g ′ (x) = −2. x→1+



Ainsi, en prolongeant la ourbe par ontinuité à droite en 1, elle admet une demi-tangente à droite, de pente −2. Autrement dit, la ourbe part à droite en 1 ave une pente égale à −2. (d) De même, soit h la restri tion de f ′ à l'intervalle ] − ∞, 1[. La fon tion h est de lasse C 1 sur ] − ∞, 1[. On a lim− f ′′ (x) = −2, don lim− h′ (x) = −2. D'après le théorème de prolongement des fon tions x→1



x→1



de lasse C 1 , h est don prolongeable par ontinuité en 1, en une fon tion, en ore notée h, de lasse C 1 sur ] − ∞, 1]. En parti ulier, h est dérivable (à gau he) en 1, et h′g (1) = lim h′ (x) = −2. x→1−



Ainsi, en prolongeant la ourbe par ontinuité à gau he en 1, elle admet une demi-tangente à gau he, de pente −2. Autrement dit, la ourbe arrive à gau he en 1 ave une pente égale à −2. (e) Cal ulons f (3) an de déterminer la on avité et les points d'inexion de f . La fon tion f étant de



lasse C ∞ , on peut é rire : 2(x2 − 2x + 2)2 − 2(2x − 4)(2x − 2)(x2 − 2x + 2) (x2 − 2x + 2)4 2(x2 − 2x + 2) − 2(2x − 4)(2x − 2) −6x2 + 20x − 12 = = 2 3 (x − 2x + 2) (x2 − 2x + 2)3



∀x ∈ R \ {1}, f (3) (x) =



(3) Le dénominateur étant toujours positif, (x) est du signe de −6x2 +20x−12, don de −3x2 +10x−6. √ f √ On a ∆ = 100 + 4 · 18 = 28, don ∆ = 2 7. Ainsi, f (3) s'annule en 2 valeurs :



x1 =



√ 5− 7 ∼ = 0.785 3
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et



x2 =



√ 5+ 7 ∼ = 2.549. 3



De plus, f (3) hange de signe en es deux points, don la ourbe de f ′ y présente des points d'inexion. Enn, • f (3) est négative sur l'intervalle ] − ∞, x1 [, don f ′ est on ave sur et intervalle ; • f (3) est positive sur l'intervalle ]x1 , 1[, don f ′ est onvexe sur et intervalle ; • f (3) est positive sur l'intervalle ]1, x2 [, don f ′ est onvexe sur et intervalle ; • f (3) est négative sur l'intervalle ]x2 , +∞[, don f ′ est on ave sur et intervalle ; On al ule f ′ (x1 ) et f ′′ (x1 ) pour déterminer la tangente de la ourbe en x1 . Un al ul un peu fastidieux donne : ′



f (x1 ) = Arctan



= Arctan



De la même façon,



1



√ 5− 7 3



−1



!



−



√ 3(5 − 7) 3 √ − √ = Arctan 2 2− 7 20 − 4 7 −1 +1



√ 5− 7 3



√ 5− 7 3



3 3 √ − ∼ = −2.109 2− 7 4



√ −4 −81(2 + 2 7) √ f (x1 ) =  2 = 2 √ 3(20 − 4 13)2 5− 7 − 1 + 1 3 √ √ √ 27 1+ 7 −27(1 + 13) −27(1 + 7) √ √ √ =− · = = 8 32 − 10 7 2(221 − 52 13) 8(5 − 7)2 √ √ √ √ 27 (1 + 7)(16 + 5 7) 17 + 7 7 ∼ 1 =− · =− · (51 + 21 7) = − = −2.041 16 81 3 × 16 16 2·



′′



√ 5− 7 3



De la même façon, on obtient :



3 3 √ − ∼ f (x2 ) = Arctan = −0.177 2+ 7 4 ′



√ 17 − 7 7 ∼ f (x2 ) = − = 0.095. 16



et



′′



Equations des tangentes : y = f ′′ (x1 )(x − x1 ) + f ′ (x1 ) et y = f ′′ (x2 )(x − x2 ) + f ′ (x2 ). (f) Voilà le graphe obtenu pour f ′ (gure 1). 3. (a) D'après le tableau de variations de f ′ , f ′ est négative sur ] − ∞, 1[, positive sur ]1, x0 ] et négative sur [x0 , +∞[. On obtient don le tableau de variations suivant pour f : x



−∞



x0



1



f ′ (x)



−



+



0



+∞ −



f (x0 ) f (x)



π 2



1



1



− π2 π − 1, d'après le théorème de 2 1 prolongement des fon tions de lasse C , g est prolongeable par ontinuité en 1, et le prolongement, π en ore noté g , vérie don gd′ (1) = − 1 . Ainsi, la ourbe de f , prolongée par ontinuité à droite 2 π en 1, admet au point 1 une demi-tangente à droite de pente − 1. 2



(b) Soit g la restri tion de f à ]1, +∞[. Puisque lim+ f ′ (x) = lim+ g ′ (x) = x→1



x→1



( ) De même, la restri tion de f à ] − ∞, 1[ est prolongeable en une fon tion de lasse C 1 sur ] − ∞, 1] π de dérivée à droite en 1 égale à − 1. Ainsi, la ourbe de f , prolongée par ontinuité à gau he en 2



π 2



1, admet en 1 une demi-tangente à gau he de pente − − 1. 13



π 2



−2



|



x1



−1



|



|



|



|



|



|



−1



|



1



|



1



x0



2



x2



|



|



|



f ′ (x2 )



|



− π2 − 1



|



f ′ (x1 )



|



−1



−1



|



π 4



1  Graphe de f ′



Fig.



(d) Dans la question 1( ), nous avons étudié le signe de f ′′ . Il est négatif sur les intervalle ] − ∞, 1[ et ]1, 2], et positif sur l'intervalle [2, +∞[. Ainsi, f est on ave sur ha un des intervalles ] − ∞, −1[ et ] − 1, 2], et onvexe sur l'intervalle [2, +∞[. De plus, f ′′ s'annule et hange de signe en 2, don la ourbe de f présente un point d'inexion en 2 . On a f (2) = 2 Arctan 1 =



π 2



et



f ′ (2) =



π − 1, 4



don l'équation de la tangente en e point d'inexion est y=



π



 π − 1 (x − 2) + . 4 2



(e) On obtient le tra é de la gure 2.



Exer i e 4  1. Intégrales de Wallis. (a) I0 =



Z



π 2



0



π = I0 ; 1 dx = 2



I1 =



Z



0



π 2



h i π2 sin x dx = − cos x = 0
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1 = I1 .



1



−1 |



|



|



|



2



|



|



|



− π2



x0



|



|



−1



1



|



−2



|



| |



π 2



|



f (x0 )



Fig.



2  Graphe de f



(b) Soit n > 1. Intégrons In+1 par parties, en dérivant sinn et en intégrant un fa teur sin. Les fon tions



onsidérées étant de lasse C ∞ , l'intégration par partie est li ite, et don : In+1 =



Z



π 2



0



0



=n



Z h i π2 sinn+1 (x) dx = − cos x sinn x + n



Z



0



π 2



π 2



cos2 x sinn−1 x dx



0



(1 − sin2 x) sinn−1 x dx = n(In−1 − In+1 ).



En isolant In+1 dans ette équation, on trouve In+1 =



n · In−1 . n+1



( ) On montre par ré urren e sur p ∈ N la propriété : H(p) :  I2p =



(2p)! π  · 22p (p!)2 2



Pour p = 0, H(0) est vériée ssi I0 = π2 , e qui provient de la question 1. Soit p ∈ N∗ tel que H(p − 1) soit vérié. Alors, d'après la question 2,



Initialisation : Hérédité :



I2p =



(2p − 2)! (2p − 2)! π π π 2p − 1 2p(2p − 1) (2p)! 2p − 1 · = · = 2p · . I2p−2 = 2p 2p 22p−2 ((p − 1)!)2 2 4p2 22p−2 ((p − 1)!)2 2 2 (p!)2 2



La propriété est don héréditaire. D'après le prin ipe de ré urren e, elle est vraie pour tout p ∈ N. L'expression pour I2p+1 se démontre bien sûr de la même manière. Je propose une démonstration alternative (qui, pour être omplètement rigoureuse, né essiterait aussi une ré urren e). Il s'agit bien sûr d'une autre façon de mettre en forme la même idée. D'après la question 2, I2p+1 =



2p 2p − 2 2p(2p − 2) · · · 2 2p I2p−1 = · I2p−3 = · · · = I1 2p + 1 2p − 1 2p − 3 (2p + 1)(2p − 1) · · · 1



(2p(2p − 2) · · · 2)2 22p (p!)2 (2p p!)2 = = = I2p+1 . (2p + 1)! (2p)! (2p + 1)!



(d) Soit n ∈ N. Pour tout x ∈ [0, π2 ], 0 6 sin x 6 1, don 0 6 sinn x 6 sinn+1 x. Ainsi, Z



0



π 2



sinn x dx 6



Z



π 2



sinn+1 x dx



0
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soit :



In 6 In+1 .



Ainsi, la suite (In )n∈N est dé roissante. Par onséquent, pour tout n ∈ N N ∗ , puisque In−1 > In ,



In+1 6 1, et de plus, In



In+1 In+1 > . On obtient don , pour tout n ∈ N∗ , l'en adrement : In In−1 1>



In+1 In+1 > . In In−1



n+1 (e) On al ule la limite de IIn−1 en al ulant la limite des ses deux suites extraites des termes pairs et des termes impairs. Or :



(2p + 1)(2p + 2) I2p+2 = I2p 4(p + 1)2



et



4p2 I2p+1 = . I2p−1 2p(2p + 1)  



Ces deux suites extraites ont la même limite 1. Don la suite



égale à 1. D'après le théorème d'en adrement, on en déduit que



ette limite est égale à 1. I2p Pour trouver la formule de Wallis, on exprime I2p−1 : I2p I2p−1



=



(2p)! π (2p − 1)! · · = 22p (p!)2 2 22(p−1) ((p − 1)!)2







(2p)! 22p (p!)2



2



admet une limite en +∞,



In+1 In−1







n∈N  ∗ In+1 In n∈N



admet une limite, et que



·



2p2 ·π = 2p







(2p)! 22p (p!)2



2



· pπ.



Cette expression tend vers 1 lorsque p tend vers +∞ d'après e qui pré ède. Ainsi, en passant à la ra ine arrée, on obtient (2p)! √ 1 p= √ . 22p (p!)2 π



lim



p→+∞



2. Formule de Stirling. Soit, pour n ∈ N∗ , Sn = ln (a) On obtient, à l'aide de l'indi ation : Sn − Sn−1



n!en √ . nn n



√   n!en (n − 1)!en−1 n!en (n − 1)n−1 n − 1 √ · p = ln n √ − ln = ln n n nn n (n − 1)!en−1 (n − 1)n−1 (n − 1) !  n− 21     1 1 1 =1+ n− ln 1 − = ln e 1 − n 2 n         1 1 1 1 1 1 1 1 − − 2 +O =1−1+ =O − +O =1+ n− 3 2 2 n 2n n 2n 2n n n2 A



P A



(b) Il existe don A ∈ R∗+ tel que pour tout n ∈ N∗ , |Sn+1 − Sn | 6 2 . Or, est une série de n n2 P Riemann onvergente, don la série Sn+1 − Sn est absolument onvergente, don onvergente. Or, la somme partielle de ette série est



n X



k=1



Sk+1 − Sk = Sn+1 − S1 . Ainsi, la onvergen e de la série



est équvalente à la onvergen e de la suite (Sn )n∈N∗ vers un réel ni S . ( ) Soit n ∈ N∗ . σn = eSn , don , puisque la fon tion exponentielle est ontinue, lim σn = eS . n→+∞



σn2 (eS )2 Ainsi, lim = S = eS . n→+∞ σ2n e √ √ 2  σn2 (2n)2n 2n 22n (n!)2 2 n!en √ √ . De plus : = = σ2n nn n (2n)!e2n (2n)! n √ √ √ D'après la question (1e), la limite de ette suite est 2π. Ainsi, eS = 2π, soit : S = ln 2π . √ (d) La limite de (σn )n∈N∗ est 2π, don : √ √ n!en n!en √ √ = 2π(1 + o(1)), soit : = 2π, soit : n n→+∞ nn n n n lim
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√ n! = nn e−n 2πn(1 + o(1)) .
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