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 Mathématiques



Con ours Blan no 2  (DS 7  4 heures) Épreuve type EDHEC La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda tion, la larté, la pré ision et la on ision des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appré iation des opies. Les andidats sont invités à en adrer dans la mesure du possible les résultats de leurs al uls. L'usage de tout do ument et de tout matériel éle tronique est interdit. Notamment, les téléphones portables doivent être éteints et rangés. Si au ours de l'épreuve, un andidat repère e qui lui semble être une erreur d'énon é, il le signalera sur sa



opie et poursuivra sa omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre



Exer i e 1  (EDHEC 2002) On onsidère deux variables aléatoires X1 et X2 de densités respe tives f1 et f2 stri tement positives et dérivables sur R. On suppose qu'il existe une fon tion g , dénie et dérivable sur R+ , telle que : ∀(x, y) ∈ R2 , f1 (x)f2 (y) = g(x2 + y 2 ).



1. On suppose, dans ette question uniquement, que X1 et X2 suivent toutes deux la loi normale N (0, 1). Montrer que : ∀x ∈ R+ , g(x) =



1 −x e 2. 2π



2g ′ (x2 + y 2 ) f1′ (x) = . xf1 (x) g(x2 + y 2 ) f ′ (x) (b) On note h la fon tion dénie sur R∗ par h(x) = i . xf1 (x) Soit x1 et x2 deux réels distin ts et non nuls. Montrer que h(x1 ) = h(x2 ) et en déduire que h est une fon tion onstante sur R∗ . On note a ette onstante.



2. (a) Montrer que : ∀x ∈ R∗ , ∀y ∈ R,



ax2



( ) Soit k la fon tion dénie pour tout réel x par k(x) = f1 (x)e− 2 . Montrer que k est onstante sur R∗+ ainsi que sur R∗− . En déduire que k est onstante sur R, puis montrer qu'il existe un réel K tel que : ∀x ∈ R, f1 (x) = Ke



ax2 2



.



(d) Utiliser le fait que f1 est une densité de probabilité pour montrer que a est stri tement négatif. On pose dorénavant : σ1 =



r



1 − . a



(e) En déduire que X1 suit la loi normale N (0, σ1 ). (f) On admet que l'on peut montrer de la même façon qu'il existe un réel σ2 stri tement positif tel que X2 suive la loi normale N (0, σ2 ). Montrer, en revenant à la dénition de g et en al ulant g(1) de deux façons que σ1 = σ2 , 'est-à-dire que X1 et X2 suivent toutes les deux la même loi normale. On note dans la suite σ = σ1 = σ2 . 3. On suppose que X1 et X2 sont indépendantes. (a) Exprimer g(x) à l'aide de x et σ. (b) En exprimant pour tout x de R et tout t de R, f1 (t)f2 (x − t) à l'aide de g , déterminer par le al ul la loi de X1 + X2 . 1



Exer i e 2  L'objet de et exer i e est d'étudier les extrema de la fon tion f dénie sur R3 par : ∀(x, y, z) ∈ R3 , f (x, y, z) = xey+z + yex+z + zex+y .



1. Étude de deux fon tions auxiliaires (a) Soit g : R → R dénie par g(x) = (1 − x)e−x . i. Étudier les variations de g . On tra era le tableau de variations de g , en indiquant les limites et les extrema, ainsi que les valeurs annulant g . ii. Justier que g se restreint en une inje tion sur ] − ∞, 2]. (b) Soit h : [0, 1] → R, dénie par h(x) = xe1−x + (1 − x)ex . i. Étudier les variations de h′ sur [0, 1]. ii. En déduire que h′ s'annule sur [0, 1] en une unique valeur α que l'on déterminera. iii. Étudier les variations de h, et déterminer son maximum et son minimum sur [0, 1], ainsi que l'ensemble des points en lesquels ils sont atteints. 2. Étude des extrema lo aux (a) Justier que f est de lasse C 2 sur R3 . (b) Cal uler le gradient de f en tout point de R3 . ( ) Soit A = (x, y, z) un point ritique de f . i. Montrer que g(x) = g(y) = g(z), où g est la fon tion introduite dans la question 1. ii. Montrer que si x > 2, alors 1 < y < 2 et 1 < z < 2, et aboutir à une ontradi tion. iii. En déduire que x = y = z , puis justier que A = − 21 , − 21 , − 12 est l'unique point ritique de f . 



(d) Cal uler la hessienne de f au point A, et déterminer ses valeurs propres. (e) La fon tion admet-elle un extremum lo al en A ? La fon tion f admet-elle un maximum ou un minimum sur R3 ? 3. Étude d'une restri tion Soit C la ontrainte x + y + z = 1. (a) Montrer que si B = (x, y, z) est point ritique de f sous la ontrainte C , alors g(x) = g(y) = g(z). (b) En s'inspirant de la question 2, en déduire que f admet un unique point ritique sous la ontrainte C , et déterminer e point ritique. ( ) Soit D = {(x, y, z) ∈ (R+ )3 | x + y + z = 1}. Justier que f admet un minimum et un maximum sur D, et les déterminer, ainsi que l'ensemble des points en lesquels ils sont atteints. On pourra pour



ela utiliser la fon tion h introduite en question 1.



Exer i e 3  (adapté de ESC 2005) Dans tout l'énon é, S désigne un entier naturel non nul xé. Une urne ontient 4S boules indis ernables au tou her : S boules rouges, S boules vertes et 2S boules bleues. On ee tue des tirages su



essifs d'une boule, au hasard, ave le proto ole suivant : • Si la boule tirée est rouge, on ne la remet pas dans l'urne, et on remet à sa pla e une boule bleue. • Si la boule tirée est verte, on la remet dans l'urne • Si la boule tirée est bleue, on ne la remet pas dans l'urne, et on remet à sa pla e une boule rouge. On note, pour tout entier naturel non nul n, Xn la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges présentes dans l'urne après le n-ième tirage, et on note X0 la variable aléatoire ertaine égale à S . 1. Déterminer la loi de X1 et de X2 et al uler leurs espéran es 2. On suppose que n > 2S , de sorte que Xn (Ω) = {0, . . . , 3S}. 2



(a) Soit k ∈ [[0, 3S]]. Quelle est la omposition de l'urne lorsque l'événement [Xn = k] se réalise ? En déduire la loi de Xn+1 onditionnellement à l'événement [Xn = k] (on pourra séparer les as k = 0, k = 3S et k ∈ [[1, 3S − 1]]). (b) En déduire que pour tout n > 2S , E(Xn+1 ) = 1 −



1 2S







E(Xn ) +



3 4



( ) En déduire, pour tout n > 2S , l'expression de E(Xn ) en fon tion de E(X2S ), de S et de n. (d) Montrer que lim E(Xn ) = n→+∞



3 2



3. É rire une fon tion Pas al prenant en paramètre un entier S et un entier n, et renvoyant la valeur de Xn obtenue lors d'une simulation de la réalisation d'une expérien e telle que i-dessus. Pré isez e qu'il ne faut pas oublier dans le orps de programme pour que ette fon tion soit une simulation orre te de ette expérien e.



Problème  (EM Lyon 2006) Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On désigne par In la matri e unité de Mn (C). On onsidère un n-uplet (a0 , a1 , . . . , an−1 ) de Cn et le polynme P = X n + an−1 X n−1 = · · · + a1 X + a0 .  0  1   0 On note C la matri e de Mn (C) dénie par C =  . . .   .. . 0



···



···



···



0



−a0



···



···



0



1



−an−1







 .. . (0) . −a1   .. ..  .. .. . . . .   . ..  . . . . . . ..  . . . . .    .. .. . . (0) 0 −an−2 



..



On dit que C est la matri e ompagnon du polynme P . On note B0 = (e1 , . . . , en ) la base anonique de Cn , et on appelle f l'endomorphisme de Cn tel que C soit la matri e asso iée à f relativement à la base B0 . On note f 0 = id et, pour tout entier naturel k, f k+1 = f k ◦ f . 1. (a) Exprimer, pour tout i ∈ [[1, n − 1]], f (ei ) en fon tion de ei+1 . (b) En déduire : ∀j ∈ [[1, n − 1]], f j (e1 ) = ej+1 , et f n (e1 ) = −(a0 e1 + a1 e2 + · · · + an−1 en ). 2. Soit g l'endomorphisme de Cn déni par g = f n + an−1 f n−1 + · · · + a1 f + a0 id. (a) Vérier : g(e1 ) = 0. (b) Montrer : ∀i ∈ N, g ◦ f i = f i ◦ g . ( ) En déduire : ∀i ∈ [[1, n]], g(ei ) = 0. (d) Montrer que le polynme P est annulateur de l'endomorphisme f . Appli ation 1 : Déterminer une matri e A ∈ M5 (C) telle que A5 = A3 + 2A2 + I5 . (e) Établir que toutes les valeurs propres de C sont des ra ines du polynme P . 3. (a) Soit Q = α0 + α1 X + · · · + αn X n un polynme non nul de degré inférieur ou égal à n − 1. On note Q(f ) l'endomorphisme de Cn déni par Q(f ) = α0 id + α1 f + · · · + αn−1 f n−1 . Cal uler Q(f )(e1 ). (b) En déduire qu'il n'existe pas de polynme non nul, de degré inférieur ou égal à n − 1, et annulateur de f . ( ) Soit λ une ra ine de P . Il existe don un unique polynme R ∈ C[X] tel que P = (X − λ)R. Vérier que (f − λid) ◦ R = ˜0, où ˜0 est l'endomorphisme nul de Cn . (d) Con lure que toutes les ra ines du polynme P sont des valeurs propres de C . 4. (a) Montrer que, pour tout nombre omplexe x, la matri e C − xIn est de rang supérieur ou égal à n − 1. En déduire que haque sous-espa e propre de C est de dimension 1. 3



(b) En déduire que C est diagonalisable si et seulement si P admet n ra ines deux à deux distin tes. 



0 1 5. (a) Appli ation 2 : Montrer que la matri e A1 =   0 0  0 1 (b) Appli ation 3 : Montrer que la matri e A2 =   0 0



0 0 1 0 0 0 1 0



 1 0   de M4 (C) est diagonalisable. 0



0 0 0 1



0



 4 −8   de M4 (C) n'est pas diagonalisable. 3



0 0 0 1



2



6. On note B = tC la transposée de C .



(a) Montrer que, pour tout nombre omplexe t, la matri e (B − tIn ) est inversible si et seulement si la matri e (C − tIn ) est inversible. (b) En déduire que les matri es B et C ont les mêmes valeurs propres. ( ) Soit λ une valeur propre de B . Déterminer une base du sous-espa e propre de B asso ié à λ. (d) On suppose que le polynme P admet n ra ines λ1 , . . . , λn deux à deux distin tes. Montrer que B 



1 λ1 λ21



1 λ2 λ2n



··· ··· ···



1 λn λ2n



λ1n−1



λ2n−1



···



λnn−1



   est diagonalisable, et en déduire que la matri e V =    ..  .



s'agit des matri es dites  de Vandermonde )



.. .







    est inversible (il  ..  . 



7. Soit E un C-espa e ve toriel de dimension n, et u un endomorphisme de E admettant n valeurs propres µ1 , . . . , µn deux à deux distin tes. L'endomorphisme u est don diagonalisable et on note E = (ε1 , . . . , εn ) une base de E onstituée de ve teurs propres de u respe tivement asso iés à µ1 , . . . , µn . (a) Soit a = ε1 + ε2 + · · · + εn . Montrer que la famille Ba = (a, u(a), . . . , un−1 (a)) est une base de E . (b) Montrer qu'il existe un polynme P1 = X n + bn−1 X n−1 + · · · + b1 X + b0 tel que la matri e asso iée à u relativement à la base Ba soit la matri e ompagnon du polynme P1 .



4
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