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 Mathématiques



Corre tion du Devoir Surveillé no 3 (4 heures) Exer i e 1  R +∞ 1. Soit a ∈ R. L'intégrale −∞ f (x) dx est onvergente, ar f est une fon tion ontoinue par mor eaux, à support borné [0, 2]. On a alors : Z +∞ Z 1 Z 2 f (x) dx = a dx + 3a dx = 4a. −∞



Ainsi,



Z



+∞



−∞



0



1



f (x) dx = 1 si et seulement si a = 14 . Pour ette valeur de a, f est positive sur R, et ontinue sur



R \ {0, 1, 2}, don presque partout. Ainsi, f est bien une densité de probabilité.



Con lusion : f est une densité de probabilité si et seulement si a =



1 4



.



2. La densité f de X étant à support borné, X admet une espéran e et une varian e, et : Z +∞ Z 1 Z 2 x 1 9 3x 5 E(X) = xf (x) dx = dx + dx = + = = E(X) . 4 8 8 4 −∞ 0 4 1 Le moment d'ordre 2 de X est : Z +∞ Z 2 2 E(X ) = x f (x) dx = −∞



1



0



x2 dx + 4



Ainsi, d'après la formule de König-Huygens,



Z



2



1



1 7 22 11 3x2 dx = + = = . 4 12 4 12 6



11 25 88 − 75 13 − = = = V (X) . 6 16 48 48



V (X) = E(X 2 ) − E(X)2 =



3. Puisque X et Y sont indépendantes, une densité de X + Y est fX ⋆ fY , à ondition que e produit de onvolution soit ontinu presque partout. Or, soit x ∈ R. Z Z 2



+∞



f ⋆ f (x) =



−∞



f (t)f (x − t) dt =



0



f (t)f (x − t) dt.



La fon tion t 7→ f (t)f (x − t) est nulle sur R \ [0, 2] ∩ [x − 2, x]. On obtient la dis ussion suivante : • Si x < 0, ou si x − 2 > 2 (don x > 4), [0, 2] ∩ [x − 2, x] = ∅, don f ⋆ f (x) = 0 ; • Si x ∈ [0, 1], [x − 2, x] ∩ [0, 2] = [0, x], et si t ∈ [0, x], x − t ∈ [0, x] ⊂ [0, 1], don f (t)f (x − t) = a2 .



Ainsi, f ⋆ f (x) =



Z



x



a2 dt = a2 x =



0



• si x ∈ [1, 2], alors [x − 2, x] ∩ [0, 2] = [0, x], et :



∀t ∈ [0, x], f (t)f (x − t) =



Ainsi, f ⋆ f (x) =



Z



x−1 2



3a dt +



0



Z



1 2



a dt +



Z



1



x−1



 2   3a



f ⋆ f (x) =



x−2



3a dt +



Z



1



x−1 2



si t ∈ [1, x].



3a2 dt = 3a2 (x − 1 + x − 1) + a2 (2 − x) = a2 (5x − 4) =



Ainsi, 2



si t ∈ [x − 1, 1]



x



∀t ∈ [x − 2, 2], f (t)f (x − t) =



1



si t ∈ [0, x − 1]



2



a   3a2



• Si x ∈ [2, 3], alors [x − 2, x] ∩ [0, 2] = [x − 2, 2], et



Z



x . 16



9a dt +



Z



2



x−1



 2   3a



2



9a   3a2



1 5 x− . 16 4



si t ∈ [x − 2, 1] si t ∈ [1, x − 1]



si t ∈ [x − 1, 2].



3a2 dt = 3a2 (3 − x + 3 − x) + 9a2 (x − 2) = 3a2 x =



1



3x . 16



• Si x ∈ [3, 4], alors [x − 2, x] ∩ [0, 2] = [x − 2, 2], et ∀t ∈ [x − 2, 2], f (t)f (x − t) = 9a2 ,



don



2



9 9 − x. 4 16 x−2 Cette fon tion étant ontinue presque partout (elle est même ontinue sur R, on en déduit (X et Y étant indépendantes), qu'une densité de X + Y est : f ⋆ f (x) =



Z



9a2 dt = 9(4 − x)a2 =



x    16   5 1    x−   16 4 3x ∀x ∈ R, fX+Y (x) =  16   9 9    − x   4 16   0



si x ∈ [0, 1[ si x ∈ [1, 2[, si x ∈ [2, 3[, si x ∈ [3, 4[, sinon.



Z +∞ 4. D'après le se ond théorème de transfert, la variable aléatoire Z admet une espéran e si et seulement si (ex − −∞ Z 2 x 2 2 (e −2) f (x) dx. Comme 2) f (x) dx onverge absolument. Or, f étant nulle sauf sur [0, 2], ette intégrale vaut 0



la fon tion 7→ (ex − 2)2 f (x) est ontinue par mor eaux sur [0, 2], on en déduit que l'intégrale est dénie, don



onvergente. Ainsi, Z admet une espéran e, et Z Z 1 1 x 3 2 x 2 E(Z) = (e − 2) dx + (e − 2)2 dx 4 0 4 1 Z Z 3 2 2x 1 1 2x x (e − 4e + 4) dx + (e − 4ex + 4) dx = 4 0 4 1     3 1 4 1 1 2 2 2 (e − 1) − 4(e − 1) + 4 + (e − e ) − 4(e − e) + 4 = 4 2 4 2 =



13 3 39 + 2e − e2 + e4 = E(Z) . 8 4 8



5. X est à valeurs dans [0, 2], don eX − 2 est à valeurs dans [−1, e2 − 2], don (eX − 2)2 est à valeurs dans [0, (e2 − 2)2 ], puisque e2 − 2 > 1. Soit x ∈ [0, (e2 − 2)2 ]. On a : √ √ √ √ P (Z 6 x) = P ((eX − 2)2 6 x) = P (− x 6 eX − 2 6 x) = P (2 − x 6 eX 6 2 + x) √ √ • Si 2 − x 6 0, don si x > 4, alors l'événement [2 − x 6 eX ] est l'événement ertain, don √ √ √ P (Z 6 x) = P (eX 6 2 + x) = P (X 6 ln(2 + x)) = FX (ln(2 + x)). • Si 0 6 x < 4, alors P (Z 6 x) = P (ln(2 −



√ √ √ √ x) 6 X 6 ln(2 + x)) = P (ln(2 − x) < X 6 ln(2 + x)), 



ar X est une variable à densité (don les probabilités pon tuelles sont nulles). Ainsi √ √ P (Z 6 x) = FX (ln(2 + x)) − FX (ln(2 − x)). On a don :   0   F (ln(2 + √x)) − F (ln(2 − √x)) X X FZ (x) = √  FX (ln(2 + x))     1



si x < 0 si x ∈ [0, 4[



si x ∈ [4, (e2 − 2)3 ] si x > (e2 − 2)3 .



Or, Z étant l'image par une fon tion ontinue d'une variable aléatoire, Z est une variable aléatoire. Don FZ est bien une fon tion de répartition. De plus : 2



• FX est de lasse C 1 sur R \ {0, 1, 2}, don FZ est de lasse C 1 en tout x tel que x 6= 0, x 6= 4, x 6= (e2 − 2)2 , √ √ √ √ ln(2 + x) 6= 0, 1, 2, ln(2 − x) 6= 0, 1, 2. Puisque les fon tions x 7→ ln(2 + x) et x 7→ ln(2 − x) sont stri tement monotones (don inje tives), il y a au plus 9 valeurs de x en lesquelles FZ n'est pas de lasse C 1 . Don FZ est de lasse C 1 presque partout. √ √ • La fon tion FX est ontinue sur R, et les fon tions x 7→ ln(2 + x) et x 7→ ln(2 − x) sont ontinues respe tivement sur [0, (e2 − 2)2 ] et sur [0, 4[. Ainsi, d'après les règles de omposition, FZ oïn ide sur les ouverts ] − ∞, 0[, ]0, 4[, ]4, (e2 − 2)2 [ et ](e2 − 2)2 , +∞[ ave des fon tions ontinue, et elle est don ontinue sur es intervalles. De plus, puisque FX est ontinue : ∗ lim FZ (x) = 0 et lim = FX (ln 2) − FX (ln 2) = 0. Ainsi, on a : x→0−



x→0+



lim FZ (x) = FZ (0) = lim FZ (x), x→0+



x→0−



don FZ est ontinue en 0. ∗ lim− FZ (x) = FX (4) − lim FX (y) = FX (4) = lim+ FZ (x) x→4



y→−∞



x→4



(la dernière égalité ne demandant en fait pas de véri ation, puisque FZ est ontinue à droite, en tant que fon tion de répartition) Ainsi FZ est ontinue en 4 ∗ lim FZ (x) = FX (ln(2 + e2 − 2)) = FX (2) = 1 = FZ ((e2 − 2)2 ), 2 2 − x→((e −2) )



et de même, par ontinuité à droite de FZ , ela implique la ontinuité de FZ en (e2 − 2)2 . Ainsi, FZ est ontinue. On en déduit que Z est une variable aléatoire à densité, et, en dérivant FZ presque partout, il vient :   si x < 0 ou si x > (e2 − 2)2 ,  0  √ √  1 1 ∀x ∈ R, fZ (x) = 2√x(2 + √x) fX (ln(2 + x)) + 2√x(2 − √x) fX (2 − x) si x ∈ [0, 4[   √ 1   √ fX (ln(2 + x))  √ si x ∈ [4, (e2 − 2)2 ]. 2 x(2 + x)



Or : √ √ • ln(2 + x) ∈ [0, 1[ si et seulement si 1 6 2 + x < e, don si et seulement si 0 6 x < (e − 2)2 < 4, √ √ • ln(2 + x) ∈ [1, 2[ si et seulement si e 6 2 + x < e, don (e − 2)2 6 x < (e2 − 2)2 √ √ • ln(2 − x) ∈ [0, 1[ si et seulement si 1 < 2 − x < e, don si et seulement si 0 6 x < 1 (la deuxième ondition étant automatiquement satisfaite pour tout x > 0) √ √ • ln(2 − x) ∈ [1, 2[ si et seulement si e < 2 − x < e2 , e qui est impossible. On obtient don :   0 si x < 0 ou si x > 4,     1 1  2    8√x(2 + √x) + 8√x(2 − √x) si x ∈ [0, (e − 2) [ ∀x ∈ R, fZ (x) = 3 1  √ √ + √ √ si x ∈ [(e − 2)2 , 1[   8 x(2 + x) 8 x(2 − x)    3   √ si x ∈ [1, (e2 − 2)2 ].  √ 8 x(2 + x)



Exer i e 2 



x



t 1. Soit, pour tout x ∈ R, fx : t 7→ 1+t 2 , dénie et ontinue sur ]0, +∞[. La ontinuité assure que l'intégrale dénissant F (x) n'estZ impropre qu'en 0 et en +∞. 1 tx dx étant une intégrale de Riemann en 0 de paramètre −x, elle onverge si et seulement • On a fx (t) ∼ tx , et 0 0 Z 1 fx (t) dt onverge si et seulement si x > −1. si x > −1. Les fon tions étant positives, 0 Z +∞ • On a fx (t) ∼ tx−2 , et tx−2 dx étant une intégrale de Riemann en +∞ de paramètre −x+2, elle onverge +∞ 1 Z +∞ si et seulement si x < 1. Les fon tions étant positives, fx (t) dt onverge si et seulement si x < 1. 1 Z +∞ x t dt onverge si et seulement si −1 < x < 1. Par onséquent, le domaine de dénition de F est Ainsi, 1 + t2 0 D =] − 1, 1[ .



3



2. Soit x ∈] − 1, 1[. On a : F (−x) =



Z



0



+∞



t−x dt. 1 + t2



On ee tue sur l'intégrale dénissant F (−x) le hangement de variable t = u1 , de lasse C 1 , stri tement dé roissant, bije tif de R∗+ dans lui-même. On a dt = − udu 2 . Ainsi : Z +∞ Z +∞ ux (− du) ux F (−x) = − = du = F (x). 1 1 + u2 1 + u2 u2 0 0 Ainsi, la fon tion F est paire sur ] − 1, 1[. De plus, on a : Z +∞ 1 π F (0) = dt = lim Arctan x − Arctan 0 = = F (0) . 2 t→+∞ 1 + t 2 0



3. (a) Soit x ∈] − 1, 1[.



• pour tout t ∈ [0, 1], 1 + t2 6 2, don



qu'intégrale de Riemann) :



tx tx > , et, les intégrales étant onvergentes (la se onde en tant 1 + t2 2 Z 1 x Z 1 t dt. fx (t) dt > 0 2 0



tx tx−2 tx > 2 = , et, les intégrales étant onvergentes (la 2 1+t 2t 2 se onde en tant qu'intégrale de Riemann) : Z +∞ Z +∞ x−2 t dt. fx (t) dt > 2 1 1



• Pour tout t ∈ [1, +∞[, 1 + t2 6 2t2 , don



Ainsi, en sommant es deux inégalités, et d'après la relation de Chasles, il vient, pour tout x ∈] − 1, 1[ : F (x) >



Z



1 x



t dt + 2



0



Z



+∞ x−2



t



2



1



dt .



(b) En al ulant es intégrales, il vient, pour tout x ∈] − 1, 1[ : F (x) >



Or, lim



x→−1+



Ainsi,



1 1 1 1 (1 − 0) + (0 − 1) = + . 2(x + 1) 2(x − 1) 2(x + 1) 2(1 − x)



1 1 + = +∞ 2(x + 1) 2(1 − x)



et



lim



x→1−



1 1 + = +∞. 2(x + 1) 2(1 − x)



lim F (x) = lim F (x) = +∞ .



x→−1+



x→1−



4. Soit x ∈ [0, 1[, et a un réel tel que x < a < 1. Soit t ∈]0, +∞[. ey ln t ty 2 La fon tion gt : y 7→ 1+t sur [0, a], omme omposée et quotient de fon tions qui le 2 = 1+t2 est de lasse C sont, et (ln t)ty (ln y)2 ty ′′ ∀y ∈ [0, a], gt′ (y) = et g (y) = . t 1 + t2 1 + t2 or, pour tout y ∈ [0, a] et pour tout t ∈]0, +∞[, on a ty 6 ta si t > 1, et ty 6 1 si t 6 1. En mutlipliant par qui est positif, on obtient don : ( |gt′′ (y)| 6 1 si t ∈]0, 1] ∀y ∈ [0, a], ∀t ∈]0, +∞[, |gt′′ (y)| 6 ta si t ∈ [1, +∞[.



(ln t)2 1+t2



Ainsi, étant donné t ∈]0, +∞[ et y ∈ [0, a], gt étant de lasse C 2 sur [0, a], d'après l'inégalité de Taylor-Lagrange à l'ordre 1 entre x et y , il vient :  y t tx (ln t)tx (y − x)2   6 − − (y − x)  2 1 + t2 1 + t2 2 1 +y t x x t t (ln t)t (y − x)2   6 − − (y − x)  1 + t2 1 + t2 1 + t2 2



4



(ln t)2 si t ∈]0, 1] 1 + t2 2 a (ln t) t . si t ∈ [1, +∞[ 1 + t2



1



(ln t)2 dt. 2 0 1+t 2 t) La fon tion h : t 7→ (ln 1+t2 est ontinue sur ]0, 1]. Ainsi, l'intégrale I n'est impropre qu'en 0. Or, puisque √ √ t · (ln t)2 √ ∼ t · (ln t)2 , t · h(t) = 0 1 + t2   √ 1 le théorème de roissan e omparée amène : lim+ th(t) = 0, don h(t) = o √ au voisinage de 0. Or t→0 t Z 1 dt √ est onvergente en tant qu'intégrale de Riemann de paramètre 12 < 1 en 0. D'après le ritère l'intégrale t 0 de omparaison par négligeabilité, les fon tions étant positives, I onverge . Z +∞ (ln t)2 ta • Étude de J = dt. 1 + t2 1 t)2 ta La fon tion k : t 7→ (ln1+t est ontinue sur [1, +∞[. Ainsi, l'intégrale J n'est impropre qu'en +∞. Or, d'après 2 les roissan es omparées, puisque 1−a 2 > 0, au voisinage de +∞ :



5. • Étude de I =



Z



(ln t)2 = o(t



1−a 2



1 ta ∼ . 1 + t2 +∞ t2−a



et



)



Ainsi, au voisinage de +∞ :



!   1−a t 2 1 k(t) = o 2−a = o . 3 a t t2−2 Z +∞ dt a 3 Or, 2 − 2 > 1, ar a < 1, don l'intégrale de Riemann 3 a est onvergente. On en déduit, par théorème 2 t −2 1 de omparaison par négligeabilité, les fon tions étant positives, que J onverge .



6. I et J étant onvergentes, on déduit du théorème de omparaison par inégalité, que Z 1 y Z +∞ y t t tx (ln t)tx tx (ln t)tx dt dt − − (y − x) − − (y − x) et 1 + t2 1 + t2 1 + t2 1 + t2 1 + t2 1 + t2 0



1



sont onvergentes, don que  Z 1 y t tx (ln t)tx dt − − (y − x) 1 + t2 1 + t2 1 + t2 0



+∞



 ty tx (ln t)tx dt − − (y − x) 1 + t2 1 + t2 1 + t2 1 Z +∞ (ln t)tx sont absolument onvergentes. De plus, on montre omme plus haut que dt est onvergente. Ainsi, 1 + t2 0 d'après la linéarité, l'inégalité triangulaire et la positivité de l'intégrale : Z   Z +∞ F (y) − F (x) (ln t)tx +∞ gt (y) − gt (x) (ln t)tx dt dt = − − 2 2 y−x 1+t y−x 1+t 0 0 Z 1    Z +∞  x gt (y) − gt (x) (ln t)tx gt (y) − gt (x) (ln t)t dt + dt − − = 2 2 y − x 1 + t y − x 1 + t 1 0 Z 1   Z +∞   x g (y) − g (x) (ln t)t gt (y) − gt (x) (ln t)tx t t 6 dt + dt − − 2 2 y−x 1+t y−x 1+t 0 1   Z 1  Z +∞  gt (y) − gt (x) (ln t)tx gt (y) − gt (x) (ln t)tx dt + dt 6 − − y−x 1 + t2 y−x 1 + t2 0 1 |y − x| (I + J). 6 2



Or, y→x lim y∈[0,a] y6=x



Z



et







|y − x| (I + J) = 0,, don , d'après le théorème d'en adrement, 2



lim y→x y∈[0,a] y6=x



F (y) − F (x) = y−x



Z



+∞ 0



(ln t)tx dt. 1 + t2



Si x 6= 0, e i représente la limite (des deux tés), alors que si x = 0, puisqu'on impose aussi y > 0, e i ne représente que la limite à droite. Ainsi : 5



+∞



(ln t)tx dt 1 + t2 0 Z +∞ (ln t) ′ • Si x = 0, F est dérivable à droite en 0, et Fd (0) = dt. 1 + t2 0 • Si x ∈]0, 1[, F est dérivable en x, et F (x) = ′



Z



+∞



(ln t)2 dt). 1 + t2 0 1 Ainsi, le hangement de variables u = t , de lasse C 1 , stri tement dé roissant sur ]0, 1], bije tif de ]0, 1] dans [1, +∞[, amène l'égalité :  Z +∞ Z +∞ Z 1 ln u1 du − ln u ln t dt = = du, 1 2 2 1 + u2 1 + u2 u 1 1 0 1+t



7. Les deux intégrales onsidérées sont onvergentes (on a déjà mentionné plus haut la onvergente de



Z



et la variable d'intégration étant une variable muette, il vient bien : Z



1 0



ln t dt = − 1 + t2



Z



1



+∞



ln t 1 + t2



On a don , d'après la relation de Chasles, et l'égalité pré édente : Z +∞ ln t ′ Fd (0) = dt = 0 = Fd′ (0) . 1 + t2 0 Or, F étant paire, F est aussi dérivable à gau he en 0, et Fg′ (0) = −Fd′ (0) = 0. Ainsi, Fg′ (0) = Fd′ (0) = 0, don F est dérivable en 0, et F ′ (0) = 0 .



8. (a) Soit x ∈] − 1, 1[. Le même hangement de variable u = 1t que plus haut amène :  Z +∞ Z +∞ Z 1 ln u1 u1x du −(ln u) u1x (ln t)tx dt = = du. 2 1 + u2 1 + u12 u2 1 1 0 1+t La variable d'intégration étant muette, il vient alors, d'après la relation de Chasles : Z 1 Z +∞ Z +∞ Z +∞ (ln t) t1x (ln t)tx (ln t)tx (ln t)tx F ′ (x) = dt + dt = − dt + dt, 2 2 2 1+t 1+t 1 + t2 0 1+t 1 1 1 et don : ′



F (x) =



Z



+∞



1



(b) • Pour tout t > 1, et tout x ∈] − 1, 0], tx 6 1 6 F est dé roissante sur ] − 1, 0].



• Pour tout t > 1, et tout x ∈ [0, 1[, tx > 1 >



(ln t) tx − 1 + t2



1 tx , 1 tx ,



1 tx







dt .



don , par positivité de l'intégrale, F ′ (x) 6 0. Ainsi, don , par positivité de l'intégrale, F ′ (x) > 0. Ainsi,



F est roissante sur [0, 1[.



• Pour tout t > 1, la fon tion x 7→ tx est roissante sur ] − 1, 1[, et la fon tion x 7→ t1x est dé roissante. Don la fon tion x 7→ tx − t1x est roissante sur ] − 1, 1[. Par roissan e de l'intégrale, on en déduit que F ′ est roissante sur ] − 1, 1[, don que F est onvexe sur ] − 1, 1[.



( ) On obtient l'allure suivante pour F (voir gure 1)



Exer i e 3  1. D'après le orollaire du théorème de d'Alembert-Gauss, P admet autant de ra ine ( omptée ave multipli ité) m P que son degré, don αi = n . i=0



Par ailleurs, l'existen e de es ra in es permet de fa toriser le polynme P par ha un des fa teurs (X − zi )αi . m Q Comme le oe ient dominant de P est an 6= 0, on obtient la fa torisation : P = an (X − zi )αi . i=0



6



| |



−1 Fig.



|



|



|



|



|



π 2



1



1  Graphe de F



2. Soit P ∈ C[X] tel que dans la question pré édente. On a don P (X) = an



m Y



i=0



(X − zi )αi .



En dérivant e produit, on trouve : P ′ (X) = an



m X j=0



(X − z1 )α1 · · · (X − zj−1 )αj−1 · αj · (X − zj )αj −1 · (X − zj+1 )αj+1 · · · (X − zm )αm .



Par onséquent, pour tout z ∈ C \ R, m X (z − z1 )α1 · · · (z − zj−1 )αj−1 · αj · (z − zj )αj −1 · (z − zj+1 )αj+1 · · · (z − zs )αs P ′ (z) = an P (z) an (z − z1 )α1 · · · (z − zm )αm j=0



et par onséquent, après simpli ations : m



∀z ∈ C \ R,



P ′ (z) X αj . = P (z) z − zj j=0



Remarquez bien que je me garde bien d'é rire une fra tion rationnelle ave une variable formelle X , puisque nous n'avons vu la signi ation d'une telle variable que dans le adre des polynmes. 3. Soit P un polynme de degré 2, de ra ines r et s (éventuellement égales, et vériant |r| 6 1 et |s| 6 1) et de



oe ient dominant λ. Alors P = λ(X −r)(X −s). En dérivant e produit, on obtient : P ′ = λ(X −r)+λ(X −s) = λ(2X − (r + s)). Par onséquent, la ra ine de P ′ est r+s 2 . On vérie que ette ra ine est à distan e moins de 1 des ra ines de P ( e qui graphiquement est évident puisqu'il s'agit du milieu des deux ra ines, qui sont de module au plus un, don éloignées d'au plus 2) : r − r + s = r − s 6 |r| + |s| 6 1 + 1 = 1. 2 2 2 2 Don P et r vérient (IS), et de même, P et s vérient (IS). Par onséquent, P vérie (IS) . 7



4. (a) Si αi > 2, alors zi est aussi ra ine de P ′ , et il existe don une ra ine de P ′ à distan e 0 (don inférieur à 1) de zi . On en déduit que P et zi vérient (IS). (b) Si P n'a pas de ra ine simple, pour tout i ∈ [[0, m]], αi > 2, et d'après la question pré édente, P et zi vérient (IS). Cela étant vrai ave toute ra ine de P , P vérie (IS). m Q



5. Pour tout i ∈ [[0, m]], zi est ra ine d'ordre αi − 1 de P ′ . Ainsi, polynme Q tel que



P =Q·



m Y



i=0



i=0



(X − zi )αi −1 divise P ′ . Il existe don un



(X − zi )αi −1 .



De plus, les zi ne sont pas ra ines de Q, sinon leur multipli ité dans P ′ ne serait pas égale à αi − 1. Ainsi, Q n'admet que des ra ines distin tes des zi . De plus, ! m Y αi −1 ′ = n − 1 − (n − (m + 1)) = m. (X − zi ) deg(Q) = deg(P ) − deg i=0



Ainsi, d'après le théorème de d'Alembert-Gauss, Q admet exa tement m ra ines w1 , . . . , wm (pas for ément distin tes entre elles, mais distin tes des zi ). Il existe don un omplexe λ tel que : P′ = λ ·



m Y



i=0



(X − zi )αi −1 ·



m Y



j=1



(X − wj ).



Le omplexe λ est le oe ient dominant de P ′ , égal à nan (obtenu en dérivant an X n ). Ainsi : P ′ = nan



m Y



i=0



6.



On suppose



(X − zi )αi −1



m Y



j=1



(X − wj ).



α0 = 1.



(a) Il s'agissait bien entendu de l'expression de P de la question 1. Par dérivation, on obtient : P ′ = an



m X i=0 m



P′



Ainsi : nan



m Q



αi (X − z0 )α0 · · · (X − zi )αi −1 · · · (X − zm )αm .



=



(X − zi )αi −1



i=0



1X αi (X − z0 ) · · · (X − zi−1 )(X − zi+1 ) · · · (X − zm ). n i=0



D'après la question 4, on obtient don l'identité : m m Y 1X (X − wj ). αi (X − z0 ) · · · (X − zi−1 )(X − zi+1 ) · · · (X − zm ) = n i=0 j=1



Évaluons ette expression en z0 . Les termes de la somme de gau he s'annulent tous en z0 , sauf elui



orrespondant à i = 0. Ainsi : m Y



j=1



(z0 − wj ) =



m α0 1Y (z0 − zi ) . (z0 − z1 ) · · · (z0 − zm ) = n n i=1



(b) On suppose que n > 2m . Alors : Q m Q m i. (z0 − wj ) 6 21m |z0 − zi | 6 1 , ar pour tout i ∈ [[1, m]], |z0 − zi | 6 |z0 | + |zi | 6 2. j=1 i=1



ii. Au moins un des fa teurs du produit du (i) est de module inférieur à 1. Il existe don j ∈ [[1, m]] tel que |z0 − wj | 6 1. Ainsi, P et z0 vérient (IS).



iii. De même, pour toute ra ine simple z de P , P et z vérient (IS) (même raisonnement), et d'après e qu'on a vu plus haut, si z est une ra ine multiple de P , P et z vérient (IS). Ainsi, pour toute ra ine z de P , P et z vérient (IS), e qui signie que P vérie (IS). 8



( ) On ne suppose plus n > 2m , mais toujours α0 = 1. Soit j ∈ {1, . . . , m}. m P ′ (z) X αi i. On a, pour tout z ∈ C \ {z0 , . . . , zm } : . = P (z) z − zi i=0 m m X P ′ (wj ) X αi αi (wj − zi En évaluant en wj (distin t des zi ), on obtient : 0 = = = P (wj ) wj − zi |wj − zi |2 i=0 i=0 m m X αi zi X αi = . Ainsi : wj · 2 |wj − zi | |wj − zi |2 i=0 i=0 1 En posant pour tout i ∈ [[0, m]], λi = > 0, on obtient : |wj − zi |2 m P



m P



λi zi



wj = i=0 m P



,



λi zi wj = i=0 . m P λi



soit, en onjuguant :



λi



i=0



i=0



Cela est bien l'expression d'un bary entre à oe ients stri tement positifs des zi , i ∈ [[0, m]].



ii. Ainsi, d'après l'inégalité triangulaire



|wj | 6



m P



λi |zi |



i=0 m P



λi



i=0



don : |wj | 6 1



m P



6 i=0 m P



λi 1 . λi



i=0



iii. Si z0 = 0, puisque n > 2 et α0 = 1, on a for ément m > 1. Ainsi, l'ensemble {wj , j ∈ [[1, m]]} des ra ines de P ′ qui ne sont pas ra ines de P est non vide. Soit don j ∈ [[1, m]] et wj une telle ra ine. Alors, d'après e qui pré ède |z0 − wj | = |wj | 6 1,



e qui montre que P et z0 = 0 vérient (IS) . iv. D'après le point pré édent, P et 0 vérient (IS). De plus, si z est une autre ra ine de P , z est une ra ine multiple, et d'après (3a), P et z vérient (IS). Ainsi, pour toute ra ine z de P , P et z vérient (IS), e qui signie que P vérie (IS).



Problème  (extrait de HEC 2001) Partie I  Étude d'une variable aléatoire 1. Soit n ∈ N. Puisque Tn est la somme de n variables exponentielles de paramètre 1, don ayant une espéran e, égale à 1, Tn admet une espéran e, et E(Tn ) =



n X



E(∆i ) =



n X



1 = n = E(Tn ) .



i=1



i=1



Puisque les ∆i , i ∈ N∗ sont mutuellement indépendantes, E(Tn ) admet aussi une varian e, égale à : V (Tn ) =



n X



V (∆i ) =



n X



1 = n = V (Tn ) .



i=1



i=1



2. (a) Soit t > 0 et n > t. Si [Tn < t] est réalisé, alors l'événement [Tn −n < t−n] est réalisé, et don [n−Tn > n−t] est réalisé. Comme n − t > 0, on en déduit que [|Tn − n| > n − t] est réalisé. Don on a une in lusion : [Tn < t] ⊂ [|Tn − n| > n − t]
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(b) D'après l'inégalité de Bienaymé-T heby hev, ave ε = n − t > 0, puisque Tn admet une espéran e et une varian e, on a : V (X) P (|Tn − E(Tn )| > n − t) 6 , (n − t)2 et don : n P (|Tn − n| > n − t) 6 . (n − t)2 De plus, d'après la question pré édente, P (Tn < t) 6 P (|Tn − n| > n − t). Ainsi, pour tout n ∈ N, n 0 6 P (Tn < t) 6 . (n − t)2



n = 0, on obtient, d'après le théorème d'en adrement, l'existen e de la limite de (n − t)2 P (Tn < t) lorsque n tend vers +∞, et



Puisque



lim



n→+∞



lim P (Tn < t) = 0 .



n→+∞



( ) Pour tout ω ∈ Ω, la suite (Tn (ω)) est lairement roissante. Ainsi, étant donné k ∈ N∗ , si Tk+1 (ω) < t, alors Tk (ω) 6 Tk+1 (ω) < t. Don on a une in lusion [Tk+1 < t] ⊂ [Tk < t]. Ainsi, la suite ([Tk < t])k∈N∗ est une suite dé roissante d'événements. Par onséquent, d'après le théorème de la limite monotone, ! +∞ \ P [Tk < t] = lim P (Tk < t) = 0 . k→+∞



k=1



3. (a) La fon tion N (t) est dénie pour toute valeur de ω dans Ω. En eet, l'ensemble {n ∈ N, Tn (ω) 6 t} est non vide, puisqu'il ontient 0 (en eet T0 (ω) = 0 6 t). Ainsi, soit et ensemble est ni, et dans e as, il admet un élément maximum, qui est l'image par N (t) de ω ; soit il est inni, et N (t)(ω) = 0. Ainsi, N (t) est dénie sur Ω tout entier, à valeurs réelles. Pour montrer que N (t) est une variable aléatoire, il reste don à montrer que pour tout x ∈ R, l'ensemble N (t)−1 (] − ∞, x]) est dans la tribu B . Or, N (t)(ω) 6 x si et seulement si pour tout n ∈ N tel que n > x, Tn (ω) > t. Ainsi, \ N (t)−1 (] − ∞, x]) = Tn−1 (]t, +∞[). n∈N,n>x



Or, Tn est une variable aléatoire, don l'image ré iproque de tout intervalle par Tn est un élément de la tribu B . Par onséquent, N (t)−1 (] − ∞, x]) est l'interse tion d'un nombre dénombrable d'éléments de la tribu B , 'est don en ore un élément de la tribu de B . Ainsi, N (t) est bien une variable aléatoire. Les on epteurs du sujet attendaient-ils une réponse aussi rigoureuse et pré ise ? Ce n'est pas sûr, ar une manipulation on rète des tribus est assez rare en prépa HEC, et pas vraiment dans l'esprit du programme. J'ai donné la totalité des points si vous vous êtes ontenté de justier que N (t) est déni pour tout ω de Ω. De plus, l'événement [N (t) = 0] est réalisé si et seulement si la seule valeur de n pour laquelle Tn (ω) 6 t est n = 0 (l'égalité est toujours vériée pour n = 0, puisque t > 0), ou bien si l'ensemble {n ∈ N, Tn (ω) 6 t} est inni. Cette deuxième possibilité, d'après la roissan e de Tn signie que pour tout n ∈ N, Tn (ω) 6 t, T don que [Tn < t] est réalisé. Ce dernier événement étant de probabilité nulle d'après e qui pré ède, on n∈N



en déduit que T Ainsi, l'événement [N (t) = 0] est presque sûrement égal à l'événement [Tk > 1],don à l'événement k>1



[T1 > t], par roissan e de la suite (Tk ).



Ainsi, P (N (t) = 0) = P (T1 > t) . (b) La variable Tn est la somme de n variables aléatoires indépendantes suivant une loi exponentielle de paramètre 1, don une loi Γ(1, 1) = γ(1). Par le théorème de stabilité pour les lois Gammas, on en déduit que Tn suit une loi Γ(1, 1 + . . . , +1) = Γ(1, n), 'est-à-dire Tn ֒→ γ(n). ( ) Soit n ∈ N, t ∈ R+ D'après la formule de Taylor ave reste intégral à l'ordre n entre 0 et t, appliqué à la fon tion exponentielle de lasse C n+1 sur R, on obtient : Z t n X (t − u)n u tk + e du. et = k! n! 0 k=1
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En divisant par le réel non nul e−t , on obtient alors : 1=



n X tk e−t



k=0



k!



+e



−t



Z



t



0



(t − u)n u e du. n!



L'événement [N (t) 6 n] est réalisé si et seulement si pour tout k > n, [Tk > t] est réalisé, e qui se produit si et seulement si [Tn+1 > t] est réalisé, puisque la suite (Tn ) est roissante. Ainsi, Z t Z t (t − u)n u−t xn e−x dx = 1 − e dt P (N (t) 6 n) = P (Tn+1 > t) = 1 − P (Tn+1 6 t) = 1 − n! 0 0 Γ(n + 1) par un hangement de variable x = t − u, de lasse C 1 , sur une intégrale qui n'est pas impropre. Ainsi, P (N (t) 6 n) = 1 − e−t



Z



0



t



(t − u)n u e du, n!



don :



P (N (t) 6 n) =



n X tk e−t , k! k=0



d'après la question pré édente. (d) N (t) prend ses valeurs dans N, et pour tout n ∈ N, P (N (t) = n) = P (N (t) 6 n) − P (N (t) 6 n − 1) =



tn −t e . k!



Ainsi, N (t) suit une loi de Poisson de paramètre t .



Partie II  Étude de la probabilité d'être en dé it après 1 ou 2 sinistres 1. (a) La variable ∆1 suit une loi exponentielle de paramètre 1. Ainsi, ∆1 (Ω) = R+ . Par onséquent, r étant stri tement positif, −r∆1 (Ω) = R− . Soit x ∈ R− . On a alors :    x x x F−r∆1 (x) = P (−r∆1 6 x) = P ∆1 > − = 1 − P ∆1 < − = 1 − P ∆1 6 − , r r r



ar ∆1 est une variable à densités. Ainsi,  x . F−r∆1 (x) = 1 − FD1 − r De plus, si x > 0, F−r∆1 (x) = 1. Comme FD1 est ontinue sur R, de lasse C 1 sur R∗ , de limite 0 en 0, on en déduit, par théorème de



omposition de fon tions ontinues, ou de fon tions de lasse C 1 , et par re ollement en 0, que F−r∆1 est



ontinue sur R, et de lasse C 1 sur R∗ . Ainsi, −r∆1 est une variable à densité, et une densité f−r∆1 est obtenue en dérivant presque partout sa fon tion de répartition :



∀x ∈ R,



( 1  x 1 x f∆ 1 − = er f−r∆1 (x) = r r r 0



si x 6 0 sinon.



(b) Une densité de C1 − r∆1 est donné par le produit de onvolution de fC1 et de f−r∆1 , puisque C1 et −r∆1 sont indépendantes. Or, Z +∞ ∀x ∈ R, fC1 ⋆ f−r∆1 (x) = fC1 (t)f−r∆1 (x − t) dt −∞



Or, fC1 (t) est nul si t 6 0, et f−r∆1 (x − t) est nul si x − t > 0, don si t 6 x. Ainsi, Z +∞ Z x−t 1 +∞ t ∀x ∈ R, fC1 (t)f−r∆1 (x − t) dt = e− c e r dt rc max(0,x) −∞ Z +∞ 1 x r 1 1 ce = e−( c + r )t r max(0,x) x r e h −( 1c + r1 )t i+∞ =− e r+c max(0,x) x r 1 1 e = e−( c + r ) max(0,x) . r+c 11



Ainsi, fC1 −r∆1 (x) = fC1



x



er r +xc ⋆ f−r∆1 (x) = −   e c r+c   



Cette fon tion est ontinue sur R \ {0}, et admet



c cr+1



si x 6 0 si x < 0.



pour valeur, limite à gau he et limite à droite en 0.



Ainsi, elle est ontinue sur R .



Attention à ne pas vous tromper dans le paramètre de la loi exponentielle, c est son espéran e, don son paramètre est 1c .



( ) On a don , l'intégrale étant onvergente par dénition d'une densité, pour tout x 6 0 : Z x t x r h t ix er re r r dt = , e F (x) = = r+c r+c −∞ −∞ r + c et don notamment F (0) = F (x) = F (0) +



Z



0



x



r r+c .



Alors, pour tout x > 0,



t



 c −x r x r c h − t ix c e− c e c = e− c − 1 = 1 − dt = − − e c. r+c r+c r+c r+c r+c r+c 0



On a K(T1 ) = a + rT1 − C1 = a + r∆1 − C1 = a − L1 . Ainsi,



P (K(T1 ) < 0) = P (a − L1 < 0) = P (L1 > a) = 1 − P (L1 6 a) = 1 − F (a).



Par onséquent, d'après l'expression obtenue pour F , on obtient : a  r  1− si a 6 0 exp c+r r P (K(T1 ) < 0) = c a  si a > 0. exp − c+r c



2. (a) Soit x ∈ R, et h stri tement positif. Alors



g(x + h) − g(x) = P ([L1 6 x + h] ∩ [L1 + L2 6 a]) − P ([L1 6 x] ∩ [L1 + L2 6 a]) = P (([L1 6 x + h] ∩ [L1 + L2 6 a]) \ ([L1 6 x] ∩ [L1 + L2 6 a])) = P ([x < L1 6 x + h] ∩ [L1 + L2 6 a]).



Or, étant donné ω ∈ Ω, si x < L1 (ω) 6 x + h, et si L2 (ω) 6 a − x − h, alors L1 (ω) + L2 (ω) 6 a. Ainsi, on a une in lusion d'événements : [x < L1 6 x + h] ∩ [L2 6 a − x − h] ⊂ [x < L1 6 x + h] ∩ [L1 + L2 6 a]



Ainsi, g(x + h) − g(x) = P ([x < L1 6 x + h] ∩ [L1 + L2 6 a]) > P ([x < L1 6 x + h] ∩ [L2 6 a − x − h]).



De plus, L1 = C1 − r∆1 , et L2 = C2 − r∆2 . Les diérentes variables étant indépendantes d'après l'énon é, on en déduit que L1 et L2 sont indépendantes. Ainsi g(x + h) − g(x) > P (x < L1 6 x + h)P (L2 6 a − x − h).



On raisonne de même pour l'autre inégalité : si x < L1 (ω) 6 x + h et L1 (ω) + L2 (ω) 6 a, alors L2 (ω) 6 a − L1 (ω) < a − x, don on a une in lusion d'événements [x < L1 6 x + h] ∩ [L1 + L2 6 a] ⊂ [x < L1 6 x + h] ∩ [L2 < a − x].



Alors, toujours par indépendan e de L1 et L2 , g(x + h) − g(x) = P ([x < L1 6 x + h] ∩ [L1 + L2 6 a]) 6 P ([x < L1 6 x + h] ∩ [L2 < a − x])



= P (x < L1 6 x + h)P (L2 < a − x).



Don g(x + h) − g(x) 6 P (x < L1 6 x + h)P (L2 < a − x) . 12



(b) On a don l'en adrement suivant, pour tout x ∈ R, tout h ∈ R∗+ : F (x + h) − F (x) g(x + h) − g(x) F (x + h) − F (x) · P (L2 6 a − x − h) 6 6 · P (L2 6 a − x). h h h



Or, C1 est de même loi que C2 , ∆1 est de même loi que ∆2 , et C1 , C2 , ∆1 et ∆2 sont mutuellement indépendantes. Don C1 − r∆1 est de même loi que C2 − r∆2 . Ainsi, L1 et L2 sont de même loi. Don la fon tion de répartition de L2 est F . On peut don réé rire : F (x + h) − F (x) g(x + h) − g(x) F (x + h) − F (x) · F (a − x − h) 6 6 · F (a − x). h h h



Or, F est ontinue sur R, don F (a − x − h) tend vers F (a − x) lorsque h tend vers 0. De plus, F est de



lasse C 1 sur R∗ . Par ailleurs, ∀x ∈ R∗+ , F ′ (x) =



1 −x e c r+c



et



∀x ∈ R∗− , F ′ (x) =



1 r ec . r+c



1 Ainsi, F ′ admet une limite en 0, égale à r+c . Don d'après le théorème de prolongement des fo ntions 1 de lasse C , F|R∗ est prolongeable en 0 par une fon tion de lasse C 1 . Comme F est ontinue en 0, e prolongement oïn ide ave F sur R. Ainsi, F est de lasse C 1 sur R. Don F admet une dérivée ontinue sur R. Comme la densité f est la dérivée de F presque partout, et qu'elle est par hypothèse ontinue aussi, on en déduit que f est la dérivée de F sur R. Ainsi



lim



h→0+



F (x + h) − F (x) = f (x). h



Par onséquent, on obtient : lim+



h→0



F (x + h) − F (x) F (x + h) − F (x) · F (a − x − h) = lim+ · F (a − x) = f (x)F (a − x). h h h→0



D'après le théorème d'en adrement, on en déduit que h 7→ g(x+h)−g(x) admet une limite lorsque h tend vers h 0+ , et que ette limite vaut f (x)F (a − x). Ainsi, g est dérivable à droite en x , et gd′ (x) = f (x)F (a − x) .



On admet que g est dérivable sur R ave , pour tout réel x, g ′ (x) = f (x)F (a − x) .



3. (a) La suite d'événements ([−n < L1 6 a] ∩ [L1 + L2 < a])n∈N est une suite roissante d'événements, et ∞ [



([−n < L1 6 a] ∩ [L1 + L2 6 a]) = [L1 6 a] ∩ [L1 + L2 6 a].



n=0



Ainsi, d'après le théorème de la limite monotone, on a : [L1 6 a] ∩ [L1 + L2 6 a] = lim P ([−n < L1 6 a] ∩ [L1 + L2 < a]) . n→+∞



(b) Or, on a, pour tout n ∈ N tel que −n < a, on a : P ([−n < L1 6 a] ∩ [L1 + L2 < a]) = g(a) − g(−n).



Comme f et F sont ontinues, d'après la formule de la dérivée de g , la fon tion g est de lasse C 1 . Ainsi, on a Z a Z a ′ g(a) − g(−n) = g (x) dx = f (x)F (a − x) dx. −n



−n



On en déduit que



P ([L1 6 a] ∩ [L1 + L2 6 a]) = lim



n→+∞



Z
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a



−n



f (x)F (a − x) dx =



Z



a



−∞



f (x)F (a − x) dx.



( ) On a K(T1 ) = a + rT1 − C1 = a + r∆1 − C1 = a − L1



et



K(T2 ) = a + rT2 − C1 − C2 = a + r(∆1 + ∆2 ) − C1 − C2 = a − L1 − L2 .



Ainsi,



[K(T1 ) < 0] = [a − L1 < 0] = [L1 > a]



et



[K(T2 ) < 0] = [a − L2 − L2 < 0] = [L1 + L2 > a].



Par onséquent, P ([K(T1 ) < 0] ∪ [K(T2 ) < 0]) = P ([L1 > a] ∩ [L2 + L2 > a]) = 1 − P ([L1 > a] ∩ [L2 + L2 > a]) = 1 − P ([L1 6 a] ∪ [L1 + L2 6 a]) = 1 −



Z



a



−∞



f (x)F (a − x) dx



Or, F est la fon tion de répartition de L1 , don aussi de L2 (qui suit la même loi). Ainsi, F (a− x) = P (L2 6 a − x) = 1 − P (L2 > a − x). Ainsi, les intégrales étant onvergentes, ( ar la pré édente l'est ainsi que la première des deux i-dessous), Z a Z a P ([K(T1 ) < 0] ∪ [K(T2 ) < 0]) = 1 − f (x) dx + f (x)P (L2 > a − x) dx −∞ −∞ Z a f (x)P (L2 > a − x) dx = 1 − F (a) + −∞ Z a = 1 − P (L1 6 a) + f (x)P (L2 > a − x) dx −∞



et enn : P ([K(T1 ) < 0] ∪ [K(T2 ) < 0]) = P (L1 > a) +



Z



a −∞



f (x)P (L2 > a − x) dx



4. Soit a un réel positif ou nul. Alors : P (L1 > a) = P (K(T1 ) < 0) =



d'après la question II-1( ). De plus, Z Z a f (x)P (L2 > a − x) =



a



−∞



−∞



 a c , exp − c+r c



f (x)(1 − F (a − x)) dx.



Or , pour tout x ∈] − ∞, a], a − x > 0, don   Z a Z a a−x c dx exp − f (x)(1 − F (a − x)) dx = f (x) c+r c −∞ −∞       Z a Z 0 exp − xc exp xr c c a−x a−x exp − exp − dx + dx = c r+c c+r c 0 −∞ r + c c + r     i0  a exp − ac h c 1 1 ac = exp x · exp − + + 1 1 (r + c)2 c r (r + c)2 c −∞ c + r     2 ac a a rc + exp − exp − = (r + c)3 c (r + c)2 c     c a a rc = . exp − + c + r r + c (r + c)2 c Par onséquent,



c P ([K(T1 ) < 0] ∪ [K(T2 ) < 0]) = c+r
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 1+



a rc + c+r (c + r)2







 a . exp − c
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