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 Mathématiques



Analyse 5  Intégrales impropres (2) : plus d'exer i es d'entraînement Dans toute ette feuille, les fon tions h et sh, appelées respe tivement osinus hyperbolique et sinus hyperbolique, sont dénies par :



∀x ∈ R, h(x) =



ex



+ 2



e−x



et



ex



sh(x) =



− 2



e−x



.



sin(ln t) dt



13. I13 =



Z



14. I14 =



Z



1



2. I2 =



4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12.



2



sin t dt 0 +∞



ln x dx x + e−x 1 Z +∞   1 1 I4 = (x + 1) x+1 − x x dx 1 Z +∞ dx I5 = (ln x)ln x 2 Z +∞ dx I6 = (ln ln x)ln x 3 Z +∞ dx I7 = 1 1 xcos x Z +∞ √ √  √x 3 dx I8 = x+1− 3 x 0 Z +∞ √ √ 4 3 I9 = e x− x dx 1 Z +∞  √ −2 I10 = sh ln x dx 1 Z +∞ dx I11 = 1 + | sin x| 0 Z 1 xa − Arctan xa dx, (a, b) ∈ (R∗+ )2 I12 = b − Arctan(xb (1 + xb )) x 0



3. I3 =



Z



+∞



+∞



+∞



16. I16 =



Z



17. I17 =



Z



0



18. I18 =



Z



0



20. I20 =



Z



21. I21 =



Z



22. I22 =



Z



23. I23 =



Z



24. I24 =



Z



+∞



2



2. I2 =



Z



3. I3 =



Z



4. I4 =



Z



+∞ 0 +∞ 0 +∞ −∞



x dx (x2 − 1)(x2 + 1)



5. I5 =



dx (x + 1)2 (x + 2)2



6. I6 =



1



−1 (1 Z +∞



0



dx 1 + x3 sin2 x



+∞



x



x5 dx x12 + 1 dx x2 − 2x + 5 1



7. I7 =



Z



8. I8 =



Z



+∞ 0 +∞



3. I3 = 4. I4 = 5. I5 =



cos(e ) dx 0 +∞



+∞



x sin x dx x2 + x + 1 x3 sin x8 dx



+∞



sin x √ dx x + sin x



+∞



ln x dx x2 − 1



1



0 +∞



2



e−(ln x) dx



0 +∞ 0 +∞ −∞ +∞ 0



1 sin x ln x dx x dx , a ∈ Z. xa + 1  sin x + x1 √ dx. x



dx √ + x2 ) 1 − x2



√



0



2. I2 =



sin(sin x) dx 0



Z



19. I19 =



| sin x| dx



0



15. I15 =



Z



x



Exer i e 2Z  Justier la onvergen e, et al uler les intégrales suivantes : Z 1. I1 =



0



Z



13. I13 =



Z



+∞



dx shx



Z



+∞



dx



hx



1



1



+∞



0



+∞



+∞



12. I12



x ln x dx (x2 + 1)2



ln x √ dx 1−x 0 Z 1 ln(1 − x2 ) dx = x2 0  Z +∞  2 x −1 dx = ln 2 x +1 1



10. I10 = 11. I11



+∞



1. I1 =



Exer i e 1Z  Déterminer la nature des intégrales suivantes : Z



Z



14. I14 =



−∞ Z +∞



15. I15 =



−∞ Z +∞



16. I16 =



1



dx 5 hx + 3shx + 4 dx √ x 1 + x2



Exer i e 3Z  Après avoir justié leur onvergen e, al uler les intégrales suivantes : Z



On vériera aisément que h′ = sh, sh′ = h et h2 − sh2 = 1. 1. I1 =



9. I9 =



dx x(1 + x2 )



dx √ x e +1



6. I6 =



Z Z Z Z



+∞



(t2 − t + 3)e−t dt



7. I7 =



t3 e−t dt



8. I8 =



2 +∞ 



h3 te−sht dt



9. I9 =



0 +∞



t



√ 2



te−3t dt



+∞



−∞ Z +∞ −∞ Z +∞



10. I10 =



0



2



e−(x−3) dx e−x



2 +4x−5



e−2x



−∞ Z +∞



dx



2 −2x+3



dx



2



x2n+1 e−x dx



0



0



(t + t4 )et dt



−∞ Z +∞



11. I11 =



Z



+∞



12. I12 =



Z



+∞



2



x4 e−x dx



0



(1 + t + t2 +



−∞



p



|t|)e−|t| dt



e−x



2 +4x+6



dx



2



Exer i e 4  Justier la ontinuité des fon tions dénies sur un domaine à pré iser par : +∞



ext − x √ dt t t (On pourra utiliser l'inégalité des a



roissements nis entre x et x0 dans le domaine, pour la fon tion ext − x √ (à t xé), puis intégrer). qui à x asso ie t t Z 1 dt √ 2. f2 : x 7→ 3 2 t + xt 0 1. f1 : x 7→



Z



0



Exer i e 5  Justier la dérivabilité des fon tions suivantes dénies sur un domaine à pré iser, et exprimer



leur dérivée sous forme d'une intégrale (on pourra ommen er par utiliser l'inégalité de Taylor-Lagrange sur l'intégrande, vue omme fon tion en x, à t xé). Z 1 x−1 t dt 1. f1 : x 7→ 0 1+t Z 1 sin(xt) dt 2. f2 : x 7→ t 0 Z +∞ 1 − cos(xt) −t 3. f3 : x 7→ e dt t2 0 Z +∞ 2 4. f4 : x 7→ tx e−t dt 0



5. f5 : x 7→



Z



0



1



√



tx dt 1 − t2



3



x− 2 ln(1 + x) dx



0



2



Réponses et indi ations



13. I13 = ln



Exer i e 1 



14. I14 = π ( dv y = shx) 15. I15 =



2. Converge ( dv puis IPP)



16. I16



4. Converge (faire un DL à l'ordre 2 en la variable







( dv y = hx, après avoir multiplié numérateur et dénominateur par sh(x))



1 2



Exer i e 3 



ln x x )



1. I1 = 4 (utiliser la fon tion Γ !)



5. Converge (majoration pour x assez grand)



2. I2 = 38e−2 ( dv et développement du binme)



6. Converge



3. I3 = 3 ( dv)



7. Diverge (équivalent)



4. I4 =



8. Converge (x2 f (x)) 9. Converge (x2 f (x)) 10. Diverge (xf (x)) 11. Diverge (minoration) 12. Converge ssi 3a − 2b > −1 (montrer que Arctan t(1 + t) > t, puis équivalents)



13. Diverge (minorer l'intégrale sur [ π2 −



e+1 e−1



(é rire sous forme d'une fra tion en ex puis primitiver dire tement) √ √ = ln( 2 + 1) ( dv y = x2 puis z = 1 + y .)



1. Diverge ( dv, puis minorer l'intégrale sur haque intervalle [kπ, (k + 1)π]) 3. Diverge (équivalent à une série de Bertrand)







1 n



+ nπ, π2 + nπ] par le terme général d'une série divergente)



14. Diverge (même prin ipe, sur l'intervalle [2nπ + Z (n+1)π 1 dx 6 15. Converge ( 3 ) 3 sin2 x 1 + x nπ 2n 2 16. Converge ( dv)



π 4 , 2nπ



+



3π 4 ].)



√ 5 √π 24 3



( dv u = 3t, puis se ramener à Γ



1 2







5. I5 = 23 ( dv x = −t) Z +∞ √ 6. I6 = 6 + π (parité /imparité pour ramener à 0 √ 7. I7 = π ( dv puis intégrale de Gauss) √



π e



(mise sous forme anonique, puis dv) 7√ 9. I9 = e 2 π



8. I8 =



10. I10 =



n! 2



11. I11 = Γ 12. I12 =



( dv y = x2 )  3√ 5 2 = 4 π



√ e10 π 2



(mise sous forme anonique puis dv)



17. Converge (DL pour se ramener à une intégrale de Diri hlet et un o qui assure la onvergen e absolue) 18. Converge ( dv) 19. Diverge (DL) 20. Converge (équivalents) 21. Converge (x2 f (x)) 22. Converge ( dv y = − ln x)



23. Converge ssi a ∈ 2N∗ (séparer a > 0 et a 6 0, puis étudier l'existen e d'une ra ine du dénominateur, suivant la parité de a) 24. Converge (en 0, dv y = x1 , en +∞, formules de trigonométrie)



Exer i e 2  1. I1 = 2. I2 = 3. I3 = 4. I4 = 5. I5 = 6. I6 = 7. I7 =



5 1 4 ln 3 (DES dire tement, ou plus 3 2 − 2 ln 2 (DES) π 12 ( dv) π 2 (mise sous forme anonique du √π ( dv x = sin t puis u = tan t) 2 √ √ π 2 x) 4 ( dv y = √ √ 2 ln( 2 + 1) ( dv y = ex + 1)



astu ieux : dv y = x2 )



dénominateur)



8. I8 = 2π (IPP puis dv) 9. I9 = 0 (IPP ou dv y = x1 , au hoix) 10. I10 = −4(1 − ln 2) ( dv puis IPP) 11. I11 = −2 ln 2 (IPP)



12. I12 = − π2 − ln 2 (IPP) 3



4
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