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 Mathématiques



1. I1 =



Analyse 4  Intégrales impropres (1) Exer i e 1  Étudier la nature et, en as de onvergen e, al uler la valeur des intégrales suivantes. 1. I1 = 2. I2 = 3. I3 = 4. I4 =



Z Z Z Z



1 0



dx x(x − 1)



+∞ 0 π 2



dx (x + 1)(x + 2)



tan x dx



0 π 2



− π2



sin x √ dx cos x



π 2



dx cos2 x



5. I5 =



Z



6. I6 =



Z



+∞



7. I7 =



Z



2



8. I8 =



Z



+∞



0



0



1



3



1 (x2 + 1)(x + 1)



dt ,β∈R t(ln t)β dt , t ln t(ln ln t)β



β ∈ R.



nulle en +∞, alors



f (t) dt diverge.



a



Exer i e 3  Soit, pour tout n ∈ N, fn l'appli ation de R dans R dénie par : ∀x ∈ R, fn (x) = e−(n+x) .



1. Montrer que pour tout x de R, lim fn (x) = 0 (on dit que la suite de fon tions (fn )n∈N onverge n→+∞ simplement vers la fon tion nulle,  simplement signiant point par point) 2. Pour tout n ∈ N, justier la onvergen e et a uler la valeur de l'intégrale : In =



Z



Exer i e 4  Soit In =



al uler sa limite.



+∞ 1



3. I3 =



Z



4. I4 =



Z



e−



√



x



9. I9 =



dx



0 +∞ 0 +∞ 0 4



x ln xe−x dx, α ∈ R



10. I10



1 dx x(x − 1)(x − 2)



11. I11



α



p



0



+∞



1 dx x(x − 1)(x − 2)(x − 3)(x − 4)



Z



13. I13



1



14. I14 15. I15



0



8. I8 =



Z



1 0



16. I16



(ln(x + 1) − ln x) dx



Z



1



(ln(x2 + 1) − ln x2 dx Z +∞ p | ln x| √ 2x = xe 0 Z +∞ sin 1x2 √ = | ln x| x 0 √ Z 1 x dx = 0 ln(1 − x) Z +∞ p √ 2 3 = ( x + 1 − x3 + 1) dx 1   Z +∞ 1 x = e− 1+ x 1 Z +∞ = (ln(ln x))− ln x 3 Z +∞ = (ln x)− ln(ln x) . 0



2



Exer i e 7  Soit f une fon tion ontinue sur [0, 1[. On suppose que R 1. Montrer que pour tout n ∈ N, 01 xn f (x) dx onverge. 2. Soit ε > 0 Z (a) Montrer qu'il existe a ∈]0, 1[ tel que pour tout n ∈ N, 



(b) Ce a étant hoisi, montrer qu'il existe un réel M tel que



fn (t) dt.



( ) Montrer que lim



1



Z



n→+∞ 0



Exer i e 5 



12. I12



1 dx xln(ln x)  Z +∞  1 1 √ −√ dx 6. I6 = x x+1 0 Z 1 7. I7 = ln x dx



0



ln(nt) dt, n ∈ N∗ . Montrer que la suite (In )n∈N est bien dénie, et (t2 + t + 1)n



Z 



a 0



1



a



R1 0



f (x) dx onverge absolument.



ε xn f (x) dx < . 2



an+1 xn f (x) dx 6 M . n+1



xn f (x) dx = 0.



Exer i e 8  Soit, pour tout réel x pour lequel l'intégrale onverge, f (x) =



Z



+∞



0



ln(t + 2) dt t2 + x



1. Déterminer le domaine de dénition de f . 2. Déterminer lim f (x) (on pourra faire le hangement de variables u = x→+∞



1. On pose, pour tout n ∈ N, In =



Z



0



+∞ 



sin x 2 + x3



n



dx.



Montrer que pour tout n, In est bien dénie, et que la suite (In )n∈N tend vers 0 Indi ation : on pourra utiliser la relation de Chasles, en oupant l'intégrale en deux en a ∈ R∗+ .



2. Même question ave In =



Z



+∞



+∞



3. Peut-on intervertir limite et intégrale (impropre ou non d'ailleurs) ? Z



Z



2. I2 =



5. I5 =



Exer i e 2  Soit fZ une fon tion ontinue sur [a, +∞[, a ∈ RR. Montrer que si f admet une limite non +∞



Exer i e 6  Étudier la nature des intégrales impropres suivantes :



Z



+∞



0



dx (x5 + 1)n



3. Déterminer lim+ f (x). x→0



Exer i e 9  Soit f une fon tionZ de R+ dans R+ de lasse C 1 , telle qu'il existe α > 0 tel que pour tout x ∈ R+ , f ′ (x) > α. Montrer que



+∞



1



f (x) diverge. x2



Exer i e 10  Nature et valeur des intégrales suivantes : Z 1.



2. 3. 1



√t ) x



+∞



1



Z



+∞



Z



1



1



√



1



0



2t ln t dt (1 + t2 )2 xe ln x t ln t 3



(1 − t2 ) 2



dx dt



4.



Z



1 α t ln t



, α > −1.



dt  Z +∞  1 1 − x Arctan dx 5. x 0 Z +∞ 1 √ dx 6. 1 + ex 0 0



2



7.



Z



8.



Z



+∞ 0 2 1



1 dx x2 + x + 1



dt p . (x − 1)(x − 2)



Exer i e 11  1. Justier la onvergen e et al uler la valeur de 2. On pose, pour tout n ∈



N∗ ,



In =



Z



+∞



0



Z



+∞



0



dx . 1 + x3



dx . (1 + x3 )n



Exer i e 13  1. Justier l'existen e de I =



Z



0



π 2



+∞



Z



tn e



−t2 2



ln(sin x) dx et de J =



4. justier l'existen e, et al uler la valeur de



Z



π



0



6. A-t-on lim



Z



0



g(x) onverge et donner sa valeur. Z +∞ nf (x) nf (x) dx = dx ? lim 2 2 n→+∞ 1 + n2 x2 1+n x 0



+∞



dt. Convergen e de In , et valeur.



Z



π 2



(b) Cal uler ft′ , ft′′ .



( ) Montrer que pour tout y entre x et x + h, on a |ft′′ (y)| 6 ln(1 − cos x) dx.



  sin t sin t sin t ∼ 1+ t +∞ t ln t Z +∞ sin x 2. Montrer que dx onverge. x π 3. (a) Montrer que t 7→ t ln1 t est dé roissante sur [π, +∞[. Z (n+1)π sin2 t 1 1 (b) En déduire que pour tout n ∈ N∗ , dt > · . t ln t 2 (n + 1) ln((n + 1)π) nπ   Z +∞ Z +∞ sin2 t sin t sin t dt diverge, puis que 1+ dt diverge. ( ) En déduire que t ln t t ln t π π



4. Con lure.



+∞



dt . + t) 1 1. Déterminer l'ensemble de dénition de F .



(d) Montrer que



Z



+∞



2n(t2 + 4(2n + 3)x2 )



0



2. Étudier les variations de F . 3. Cal uler, pour tout x pour lequel ette expression est dénie, F (x) + F (x + 1). 4. En déduire un équivalent de F au voisinage de 0, puis de +∞.



Exer i e 16  Limite sous le signe somme : un ontre-exemple Soit f une appli ation de R+ dans R, ontinue et bornée.



2. Justier, pour tout n ∈ N∗ , l'égalité :



Z



Z



+∞



0 +∞



0



nf (x) dx. 1 + n2 x2  Z +∞ f nt nf (x) dx = dt. 1 + n 2 x2 1 + t2 0



+∞



nf (x) π dx = f (0). 1 + n2 x2 2 nf (x) ∗ 4. Déterminer, pour tout x ∈ R+ , g(x) = lim . n→+∞ 1 + n2 x2



3. Montrer que lim



Z



(t2 +



x2 n+2 4 )



2n(t2 + 4(2n + 3)x2 ) (t2 +



x2 n+2 4 )



n→+∞ 0



3



.



dt onverge



(e) En déduire que Fn est dérivable en x et que Fn′ (x) = −2nx



Z



+∞ 0



1 = −2nxFn+1 (x) (t2 + x2 )n+1



3. Cal uler, pour tout x ∈ R∗+ , F1 (x). En déduire que pour tout n ∈ N∗ , et tout a ∈ R∗+ : Z



+∞ 0



(t2



1 = + x2 )n



  2n − 2 π . n − 1 (2x)2n−1



Exer i e 18  (Oral HEC 2009) 1. Question de ours. Dénition de la onvergen e absolue d'une série numérique. Lien entre onvergen e et onvergen e absolue 2. (a) Justier, pour tout k ∈ N∗ et tout p ∈ N, la onvergen e de l'intégrale



tx (1



1. Justier l'existen e, pour tout n ∈ N, de



0



ft (x + h) − ft (x) |h| ′ 6 (x) − f · M. t h 2



1. Montrer que



Z



Z



2. On suppose dorénavant que x > 0. Soit h un réel non nul tel que |h| < x2 . (a) Soit t ∈ R+ . Soit M un majorant de ft′′ sur [x, x + h] (ou [x + h, x]). Justier que :



ln(cos x) dx.



0



Exer i e 14  Comparaison par équivalen es : un ontre-exemple



Exer i e 15  On pose F (x) =



+∞



dt . (t2 + x2 )n 1 On dénit, pour tout t ∈ R+ , la fon tion ft sur R par ft (x) = 2 . (t + x2 )n 1. Domaine de dénition de Fn ?



Exer i e 17  Soit n un entier positif ou nul, et Fn : x 7→



−∞



2. Montrer que I = J . 3. Du al ul de I + J , déduire la valeur de I .



Z



n→+∞ 0



(a) Montrer que pour tout n ∈ N∗ , In onverge. (b) Montrer que pour tout n ∈ N∗ , In+1 = 3n−1 3n In . ( ) En déduire la valeur de In en fon tion de n.



Exer i e 12  Pour tout n ∈ N, on pose In =



+∞



5. Justier que



On pose, pour tout k ∈ N∗ et tout p ∈ N : Ik,p =



Z



+∞



√



0



Z



+∞



0



√



e−kt dt. πt(1 + e−2t )p



e−kt dt. πt(1 + e−2t )p



(b) Cal uler Ik,0 en fon tion de k (on pourra utiliser le hangement de variable u = l'avoir justié). ( ) Déterminer lim In,1 .



√ 2kt, après



n→+∞



3. (a) Pour n ∈ N, exprimer la somme



n X (−1)j √ en fon tion de I2n+3,1 et I1,1 . 2j + 1 j=0



(−1)j est onvergente. Exprimer sa somme S 2j + 1



(b) En déduire que la série de terme général uj = √



en fon tion de I1,1 . 4. Montrer que : 0 < S < 1.
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