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 Mathématiques



Con ours blan 2  Épreuve obligatoire (type EDHEC) La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda tion, la larté, la pré ision et la on ision des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appré iation des opies. Les andidats sont invités à en adrer dans la mesure du possible les résultats de leurs al uls. L'usage de tout do ument et de tout matériel éle tronique est interdit. Notamment, les téléphones portables doivent être éteints et rangés. Si au ours de l'épreuve, un andidat repère e qui lui semble être une erreur d'énon é, il le signalera sur sa



opie et poursuivra sa omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre



Exer i e 1  Soit g la fon tion dénie sur (R+ )3 \ {(0, 0, 0)} par g(x, y, z) = xyz − ln(x + y + z), et f sa restri tion sur (R∗+ )3 . 1. (a) Justier que f est de lasse C 2 sur l'ouvert (R∗+ )3 , et al uler son gradient en tout point de (R∗+ )3 . (b) Montrer que f admet un unique point ritique C =







1 1 1 √ ,√ ,√ 3 3 3 3 3 3







2. (a) Déterminer la matri e hessienne de f au point C . (b) La fon tion f admet-elle un extremum lo al au point C ? Admet-elle un extremum global sur (R∗+ )3 ? 3. (a) Déterminer



lim



(x,y,z)→(0,0,0)



f (x, y, z). La fon tion f est-elle majorée ? 1 t



(b) En onsidérant (x, y, z) = (t, 1, ), montrer que f n'est pas minorée sur (R∗+ )3 . 4. Soit ε et A deux réels stri tement positifs tels que ε < A. On dénit : ′ Dε,A = {(x, y, z) ∈ (R∗+ )3 | ε 6 x+y +z 6 A} et Dε,A = {(x, y, z) ∈ (R+ )3 \{(0, 0, 0)} | ε 6 x+y +z 6 A} ′ (a) Montrer que Dε,A est un sous-ensemble fermé de R3 . ′ admet un maximum global. (b) Montrer que la restri tion de g à Dε,A ′ ( ) En omparant, pour tout (x, y, z) ∈ Dε,A dont une oordonnée au moins est nulle, g(x, y, z) à  s s s ′ g 3 , 3 , 3 , où s = x + y + z , justier que le maximum de g sur Dε,A est atteint sur l'un des deux ∗ 3 ensembles Tε = {(x, y, z ∈ (R+ ) | x + y + z = ε} ou TA = {(x, y, z ∈ (R∗+ )3 | x + y + z = A}, et ′ . n'est atteint en au un autre point de Dε,A



5. Soit, pour tout a > 0, Ua = {(x, y) ∈ (R∗+ )2 | x + y < a}. (a) Justier que Ua est un ouvert de R2



(b) On dénit la fon tion ha sur Ua par ha (x, y) = g(x, y, a − x − y). Montrer que ha admet un unique point ritique Ca ( ) En al ulant ∇2 ha (Ca ), montrer que ha présente en Ca un maximum lo al que l'on exprimera en fon tion de a 6. On suppose ε = 32/3 xé (a) En étudiant les variations de la fon tion x 7→



x3 −ln(x) sur R∗+ , justier que g présente un maximum 27



 A A A , , 3 3 3 (b) En déduire que la restri tion de f à Dε,A admet un maximum mA et pré iser le ou les points en lesquels il est atteint. Donner un équivalent simple de mA lorsque A tend vers +∞. ′ sur Dε,A en l'unique point
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Exer i e 2  (d'après EDHEC 1993) 1. Démontrer que, pour tout x ∈ R et tout p ∈ N,   p X ℓ 2p + 1 sin((2p + 1)x) = sin2ℓ+1 (x)(1 − sin2 x)p−ℓ . (−1) 2ℓ + 1 ℓ=0



Expli iter ette formule pour p = 1 et p = 2. 2. Soit, pour tout t ∈ [−1, 1], ϕ(t) = 3t − 4t3 .



(a) Montrer que pour tout t ∈ [−1, 1], ϕ(t) ∈ [−1, 1].



(b) Établir que, pour tout ouple (t, t′ ) ∈ [−1, 1]2 , |ϕ(t) − ϕ(t′ )| 6 9|t − t′ |.



3. On dénit la suite (fn )n∈N∗ de fon tions numériques par : ∀x ∈ R, f1 (x) = x



et



∀n ∈ N∗ , ∀x ∈ R, fn+1 (x) = 3fn



  x 3 − 4 fn . 3 3



x



(a) Montrer que fn est une fon tion polynomiale, déterminer son degré. (b) Montrer que pour tout n ∈ N∗ , et pour tout x ∈ [−1, 1], |fn (x) − sin(x)| 6



|x|3 . 2 · 3n



4. En onsidérant la fon tion ψ : x 7→ 5x − 20x3 + 16x5 , et en s'inspirant de la onstru tion i-dessus, dénir à l'aide d'une relation de ré urren e une suite de fon tions polynomiales (gn )n∈N∗ telle que : ∀n ∈ N∗ , ∀x ∈ [−1, 1], |gn (x) − sin(x)| =



|x|3 . 6 · 5n−1



(On pourra étudier les variations de ψ ′ an de montrer que le maximum de |ψ ′ | est atteint en 1 et en −1)



Exer i e 3  (D'après E ri ome 2000) Soit m un entier supérieur ou égal à 3. Dans tout l'exer i e, Rm est muni de sa stru ture eu lidienne anonique, et on identie Rm à l'ensemble des ve teurs olonnes Mm,1 (R). Pour tout M ∈ Mm (R), on note respe tivement EM et FM le noyau et l'image de l'endomorphisme de Rn



anoniquement asso ié à M . Soit n un entier supérieur ou égal à −1. On dit qu'une matri e A ∈ Mm (R) est de type n si tA = An . 1. Quelles sont les matri es de type −1 ? de type 0 ? de type 1 ?



Désormais, on suppose que n > 1. Soit A ∈ Mm (R) une matri e de type n. 2. (a) Établir l'égalité A(n ) = A. 2



(b) On pose B = An+1 . Montrer que B n = B , et que B est une matri e symétrique. ( ) B est-elle diagonalisable ? Quelles sont les valeurs propres possibles de B ? (d) Soit V un ve teur propre asso ié à la valeur propre −1. En al ulant tV BV de deux manières diérentes, montrer qu'on aboutit à une ontradi tion et qu'ainsi, −1 ne peut pas être valeur propre de B . (e) Montrer que B est une matri e de proje teur orthogonal. 3. (a) Montrer que EB ⊂ EA , puis que EB = EA .



(b) Montrer que FA = FB et que EA et FA sont supplémentaires orthogonaux.



4. Soit U un ve teur de FA . Montrer que kAU k = kU k.



5. Montrer que si A est inversible et de type n, alors A est aussi de type −1.



6. Montrer que si A est à la fois de type n et de type n + 1, alors A est une matri e de proje teur orthogonal.
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Problème  (D'après HEC 2006 E o) Ce problème a pour objet prin ipal la modélisation d'un pro essus aléatoire pon tuel (dis ret) représenté par une suite de variables aléatoires de Bernoulli. Ce modèle est ensuite appro hé par un modèle ontinu, et dans la dernière partie on s'intéresse, dans un as parti ulier, à l'adéquation de e modèle ontinu au modèle dis ret initial. Dans tout le problème, λ désigne un nombre réel de l'intervalle ouvert ]0, 1[.



Partie I  Modèle dis ret On suppose donnée une suite (Xn )n∈N∗ de variables aléatoires de Bernoulli, dénies sur un espa e probabilisé (Ω, A, P ). Pour tout n ∈ N, on note pn le paramètre de la variable aléatoire Xn . On suppose que p0 appartient à l'intervalle ouvert ]0, 1[ et que, pour tout n de N, on a les probabilités onditionnelles suivantes : P[Xn =1] (Xn+1 = 1) = P (Xn = 1) = pn



et



P[Xn =0] (Xn+1 = 1) = λP (Xn = 1) = λpn .



1. Montrer que pour tout n ∈ N, on a 0 < pn < 1, et pn+1 = (1 − λ)p2n + λpn . 2. (a) Montrer que la suite (pn )n∈N est onvergente, et déterminer sa limite. (b) On pose a = (1 − λ)p0 + λ. Établir qur pour tout n ∈ N, pn 6 an .



3. Pour tout n de N, on dénit la variable aléatoire Yn par Yn =



n P



k=0



Xk .



(a) Justier l'existen e de la limite, notée L, de la suite (E(Yn ))n∈N . (b) É rire une fon tion Pas al permettant de al uler une valeur appro hée de E(Yn ). L'entête de ette fon tion sera : fun tion approx(n :integer ; p0,lambda :real) :real ;



4. (a) Exprimer, pour tout n de N, la ovarian e cov(Xn , Xn+1 ) de Xn et Xn+1 en fon tion de pn et pn+1 . Les variables Xn et Xn+1 sont-elles indépendantes ? (b) Montrer que lim







pn+1 pn







= λ.



( ) Pour tout n ∈ N, on note rn le oe ient de orrélation linéaire entre Xn et Xn+1 : cov(Xn , Xn+1 ) p . rn = p V (Xn ) V (Xn+1 )



Exprimer rn en fon tion de pn et pn+1 . Montrer que, lorsque n tend vers +∞, rn est équivalent à 1−λ √ pn . λ



5. É rire une fon tion Pas al permettant la simulation de la variable Yn . Les réels p0 et λ, et l'entier n seront pris en paramètre.



Partie II  Modèle ontinu Soit ℓ un réel tel que 0 < ℓ < 1 et soit T un réel stri tement positif. Pour tout réel t de [0, T ], on dénit une variable aléatoire X(t) sur un espa e probabilisé (Ω, T , P ) qui suit une loi de Bernoulli de paramètre p(t),



'est-à-dire que p(t) = P (X(t) = 1). On suppose que la fon tion p est dénie et dérivable sur [0, T ], de dérivée p′ , et vérie la relation : ∀t ∈ [0, T ], p′ (t) = (1 − ℓ)p(t)(p(t) − 1).



On note p(0) = p0 et on suppose que p0 appartient à l'intervalle ouvert ]0, 1[. 1. Soit f la fon tion dénie sur [0, T ] par f (t) = p(t)e(1−ℓ)t . Montrer que f est roissante sur [0, T ] et en déduire que la fon tion p ne s'annule pas sur [0, T ]. 3



2. (a) Soit g la fon tion dénie sur [0, T ] par g(t) = que pour tout t de [0, T ], g(t) = k + e(ℓ−1)t .



e−(1−ℓ)t . Montrer qu'il existe une onstante k telle p(t)



p0 . p0 + (1 − p0 )e(1−ℓ)t



(b) Montrer que, pour tout t de [0, T ], p(t) =



3. Pour tout n ∈ N∗ , on note δ = Tn , et pour tout k de [[0, n]], tk = kδ . Pour tout n de N∗ , on dénit la variable aléatoire Zn par Zn = (a) Montrer que la suite







E(Zn ) n







n P



k=0



X(tk ).



est onvergente, et exprimer sa limite en fon tion de p et de T ,



n∈N∗



à l'aide d'une intégrale. On notera m(T ) ette limite. (b) À l'aide d'un hangement de variable judi ieusement hoisi, montrer que m(T ) =



1 (1 − ℓ)T



Z



e(1−ℓ)T



1







1 − p0 1 − u p0 + (1 − p0 )u







du.



( ) En déduire une expression de m(T ) en fon tion de p0 , ℓ et T , et montrer que lorsque T tend vers +∞, p0 et ℓ étant xés, m(T ) est équivalent à −



ln(1 − p0 ) . (1 − ℓ)T



Partie III  Retour au as dis ret Soit n un entier naturel non nul xé. Ave les notations des parties I et II, on suppose que p0 = 31 , ℓ = T = 2n(1 − λ).



1 2



et



1. Montrer que la fon tion p dénie dans la partie II est deux fois dérivable sur [0, T ], et montrer que pour tout t de [0, T ] : p′′ (t) =



1 (2p(t) − 1)p(t)(p(t) − 1). 4



2. On rappelle que pour tout k de [[0, n]], tk = kδ = k Tn et que pk a été déni dans la partie I. Pour tout k de [[0, n]], on pose εk = p(tk ) − pk .



δ2 . 8 = εk [1 − (1 − λ)(1 − p(tk ) − pk )].



(a) Établir, pour tout k de [[0, n − 1]], l'inégalité suivante : |p(tk+1 ) − p(tk ) − δp′ (tk )| 6



(b) Établir, pour tout k de [[0, n − 1]], l'égalité : p(tk ) + δp′ (tk ) − pk+1



( ) En déduire, pour tout k de [[0, n − 1]], l'inégalité suivante : |εk+1 | 6



(d) Établir, pour tout k de [[0, n]], l'inégalité : |εk | 6 6(1 − λ).



δ2 8



+ 31 (λ + 2)|εk |.



(e) En déduire que lorsque λ  se rappo he  de 1, le modèle ontinu  appro he  le modèle dis ret.
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