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IMD-IC. Prá ti a de laboratorio 1. Té ni as de demostra ión No hay re eta general para ha er una demostra ión de matemáti as, pero hay



iertas té ni as que hay que ono er. La lista siguiente no pretende ser exhaustiva. En parti ular no presentamos en esta sesión de laboratorio la demostra ión por indu



ión: será vista en la sesión de problemas.



1. Ejemplo 1. Sea



a − yc 6= 0.



Razonando por equivalen ia



a, b, c, d, x, y números reales. Suponemos ydb ax+b y = cx+d si y solo si x = −yc+a .



que



Demostrar que



cx + d 6= 0



y



Solu ión: Tenemos:



y=



ax + b ⇔ cx + d ⇔



y(cx + d) = ax + b ycx − ax = b − yd



(yc − a)x = b − yd



⇔



−yd + b yc − a yd − b x= −yc + a x=



⇔ ⇔



Hemos demostrado la equivalen ia propuesta estable iendo una adena de equivalen ias., es lo que llamamos razonar por equivalen ias.



x e y números nonegativos, podemos denir, además de la √ x+y xy . Demostrar que la media aritméti a 2 , la media geométri a es igual a su media geométri a si y solo si x = y .



Ejer i io 1. Para



media aritméti a de



x 2.



e



y



Demostrar una impli a ión demostrando el ontrarré ipro o



Ejer i io 2. Un número perfe to es igual a la suma de todos sus divisores menores



1, 2, 4, 7, 14



y



28,



es perfe to enton es



n



no es



que él. Por ejemplo, 28 es perfe to porque sus divisores son tenemos



28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14.



Demostrar que si



n



y



primo.



3.



Demostra ión por ontradi



ión (redu



ión al absurdo)



Ejemplo 2. Demostrar que 



o iente



p/q 



on



p



y



q



√ 2



no es ra ional, es de ir que no es igual a ningún



enteros.



Solu ión: Vamos a demostrar que



Suponemos, por lo tanto, que



√ p/q = 2



√ 2



√



2



no es ra ional por redu



ión al absurdo.



es ra ional.



Enton es existe una fra



ión



p/q



irredu ible tal que (es de ir: on p y q enteros y sin fa tor omún). 2 2 2 2 Elevando al uadrado obtenemos: p /q = 2. Por lo tanto p = 2q . Por lo tanto 2 p es par. Por lo tanto p es par (porque si p fuese impar su uadrado sería impar 2 2 también). Existe un entero k tal que p = 2 k . Enton es p = 4 k . Por lo tanto, 2q 2 = p2 = 4k 2 . Por lo tanto, q 2 = 2k 2 . Vemos que q 2 es par. Dedu imos que q es



par también. Pero



p



y



q



son ambos pares, por lo tanto tienen un fa tor omún, en 



ontradi



ión on su deni ión (p/q fra



ión irredu ible).



1



2 Para demostrar una proposi ión nega ión de O sea,



p



p



p por redu



ión al absurdo, demostramos que la p tiene por lo tanto que ser falsa.



impli a algo falso. La nega ión de



es ne esariamente verdadera.



1 divisible solamente por 2, 3, 5, 7, . . . Demostrar que



Ejemplo 3. Un número primo es un número mayor que



él mismo y por



1.



Los primeros números primos son



hay una innidad de números primos. Solu ión: Demostramos que hay una innidad de números primos por redu



ión



al absurdo. Para esto, suponemos que hay solamente un número nito de números



p1 , p2 , . . . , pn . Podemos formar su produ to p1 p2 · · · pn . Consideramos el k = 1+p1 p2 ·pn . Como k es mayor que todos los números primos, no es uno de los primos. Por lo tanto admite un divisor primo pi . Observamos que pi divide k pero divide también k − 1 = p1 p2 · pn . Dedu imos que pi divide 1 = k − (k − 1). Es imposible: 1 no tiene divisor primo. primos:



número



Ejer i io 3. Demostrar que la e ua ión



x



e



y



enteros estri tamente positivos.



Ejer i io 4. Demostrar que la e ua ión



x2 − y 2 = 1 no



tiene ninguna solu ión on



x3 + x + 1 = 0



no tiene ninguna solu ión



ra ional. 4.



Hallar un ejemplo o un ontraejemplo n



Ejemplo 4. Demostrar que no todos los números de la forma



22 + 1



son primos. 2n



Bus amos un ontraejemplo. Para esto al ulamos los primeros valores de



1



2



+



y lo fa torizamos (nos ayudamos de la al uladora o de un ordenador). n



n



22 + 1



0



2 (primo)



1



5 (primo)



2



17 (primo)



3



257 (primo)



4



65537 (primo)



5



4294967297 = 641 × 6700417



Ahora reda tamos la solu ión así:



n



Solu ión: no todos los números de la forma



n=5



se tiene :



22 + 1



son primos, ya que para



5



22 + 1 = 641 × 6700417. En el ejemplo anterior no se pide hallar un número de la forma



n



22 + 1



que no



sea primo. Solo se pide demostrar que existe. Sin embargo exhibir explí itamente un tal número es la mejor manera de demostrar que existe. 5.



Estudio de asos.



Ejer i io 5. Demostrar que el resto de dividir el uadrado de un número natural



entre uatro es siempre igual a 0 o 1.
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