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 Mathématiques



Devoir surveillé no 8  énon é de se ours La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la réda tion, la larté, la pré ision et la on ision des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appré iation des opies. Les andidats sont invités à en adrer dans la mesure du possible les résultats de leurs al uls. L'usage de tout do ument et de tout matériel éle tronique est interdit. Notamment, les téléphones portables doivent être éteints et rangés. Si au ours de l'épreuve, un andidat repère e qui lui semble être une erreur d'énon é, il le signalera sur sa



opie et poursuivra sa omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené à prendre



Problème  Polynmes de T heby hev et théorème de Pólya Le but de e problème est de démontrer un théorème dû à George Pólya sur les polynmes à oe ients omplexes : Soit P un polynme unitaire ( 'est-à-dire de oe ient dominant égal à 1), à oe ients omplexes, non onstant. Alors la proje tion orthogonale sur l'axe réel de l'ensemble des omplexes z tels que |P (z)| 6 2 est de longueur totale inférieure à 4. On énon e de manière un peu plus pré ise :



Théorème 1 (Pólya) Soit P ∈ C[X] un polynme unitaire de degré au moins 1. Soit : et



C = {z ∈ C | |P (z)| 6 2}



R = {Re(z), z ∈ C}.



Alors R est une union nie d'intervalles fermés bornés deux à deux disjoints I1 , . . . , It tels que ℓ(I1 ) + · · · + ℓ(It ) 6 4,



la longueur d'un intervalle I = [a, b] étant dénie par ℓ(I) = b − a. Dans la partie III, on démontrera que e théorème dé oule d'un théorème plus simple portant sur des polynmes à oe ients réels :



Théorème 2 Soit P ∈ R[X] un polynme unitaire de degré n > 1, dont toutes les ra ines sont réelles. Alors l'ensemble S = {x ∈ R | |P (x)| 6 2} est une union disjointe d'intervalles fermés bornés I1 , . . . , It tels que ℓ(I1 ) + · · · + ℓ(It ) 6 4.



On démontrera e dernier théorème dans la partie IV. La démonstration utilise un résultat dû à T heby hev, qui fait l'objet de la partie II :



Théorème 3 (T heby hev) Soit P ∈ R[X] un polynme unitaire de degré n > 1. Alors : max |P (x)| >



−16x61



1 2n−1



.



La partie I est quant à elle onsa rée à des résultats préliminaires sur les polynmes, utiles pour la partie IV. Les théorèmes i-dessus ne peuvent bien sûr être utilisés dans la opie que pour les questions ultérieures à leur démonstration. On pourra admettre en ours de opie les résultats des questions non démontrées à ondition de l'indiquer lairement sur la opie. La partie II est indépendante de la partie I. La partie III est indépendante de la partie I et de la partie II. La partie IV utilise des résultats des trois parties pré édentes. 1



Partie I  Préliminaires Dans toute ette partie P ∈ R[X] est un polynme de degré n > 1, dont toutes les ra ines (dans C) sont On note r1 < · · · < rk les ra ines de P deux à deux distin tes, et α1 , . . . , αk leur multipli ité. 1. Le but de ette question est de montrer le lemme suivant : Lemme 4 Si r est ra ine au moins double de P ′ , alors r est ra ine de P .



réelles.



(a) En faisant référen e à un théorème du ours, donner sans preuve une relation entre α1 , . . . , αk et n. (b) Soit i ∈ [[1, k]]. À quelle ondition sur αi le omplexe ri est-il ra ine de P ′ ? Quel est alors sa multipli ité en tant que ra ine de P ′ ? ( ) Justier que pour tout i ∈ [[1, k − 1]], l'intervalle ]ri , ri+1 [ ontient au moins une ra ine de P ′ . (d) En omptant les ra ines de P ′ (ave multipli ité), justier que pour tout i ∈ [[1, k − 1]], l'intervalle ]ri , ri+1 [ ontient une et une seule ra ine de P ′ , et que ette ra ine est simple. P ′ admet-il des ra ines non réelles ? des ra ines dans les intervalles ] − ∞, r1 [ et ]rk , +∞[ ? (e) Démontrer le lemme 4. 2. Le but de ette question est de montrer le lemme suivant : Lemme 5 Pour tout x ∈ R, on a : P ′ (x)2 > P (x)P ′′ (x). (a) Donner une fa torisation de P en produits de fa teurs irrédu tibles dans R[X]. ′ (b) En utilisant une règle de dérivation d'un produit, ou en re onnaissant en PP la dérivée d'une ertaine expression, montrer que : k P ′ (x) X αi ∀x ∈ R \ {r1 , . . . , rk }, . = P (x) x − ri i=1 ( ) En ee tuant une opération simple sur ette expression, démontrer le lemme 5.



Partie II  Polynmes et théorème de T heby hev On dénit une suite de polynmes (Tn )n∈N (appelés polynmes de T heby hev de première espè e) par la relation de ré urren e suivante :  T0 = 1; T1 = X; ∀n > 1, Tn+1 = 2XTn − Tn−1 .



1. Étude élémentaire des polynmes Tn (a) Expli iter Ti pour tout i ∈ [[0, 4]]. (b) Justier que pour tout n ∈ N∗ , Tn est un polynme, et déterminer son degré et son oe ient dominant, ainsi que la valeur de Tn (1) et de Tn (−1). ( ) Montrer que pour tout n ∈ N, et tout θ ∈ R, Tn (cos(θ)) = cos(nθ). 2. Étude des ra ines de Tn et Tn′ . On pose n ∈ N∗ . (a) À l'aide de la question II-(1 ), déterminer toutes les ra ines de Tn ontenues dans l'intervalle [−1, 1]. (b) En déduire l'ensemble de toutes les ra ines de Tn . ( ) Déterminer les ra ines de Tn′ (on pourra les her her d'abord dans [−1, 1] en dérivant θ 7→ Tn (cos(θ))). On note s1 < · · · < sn−1 es ra ines. (d) Déterminer Tn (s1 ), . . . , Tn (sn−1 ).



3. Démonstration du théorème de T heby hev Soit n ∈ N∗ , et soit Q un polynme unitaire de degré n. (a) Justier l'existen e max |Q(x)|. −16x61



On dénit Qn = Tn − 2n−1 Q. (a) Montrer que deg Qn 6 n − 1. (b) On suppose que max |Q(x)| < −16x61



1 . 2n−1



i. Montrer que Qn 6= 0. ii. Déterminer le signe de Qn aux points +1, −1, s1 , . . . , sn−1 . iii. En omptant les ra ines de Qn , en déduire une ontradi tion. ( ) Démontrer le théorème 3 2



Partie III  Exemples et rédu tion du problème au as de polynmes réels 1. Un premier exemple



Soit P ∈ C[X] un polynme unitaire de degré 1. On é rit P = X − a, a ∈ C. (a) Dé rire géométriquement l'ensemble C = {z ∈ C | |P (z)| 6 2}, puis déterminer R = {Re(z), z ∈ C} sous la forme d'un intervalle dont on donnera les bornes en fon tion de a. (b) En déduire que le théorème 1 est vrai pour les polynmes de degré 1. 2. Un deuxième exemple



Soit P = X 2 − 2, et C et R les ensembles asso iés dénis dans l'introdu tion. (a) Montrer que pour tout ouple (x, y) de réels, x + i y appartient à C si et seulement si (x2 + y 2 )2 6 4(x2 − y 2 ).



(b) En déduire que si x + i y ∈ C , alors x4 6 4x2 , puis que x ∈ [−2, 2]. ( ) Justier que R = [−2, 2]. En déduire que le théorème de Pólya est vérié dans e as. 3. Rédu tion du problème



Soit P ∈ C[X] un polynme unitaire de degré n > 1, C et R les ensembles asso iés. On note r1 , . . . , rk ses ra ines deux à deux distin tes de multipli ité α1 , . . . , αk . On note, pour tout i ∈ [[1, k]], ti = Re(ri ). On dénit alors Q ∈ R[X] par : k Y (X − ti )αi , Q(X) = i=1



et S l'ensemble {x ∈ R | |Q(x)| 6 2}. (a) Montrer que pour tout z ∈ C, et tout i ∈ [[1, k]], |z − ri | > |Re(z) − ti |. (b) En déduire que pour tout z ∈ C, |Q(Re(z))| 6 |P (z)|. ( ) En déduire que R ⊂ S . (d) Justier que si le théorème 2 est vrai, alors le théorème 1 est également vrai. (On admettra la des ription de R omme union nie d'intervalles fermés bornés, et on se ontentera de donner l'idée sans entrer dans des détails trop te hniques.)



Partie IV  Démonstration du théorème de Pólya D'après la partie pré édente, il sut don de montrer le théorème 2. Dans toute ette partie, on se donne un polynme unitaire P de degré n > 1 et dont toutes les ra ines dans C sont réelles. 1. Justier que S est non vide. 2. Cas où S est un intervalle



On suppose i i que S est un intervalle I . (a) Justier que I est un intervalle borné. (b) Soit a et b les bornes inférieure et supérieure de I . Justier que a 6= b, puis que |P (a)| = |P (b)| = 2. En déduire que I est fermé. ( ) Justier l'existen e et donner la valeur de max |P (y)|. a6y6b



(d) En appliquant le théorème de T heby hev au polynme n    b−a 2 P (X + 1) + a , Q(X) = b−a 2 montrer que : max |P (y)| > 2



a6y6b



3







b−a 4



n



.



(e) En déduire que le théorème 2 est vérié dans e as parti ulier. 3. Une des ription de S



Soit E l'ensemble des solutions de l'équation |P (x)| = 2, don E = {x ∈ R | P (x) = 2 ou P (x) = −2}. (a) Montrer que E est un ensemble ni et non vide. On note N le ardinal de E , et β1 < . . . < βN les éléments de E que l'on a ordonné. (b) Montrer que pour tout i ∈ [[1, N − 1]], soit [βi , βi+1 ] ⊂ S , soit ]βi , βi+1 [∩S = ∅. ( ) Justier que ] − ∞, β1 [∩S = ∅ et ]βN , +∞[∩S = ∅. (d) En déduire que S est une réunion d'un nombre ni t d'intervalles fermés deux à deux disjoints. On note I1 , . . . , It es intervalles, rangés dans l'ordre roissant. On note pour tout entier j ∈ [[1, t]], Ij = [aj , bj ]. Ainsi, on a : a1 6 b1 < a2 6 b2 < · · · < at 6 bt . 4. De l'existen e d'une ra ine de P dans haque Ij (a) Justier que pour tout j ∈ [[1, t]], |P (aj )| = |P (bj )| = 2. (b) Soit j ∈ [[1, t]] tel que aj 6= bj et P (aj ) = P (bj ) = 2. i. Justier l'existen e d'un minimum de P sur Ij , atteint en un point b ∈]aj , bj [. ii. Justier que P ′ (b) = 0 et P ′′ (b) > 0. iii. En distinguant selon que P ′′ (b) = 0 ou P ′′ (b) > 0, et en utilisant su



essivement les deux résultats de la partie I, montrer que P admet une ra ine dans ]aj , bj [. ( ) Que dire du as où aj 6= bj et P (aj ) = P (bj ) = −2 ? (d) En s'inspirant de IV-4(b), justier que pour tout j ∈ [[1, t]], aj 6= bj . (e) Montrer que tout intervalle ]aj , bj [, j ∈ [[1, t]], ontient au moins une ra ine de P . 5. Où l'on augmente le nombre de ra ines dans le dernier intervalle Soit m le nombre de ra ines de P situées dans l'intervalle It (le plus à droite). (a) Que vaut t si m = n ? En déduire que le théorème 2 est vrai dans e as. On suppose à partir de maintenant que t > 2. (b) Montrer que m < n. ( ) Soit c1 , . . . , cm les ra ines de P situées dans It (éventuellement répétées autant de fois que leur multipli ité), et cm+1 , . . . , cn les autres ra ines. Soit : Q = (X − c1 ) . . . (X − cm ).



Justier l'existen e et l'uni ité d'un polynme R de degré au moins 1 tel que P = QR. Donner une fa torisation de R en produit de fa teurs irrédu tibles dans R[X]. (d) On dénit le polynme P1 par P1 (X) = Q(X + d)R(X), où d = at − bt−1 est la distan e séparant les deux derniers intervalles It−1 et It . i. Soit x ∈ I1 ∪ · · · ∪ It−1 . Montrer que : • pour tout i ∈ [[1, m]], |x + d − ci | < |x − ci |, • |Q(x + d)| < |Q(x)|, • |P1 (x)| 6 2. ii. Soit x ∈ It . Prouver que : • |R(x − d)| 6 |R(x)| • |P1 (x − d)| 6 2. (e) On note S1 = {x ∈ R | |P1 (x)| 6 2}, et on é rit S1 = J1 ∪ · · · ∪ Jt′ omme une union d'intervalles fermés deux à deux disjoints, l'ordre des indi es respe tant l'ordre des intervalles. On note It′ l'intervalle [at − d, bt − d]. i. Montrer que I1 ∪ · · · ∪ It−1 ∪ It′ ⊂ S1 . ii. Dé rire les ra ines de P1 en fon tion de elles de P , et montrer qu'elles sont dans I1 ∪· · ·∪It−1 ∪It′ . iii. Montrer que It−1 ∪ It′ est un intervalle. En déduire que It−1 ∪ It′ ⊂ Jt′ . iv. Montrer que le nombre de ra ines de P1 situées dans Jt′ est stri tement supérieur à m. 6. Terminer la preuve du théorème 2 puis du théorème 1.



4



























des documents recommandant







[image: alt]





ana4.dvi - Alain TROESCH 

1= Serva da. Is = ( (Im(a+1) â€“ InaÂº da. J0. Å¿tao. Pto. I2 = | x ln xeâ€œ dx a ER. Jo stao 1 l10 = /TÂ° vln x|. Jo /xe2x f+w sin 122. +0. 1 = . In a| o (1)(- 2 dz. ( 2 dx. Is = cos a.










 


[image: alt]





ana6.dvi - Alain TROESCH 

f(X) =E j! * ari 8yi. FC20. N. XS k=0 i+j=k. 8F ,áŽ§F . 203 r = 0. f: R2 â†’ R n. (0,0). (0,0) ax2 - you dy2 â€“ 2y3 OF. F. U = {(u, v) â‚¬ R2 | u > v}. U G. , (E). Gu.v) = f (u + v 2 ).










 


[image: alt]





corrdm2.dvi - Alain TROESCH 

NI n}+xo. AN E N, Vk > N, 1 â€“ E < k < 1+É›. k > N. BK. Vk > N, (1 - É›)bk < Akbk ..... An Bn Cn. Sn = Card{(d, q) E (N*)2 dq < n} = Card(An U Bn U Cn) = Card(An) + ...










 


[image: alt]





corrdm1.dvi - Alain TROESCH 

M0 = 0 dim Eo = 1. (1). 10 E Eo. C1 - C2 = 0. (9) -. (9) ces. Eo. 1-1/. (P1, P2, P3). (1,4, v) ER3. Pi + uP2 +vP3 = 0. (1+ui + v)X? +(-1 + v)X + (-1 tu + v) = 0. (1, X, X?)










 


[image: alt]





corrds2.dvi - Alain TROESCH 

4 â€“ 4n < 0 n > 1. R te [0, /n[ p'(t) < 0 x 0. Vn f'(x) p(x). â€” XO te [0, Vn[ p(t) < 0,. In t < n ln | 1â€“. Â» (1-) -1 < min (1-1). (1-0)*










 


[image: alt]





ana5.dvi - Alain TROESCH 

to do. Ito = u' de too dz. dÅ . JO V1 â€“ Å  dÅ  lu = * m01 â€“. JO 22* dx. J-a. 5 x + 3 x +4 too. || || ... Iis = Ju* z* sin aÂº da h5555555 ... fo : XH. () sin(xt) at. Lo t. ** p+oo 1 â€“ cos(xt) e-t dt. I - dx f3:2H /. JO star dx. J2 (x2 â€“ 1) (x










 


[image: alt]





dm2.dvi - Alain TROESCH 

AN EN, Vn > N, (1 â€“ â‚¬) ak < (1 + E) k=m+1 k=m+1 k=n+1 rn N Sn. +0 a E R f : [a, +0[+ R4 rp+1 rp ya > 0, vyam. * rem de Â« Ã‰ 100 < ( 1) dr. Vn 2 a, Vp > n, f(x) dx 










 


[image: alt]





corrdm9.dvi - Alain TROESCH 

n > 4 n = P Y = n] = Un â€“ Un-1 = Un-1 â€“ Un. n = 3 c3 = P[Y = 3] = P(U3) = 5 = V2 â€“ V3 n = 2 C2 = 0) = v1 â€“ V2 n>4 cn = Un-1 â€“ Un. C1 = 0 gle) = Å½mo* = con* = - - ...










 


[image: alt]





ds2.dvi - Alain TROESCH 

tir-le-t dt. & B x > 0. T(n) n E N*. T(x + 1) = x1(x). 1. T(x). X+0 x. T. T(x). 1. 0 < u < 1. U. 1) n ... n E N* Bn(x) = y* - (1 - y)" dy. J0. V 0 ... talet dt + T (Int) 240-le-t dt. t. Å¿to.










 


[image: alt]





corrana1bis.dvi - Alain TROESCH 

V. 8. - || a < 1 lim un = 0 n +-+. > 1 lim Un = +0 n }+ x0. = 1 b> 0 lim un = 0 nto b = 0 lim un = 1 n ++ X ..... In(nBn â€“ 1) = lnn + ln(3n â€“ ). 1 In(8n â€“ ) 0 n ln(Bn). 1. Inn.










 


[image: alt]





corrds8-2.dvi - Alain TROESCH 

n 2 1. PER[X] r1 < Â·Â·Â· < rk. P. Q1, ... , Qk p' s. P n = a1 + ... + ak. i E [1, k]. P ri ... ni + n â€“ k. 1=0. Vi e [1, k â€“ 1], ni > 1, no > 0, nk > 0, nc > 0. n â€“ 1 = nc + > nÄ¯ + n â€“ k ...










 


[image: alt]





Ï†h,k - Alain TROESCH 

Mar 22, 2002 - in any characteristic, except the main result (Theorem 0) .... Tw : V Î¹-- V,and on maps by mapping / G Hom (V, W ) to its formal square. ... the same arguments : we consider hypercohomology spectral sequences of well-chosen ...










 


[image: alt]





Ð´Ñ‰ Ð´ Ð¶Ñ‹Ñ‰ Ð¶ Â¸ Ð½ Ð¶Ð² Ð¿Ð¿ - Alain TROESCH 

Arctan x = ax + bx? + cx3 +0(x3). tan(Arctan x) = x ax + bx2 + cx3 +. 3 + x3 + 0(x) = x. 3 a=1, b= 0, .... (Un)n>2. 2n+3. â€¢ Vn EN*, S2n+3 â€“ S2n+1 = LG k=2. (un)n>2.










 


[image: alt]





Ð´Ñ‰ Ð´ Ð¶Ñ‹Ñ‰ Ð¶ Â¸ Ð½ Ð¶Ð² Ð¿Ð¿ - Alain TROESCH 

mile-le-V27x. x. ++o in lim (1+ care se nto. ) m! A ne-72mm to. VX E E, lim. 1(x + n) n. *+. = 1. 'm To mÂºr(n) n!nk. VÃ¦ â‚¬ E, F(x) = lim. | n +x (x + 1)...(x + m) ...










 


[image: alt]





Ð´Ñ‰ Ð´ Ð¶Ñ‹Ñ‰ Ð¶ Â¸ Ð½ Ð¶Ð² Ð¿Ð¿ - Alain TROESCH 

M (a, b, c) = |C a + b c . (6 C a/. I J K. a b c. M (a, b, c) = al + 6J + ck. J2 K2 K3. I J K2. K. PE M3 (R). D = PKP d1,1 < d2,2 < d3,3 di,j. P D i, j D. M = M (a, b, c). tPMP.










 


[image: alt]





Ð´Ñ‰ Ð´ Ð¶Ñ‹Ñ‰ Ð¶ Â¸ Ð½ Ð¶Ð² Ð¿Ð¿ - Alain TROESCH 

limx40+ f(x) = 1. X>0+ f(0) = 1 f. *. Vx E RÂ¡ , f'(x) = 2/x/x". S ln x 1 x 0 e-2. +0 ..... (1 + xk)ni. Jo (1 + xk )n-1 Uit ;. In,k + Jn,k = Inâ€“1,k n E N â€“ {0, 1} cl [0, 1]. Jn,k ..... Bn Cn. Om D. ||. - 1 -. 3 3 3 3 3 3. (24 21 5 ) /1 0 0) (1 1 










 


[image: alt]





Ð´Ñ‰ Ð´ Ð¶Ñ‹Ñ‰ Ð¶ Â¸ Ð½ Ð¶Ð² Ð¿Ð¿ - Alain TROESCH 

(x, y, z) = xyz â€“ In(x + y + 2) f. (R* )3. 13. (R4)3. |. (R4) 3. ( 1 1 1. = ( 73' 33'33). Stores. Q. (RA) n* 3 limf. (x,y,z)â€“(0,0,0). (x, y, z). (x, y, z) = (t,. 1. (R* )3 Ð². Ð� Îµ










 


[image: alt]





Ð´Ñ‰ Ð´ Ð¶Ñ‹Ñ‰ Ð¶ Â¸ Ð½ Ð¶Ð² Ð¿Ð¿ - Alain TROESCH 

(Sa) do = ['a de + | ze dr = da. a= as ... 3x 1 9 dx =to= 11. Act. = E(X). Ji. 4. x pto. 2. 12 3x2,. E(X2)= |. 2 F(X). 22 f(x) dx = ... 9a? dt = 9(4 â€“ x)a2 = -. 4. 16. Jx-2. X. Y.










 


[image: alt]





Ð´Ñ‰ Ð´ Ð¶Ñ‹Ñ‰ Ð¶ Â¸ Ð½ Ð¶Ð² Ð¿Ð¿ - Alain TROESCH 

R lim f(x) = lim f(x) = +00. ÜšÜŸ ÜšÜšÜ“. P(x) = et. C++. 0. â€“. â€“. 0. xP â€” ax + b = 0. 1 .... Lg(x) = er g(k) (x). L1 L2 f,g: R R g of f: R R$ g(x) lim 9% (0). C++. 0 ln of. gÅ¿k).










 


[image: alt]





Ð´Ñ‰ Ð´ Ð¶Ñ‹Ñ‰ Ð¶ Â¸ Ð½ Ð¶Ð² Ð¿Ð¿ - Alain TROESCH 

Vect (e1, e2) p(ei) = ei ple2) = e2. P p(es). (10. L. 12 â€“ 3. 12 â€“ 6. >T. Mat(p) = 0 1 -. * 12 â€“ 6. \000 ..... a; = (â€“15k-i (k â€“ i)!( i=k ap = 1 i â‚¬ [1, ki]. Pli) i aj aiâ€“1 = ( (k â€“ i+ 1)2 ( k ) li â€“ 1). (i â€“ 1) i2 k â€“ (i â€“ 1)










 


[image: alt]





Ð´Ñ‰ Ð´ Ð¶Ñ‹Ñ‰ Ð¶ Â¸ Ð½ Ð¶Ð² Ð¿Ð¿ - Alain TROESCH 

1 pl dx. 2 Jo x +1 fldx. Jo x + 2. X. 2 Jo x +3. 1=1 Sovet - So 2 +2 La. = } [in(x + 1)]. ... y = x9 = 4(x). [0, 1] dy = 92.8 dx. 1-1/ dy. 9 Jo (y + 1)(y+2)(y + 3) = 9 = 18 In 2 -.










 


[image: alt]





Ð´Ñ‰ Ð´ Ð¶Ñ‹Ñ‰ Ð¶ Â¸ Ð½ Ð¶Ð² Ð¿Ð¿ - Alain TROESCH 

0:42 x [2 â†’ R. (Un)nen. 12 n EN n > 2. P. (Un)neN. R [X]. E. EXE too too too. +. P(0) = P(1) = 0. 6. R. ${P,Q) = - | P(x)Q"(x) dx. I. 2 Unun < n=0. E-. 










 


[image: alt]





Ð´Ñ‰ Ð´ Ð¶Ñ‹Ñ‰ Ð¶ Â¸ Ð½ Ð¶Ð² Ð¿Ð¿ - Alain TROESCH 

n>ni |mn| < 26 n1. LER mes ... lim yel (f (y) â€“ 1)2 â€“ (y â€“ 1)2 = 12. UD + 1. 11 n = v2+1. 2 Î·. Î•. Î�. n e N un + 1. Wn. Vn = Un .... Ker(f â€“ id) O Im(f â€“ id) = Cn. Im(f â€“ id).










 


[image: alt]





Ð´Ñ‰ Ð´ Ð¶Ñ‹Ñ‰ Ð¶ Â¸ Ð½ Ð¶Ð² Ð¿Ð¿ - Alain TROESCH 

2). AN. R3 x + y + z = 1. B = (x, y, z) g(x) = g(y) = g(z). 0 0. Ù‡Ù‡ Ù‡Ù‡ f. D = {(x, y, z) e (R+ )| x + y + z = 1}. D. S. S 25. S. 2.s Î· Î§Î·. Xo. S. X, X2 n > 2S. Xn(N) = {0, ..., 35} ...
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