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A constructive approach to schemes and coherent sheaves Madrid 30 de Mayo 2013 H. Lombardi, Besan¸ con [email protected], http://hlombardi.free.fr See the slides at : http://hlombardi.free.fr/publis/Madrid13Slides.pdf ——————————————————— page 2 ——————————————————–



El programa de Poincar´e Por lo que a m´ı respecta, propondr´ıa seguir las siguientes reglas: 1. Considerar s´ olo objetos susceptibles de ser definidos en un n´ umero finito de palabras. 2. No perder de vista jam´ as que toda proposici´on sobre el infinito debe ser la traducci´on, el enunciado abreviado, de proposiciones sobre lo finito. 3. Evitar clasificaciones y definiciones no predicativas. in: la logique de l’infini, 1909 ——————————————————— page 3 ——————————————————–



El fracaso del programa de Hilbert Los teoremas de incompletitud de G¨ odel 1) Ninguna teor´ıa formal puede describir completamente el m´as simple de los infinitos: N. 2) Para demostrar que una teor´ıa formal suficientemente expresiva es consistente, necesitamos m´etodos m´as potentes que las codificadas en la teor´ıa formal. ——————————————————— page 4 ——————————————————–



Las virtudes del programa de Hilbert 1) Un nuevo campo de las matem´ aticas: la l´ogica matem´atica 2) Esto nos lleva a una aclaraci´ on decisiva de Brouwer y Heyting: la distinci´on entre la l´ogica de las matem´aticas constructivas (intuicionista) y la l´ogica cl´asica, que acepta la idea de la verdad absoluta a priori: una propiedad con un significado claro es verdadera o falsa en t´erminos absolutos (Principio del Tercero Excluido). 3) El deseo de encontrar una manera convincente de justificar las idealidades cantorianas. Esto es lo que hacemos hoy, reemplazando requisitos “finitistas” del programa de Hilbert por requisitos constructivos o algor´ıtmicos. ——————————————————— page 5 ——————————————————–



El an´alisis constructivo `a la Bishop En Foundations of Constructive Analysis (1967), Errett Bishop desarrolla una versi´ on constructiva de la teor´ıa de conjuntos, con la cual estableci´ o un nuevo tipo de programa de Hilbert. Demuestra en un marco totalmente constructivo lo esencial de los teoremas que fundamentan el an´alisis real y complejo (lo que se ensea hoy en M´aster). Se trata de un marco matem´ atico minimalista porque las demonstraciones son aceptadas tanto por el matem´ atico convencional, como por todas las variantes de las matem´aticas constructivas. De hecho, Bishop realiz´ o el programa de Poincar´e. Todos los objetos habituales del an´alisis, infinitos por definici´ on (n´ umeros reales, espacios funcionales ...), se manejan en los algoritmos a trav´es de sus aproximaciones finitas.
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Algunas referencias Weyl H. Le continu et autres ´ecrits. Traduits et comment´es par Jean Largeault. Librairie Vrin (1994). Feferman S. In the Light of Logic. Oxford University Press, (1998). Dowek G. Les m´etamorphoses du calcul. Une ´etonnante histoire de math´ematiques, Le Pommier. (2007). Coquand T. La contribution de Kolmogorov en logique intuitionniste. dans: L’h´eritage de Kolmogorov en math´ematiques. Charpentier E., Lesne A., Nikolski N. (eds). Belin, Paris (2004). ´ Lombardi H. Epist´ emologie math´ematique, Ellipse. (2011). Mines R., Richman F., Ruitenburg W. A Course in Constructive Algebra. Universitext. Springer-Verlag, (1988) ´ C. Alg`ebre Commutative, M´ethodes Constructives. Calvage & Mounet, Lombardi H., Quitte (2011). ——————————————————— page 7 ——————————————————–



Nice functors ComRings −→ Set 1. The affine space An : A 7→ An . 2. The circle A 7→ (x, y) ∈ A2 | x2 + y 2 = 1 . 3. Matrices in Mm,n (A) of rank r? 4. The projective space Pn : Pn (k), clear. Pn (A)? Solutions for 1 and 2.  An : Hom Z[x



1 , . . . , xn ], •   Circle: Hom Z[x, y] x2 + y 2 − 1 , • ——————————————————— page 8 ——————————————————–



Localization morphisms of rings Canonical construction versus universal property A homomorphisms mapping s in C× .
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Is A[1/s][1/t] equal to A[1/st]? A homomorphisms mapping s in C× .
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Localization morphisms of modules j : A → B localization morphism at s A-modules
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A-linear maps /R



B-modules, B-linear maps



Change of base ring. (P, ϕ) solves the universal problem, ϕ is a localization morphism w.r.t. the localization morphism j (localization morphism at s). ——————————————————— page 10 ——————————————————–



Basic gluings in commutative algebra Gluing rings. With comaximal elements si Ai = A[1/si ], Aij = A[1/si sj ] and αi : A → Ai , αij : Ai → Aij
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Two views for this gluing. Gluing elements that are given locally. Gluing properties. The localized rings are not local rings. But they are finitely many. Localizing at all primes is not a good idea. ——————————————————— page 11 ——————————————————– Gluing modules



Gluing modules, first form. M is a given A-module. Mi = M [1/si ] and so on . . . :3 M i
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Good properties are “local-global” ——————————————————— page 12 ——————————————————– Gluing modules, 2



M is not given, we give Mi , Mij , Mijk and compatible localization morphisms at the si ’s (Mi )i∈I ), (Mij )i 
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