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Une approche hybride pour l’optimisation multi-objectif sous contraintes Vincent Barichard — Jin-Kao Hao LERIA - Faculté des Sciences Université d’Angers 2, Bd Lavoisier F-49045 Angers cedex 01 {Vincent.Barichard, Jin-Kao.Hao}@info.univ-angers.fr Nous présentons PICPA, un nouvel algorithme pour traiter les problèmes multiobjectif continus sous contraintes. Cet algorithme combine des techniques de propagation de contraintes à des concepts évolutionnaires. À la différence des algorithmes évolutionnaires classiques qui ne donnent que des solutions heuristiques, PICPA est capable de calculer des bornes du front Pareto optimal tout en produisant des solutions approchées très précises.



RÉSUMÉ.



We present PICPA, a new algorithm for tackling constrained continuous multiobjective problems. The algorithm combines constraint propagation techniques and evolutionary concepts. Unlike other evolutionary algorithm which gives only heuristic solutions, PICPA is able to bound effectively the Pareto optimal front as well as to produce accurate approximate solutions.
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1. Introduction L’optimisation multi-objectif permet de modéliser des problèmes réels faisant intervenir de nombreux critères (souvent conflictuels) et contraintes. Dans ce contexte, la solution optimale recherchée n’est plus un simple point, mais un ensemble de bons compromis satisfaisant toutes les contraintes. Un problème d’optimisation multi-objectif sous contraintes peut être défini comme suit :   min s.t. 



→ fi (− x) → Cl (− x) ≥0 − → x ∈ IRn



i = 1, ..., o l = 1, ..., m



→ Où n représente le nombre de variables, − x un vecteur de décision, o le nombre d’objectifs (critères) et m le nombre de contraintes du problème. Récemment, beaucoup de recherches ont été menées sur l’application des algorithmes évolutionnaires aux problèmes d’optimisation multi-objectif. Celles-ci ont permis de mettre en avant l’intérêt d’utiliser des méthodes d’optimisation basées sur le concept de population [GOL 89, FON 93, SRI 94, GAN 97, ZIT 99, ULU 99, COR 00]. Malheureusement, lorsque le nombre de contraintes à satisfaire augmente, ou lorsque la zone réalisable dans l’espace des objectifs est non connexe, les algorithmes évolutionnaires convergent difficilement vers l’intégralité du front Pareto optimal. De plus, ces algorithmes ne donnent aucune borne du front Pareto optimal. Dans cet article, nous présentons PICPA (Population and Interval Constraint Propagation Algorithm), un algorithme capable de produire des solutions approchées de très bonne qualité tout en calculant des bornes garanties du front Pareto optimal cherché. Ces bornes nous permettent d’apprécier si les solutions trouvées sont proches ou éloignées du front Pareto. PICPA combine des techniques de propagation de contraintes sur intervalles : “Interval Constraint Propagation” (ICP) [CLE 87, DAV 87] avec des concepts évolutionnaires (population et processus de sélection). Les expérimentations menées avec PICPA sur des problèmes tests de la littérature ont montré l’efficacité de la méthode. Le papier est organisé comme suit : dans la prochaine section nous rappelons brièvement les principes des méthodes d’ICP. Puis nous présentons l’approche PICPA à la section 3. Les résultats expérimentaux sont présentés à la section 4. Finalement, les conclusions ainsi que des perspectives de recherche sont données dans la dernière section.



2. Analyse par intervalles et propagation des contraintes Dans cette section, nous expliquons brièvement les concepts de base des mécanismes de propagation de contraintes modélisées par des intervalles (Interval
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Constraint Propagation, ICP). Les algorithmes d’ICP combinent le calcul par intervalles [MOO 79] et la propagation des contraintes [MAC 77] pour résoudre des systèmes d’équations et d’inéquations non linéaires. Les premiers algorithmes d’ICP furent introduits par Cleary [CLE 87] et Davis [DAV 87].



2.1. Atteindre un point fixe Pour un ensemble de contraintes, l’application itérative de procédures de projection (issues du calcul par intervalles) sur les contraintes conduisent à l’obtention d’un état où plus aucun domaine de variables ne peut être réduit. Cet état est le point fixe de cet ensemble de contraintes. Notons que ce point fixe ne constitue pas une solution car les variables ne sont pas encore instanciées. Pour obtenir une solution, il est nécessaire d’utiliser en plus des méthodes d’exploration de l’espace de recherche. Dans les approches de programmation par contraintes, plusieurs algorithmes de point fixe ont été développés. Nous pouvons citer les différentes versions d’algorithmes d’arc consistance pour les problèmes combinatoires [MAC 77, MOH 86], et les algorithmes d’ICP pour les problèmes continus [BEN 99].



2.2. Discussions Un algorithme d’ICP est une procédure polynomiale qui réduit (contracte) le domaine des variables du problème. Cette famille d’algorithmes réduit l’espace de recherche en retirant des valeurs inconsistantes du domaine des variables par rapport à chaque contrainte du problème. À aucun moment, une solution du problème n’est enlevée. Cependant, l’application d’un algorithme d’ICP conduit seulement à l’obtention d’une approximation de la solution. Pour augmenter la précision de cette approximation, il est nécessaire de découper le domaine des variables et d’appliquer des algorithmes d’ICP sur les différentes alternatives obtenues. En itérant ce procédé, nous augmentons la précision, mais nous tendons vers un nombre exponentiel de découpes, et donc un très long temps de calcul. En pratique, cette approche n’est pas applicable aux problèmes ayant un grands nombre de variables. Pour les problèmes d’optimisation multi-objectif sous contraintes, il faut satisfaire un ensemble de contraintes tout en optimisant plusieurs fonctions objectives. En conséquence, même avec un petit nombre de variables et d’objectifs, le problème ne peut pas être traité simplement avec un algorithme classique de découpe. En effet, l’optimisation d’un problème multi-objectif est souvent plus difficile que l’optimisation des problèmes mono-objectif car la solution optimale ne se réduit plus à un seul point, mais à un ensemble de points non dominés.
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3. Un algorithme combinant population et propagation de contraintes : PICPA Le concept de population est très approprié dans un contexte multi-objectif. En effet, comme le front Pareto optimal est la plupart du temps un ensemble de solutions, chaque individu de la population peut espérer devenir une solution particulière du front Pareto optimal. En conséquence, la population dans son intégralité devient une approximation de l’ensemble Pareto optimal cherché. Plusieurs algorithmes d’optimisation fondés sur le concept de population ont ainsi été développés. Nous pouvons citer, parmi d’autres, NSGA [SRI 94], SPEA [ZIT 99], MOSA [ULU 99], MOTS [GAN 97], M-PAES [COR 00]. Dans cette section, nous présentons l’algorithme PICPA et décrivons plus précisément les concepts qui le composent.



3.1. Une nouvelle relation de dominance PICPA utilise une nouvelle relation de dominance : la dominance entre un point et un ensemble (PS-dominance). Rappelons d’abord la définition de la relation classique de dominance entre deux points : Définition 1 (Dominance) Considérons un problème de minimisation. Soit deux vec→ → teurs − x et − y : − → − → x égale y , ssi ∀i ∈ {1, 2, ..., n} : xi = yi − → → x domine − y , ssi ∀i ∈ {1, 2, ..., n} : xi ≤ yi et ∃j ∈ {1, 2, ..., n} : xj < yj − → → x est dominé par − y , ssi ∀i ∈ {1, 2, ..., n} : xi ≥ yi et ∃j ∈ {1, 2, ..., n} : xj > yj − → → → x est incomparable (non dominé) avec − y , et − y est incomparable (non dominé) − → avec x dans les autres cas Nous pouvons maintenant présenter la relation de dominance entre un point et un ensemble : → → Définition 2 (PS-Dominance) Soit un vecteur − x et un ensemble de vecteurs {− y }, − → |{ y }| > 0 : − → → → → → → x PS-égale {− y }, ssi ∀− y ∈ {− y} : − x égale − y − → − → − → − → − → → x PS-domine { y }, ssi ∀ y ∈ { y } : x domine − y − → → → → → → x est PS-dominé par {− y }, ssi ∀− y ∈ {− y} : − x est dominé par − y − → − → x est incomparable (non dominé) avec { y }, dans les autres cas → La complexité de la PS-Dominance est en O(n × |{− y }|) car nous devons tester − → − → x avec chaque élément de { y }.
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− → x



− → [y]



− → [y]



− → x − → − → x PS-Domine [y]
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− → − → x est PS-Dominé par [y]



− → x



− → [y]



− → − → x est PS-Non-Dominé avec [y] Figure 1. Exemples de cas de PS-Dominance



− → Pour la suite, nous utilisons la notation [y] pour désigner un intervalle de IR et [y] pour désigner un vecteur d’intervalles de IRn . De plus, un vecteur d’intervalles de IRn peut aussi être appelé une boîte de IRn . Il en résulte que nous pouvons appliquer → la PS-Dominance entre n’importe quel vecteur de − x de IRn et n’importe quelle boîte − → n [y] de IR (cf. figure 1). Dans ce cas particulier, la complexité de la PS-Dominance → est en O(n). En effet, nous avons besoin de tester la dominance uniquement entre − x − → et le point situé au coin inférieur gauche de [y]. − → → Considérons une boîte [y] de IR2 et − x un point de IR2 . Pour un problème de minimisation, nous pouvons illustrer la PS-Dominance par les cas donnés à la figure 1.



3.2. Représentation de l’espace de recherche et des objectifs Dans la plupart des algorithmes fondés sur le principe de population, un individu ou une configuration est un vecteur de décision, chaque variable étant instanciée par une valeur de IR. Avec cette représentation, chaque individu correspond à un point particulier dans l’espace des objectifs. Dans notre approche, chaque individu est aussi un vecteur, mais chaque variable est maintenant représentée par un intervalle au lieu d’une valeur simple. En consé− → quence, chaque individu de la population correspond maintenant à une boîte [x] de o IR (o étant le nombre d’objectifs du problème) dans l’espace des objectifs.
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Dans cette représentation, la population dans son intégralité décrit un sous-pavage régulier (i.e. une union de boîtes sans chevauchement) de IRo . Il en résulte que les boîtes correspondantes de IRn peuvent quant à elles se chevaucher.



3.3. Sélection Pareto de boîtes Considérons un ensemble d’individus représentés par des boîtes (cf. Section 3.2). Nous sommes assurés que toutes les configurations réalisables sont contenues dans le sous-pavage décrit par la population. En conséquence, le front Pareto optimal se trouve aussi inclu dans la population. Pour enlever des individus qui ne contiennent aucune solution de l’ensemble Pareto optimal, nous appliquons la procédure de sélection Pareto suivante : 1) Essayer d’instancier les individus de la population en ne passant qu’un temps limité pour la recherche de solution. 2) Appliquer la PS-Dominance (cf. section 3.1) pour retirer tous les individus qui sont dominés par un autre individu instancié de la population. Après ce traitement, nous avons une population réduite d’individus, et nous sommes assurés que l’union de ces boîtes (ou individus) contient toujours l’intégralité du front Pareto optimal. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : Théorème 1 Toute population obtenue par applications successives d’algorithmes d’ICP et de phases de sélection utilisant la PS-Dominance contient le front Pareto optimal. − → Nous donnons maintenant quelques éléments de preuve : soit { f } l’ensemble − → → réalisable de l’espace des objectifs, − y un point du front Pareto optimal et [y] une → boîte contenant − y : − → → → → donc, 6 ∃− x ∈ { f } et − x domine − y − → − → − → − → donc, 6 ∃ x ∈ { f } et x PS-domine [y] − → En conséquence, [y] ne peut être PS-Dominé et ne peut pas être enlevé de la population. La figure 2 montre un exemple de sélection Pareto avec la PS-Dominance. Il est clair que les boîtes hachurées peuvent être enlevées car elles sont PS-Dominées par des points réalisables de l’espace des objectifs.



3.4. La méthode PICPA PICPA combine des mécanismes d’ICP (Interval Constraint Propagation) avec un processus de sélection Pareto (cf. Section 3.3) en un seul algorithme.
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f2



front Pareto



39



f2



front Pareto



f1



f1



Figure 2. Un exemple de sélection Pareto



PICPA utilise une population de taille variable, sa taille maximale étant un para− → mètre à fixer. PICPA démarre avec un unique individu [x] dans lequel chaque variable xi est initialisée par un intervalle (le domaine de définition de la variable). Nous supposons que chaque variable est réduite à l’intervalle minimum vérifiant la consistance locale. Si ce n’est pas le cas, une phase d’ICP est d’abord appliquée pour atteindre un point fixe. Il est clair que cet individu correspond à une boîte de IRo . − → Soit [f ] cette boîte. Prenons un objectif fi (par exemple, celui dont l’intervalle de définition est le plus grand) et réalisons une bissection dans son intervalle de définition − → [fi ]. Cette bissection sur [x] conduit ainsi à l’obtention de deux nouveaux individus −→ −−→ [x0 ] et [x00 ]. Un processus d’ICP est ensuite appliqué sur chacun de ces deux nouveaux individus dans le but de réduire l’intervalle de chacune de leurs variables. Ces indi−→ −−→ vidus remplacent l’individu parent et correspondent ainsi à deux boîtes [f 0 ] et [f 00 ] de IRo . Ce mécanisme de “bissection-réduction” est réitéré jusqu’à ce que le nombre d’individus de la population atteigne la taille maximale. Ajoutons que si le domaine d’une variable est réduit à l’ensemble vide pendant une phase d’ICP, l’individu ainsi mis en évidence ne sera pas réinséré dans la population. Une fois que la population a atteint sa taille maximale, un processus d’instancia− → tion va être déclenché dans le but d’obtenir un point réalisable pour chaque [x]. Plus précisément, une valeur particulière satisfaisant les contraintes tout en restant incluse dans la boîte sera recherchée, et ceci pour tous les individus de la population. Dans PICPA, cette recherche est effectuée naïvement en essayant d’étendre une instanciation partielle à une instanciation globale (recherche exhaustive). Comme cette étape peut requérir un temps de calcul considérable, PICPA consacre un effort de recherche limité à cette recherche. Cet effort de recherche consiste en une valeur d’arrêt permettant d’interrompre le processus si aucun point réalisable n’a encore été trouvé. PICPA utilise la valeur de l’effort de recherche pour borner son nombre de retours en arrière lorsque l’instanciation à échouée. PICPA n’autorise donc qu’un faible nombre de tentatives pour découvrir un point réalisable. Le nombre de tentatives d’instancia-
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tion croît proportionnellement à la valeur du paramètre d’effort de recherche. Ainsi, après ce stade, certains individus de la population contiennent un point complètement → instancié, c’est à dire une vecteur réel − x , alors que d’autres ne contiennent aucun point. Notons que le résultat de chaque instanciation (chaque point réalisable trouvé) est stocké dans une structure de données séparée et que les individus de la population ne sont pas modifiés. Rendus à ce point, nous pouvons appliquer le mécanisme de sélection Pareto (cf. section 3.3) pour éliminer les individus PS-Dominés de la population. Comme la taille de population est réduite, nous pouvons réitérer le processus de “bissection-réduction” vu précédemment pour ré-augmenter la taille de la population jusqu’à sa taille maximale. L’algorithme PICPA s’arrête si l’une des conditions suivantes est rencontrée : 1) une population vide est rencontrée, dans ce cas, le problème n’est pas réalisable, en conséquence aucune solution ne peut être trouvée ; 2) le processus de sélection Pareto ne peut enlever aucun individu de la population. Dans ce cas, les individus de la population constituent une borne des solutions optimales du problème. Chaque individu qui a été instancié avec succès donne en plus une solution approchée d’un point du front Pareto optimal. Nous donnons maintenant le squelette de PICPA dans l’algorithme 1. Algorithm 1 Squelette de l’algorithme PICPA Initialiser la population avec un unique individu localement consistant Tant que 0 < |P opulation| < M axP opulationSize faire Tant que 0 < |P opulation| < M axP opulationSize faire - Sélectionner un individu (parent) et réaliser une bissection selon un des objectifs, conduisant à deux individus (enfants) distincts - Réduction des domaines des enfants (ICP) - Mise à jour de la population : (a) Retirer le père (b) Ajouter les enfants localement consistant FinTantQue - Instanciation potentielle de chaque individu - Processus de sélection Pareto (PS-Dominance) FinTantQue



Remarquons que dans l’algorithme 1, seulement deux paramètres sont nécessaires à PICPA (taille maximale de la population et effort de recherche). PICPA a plusieurs avantages en comparaison avec d’autres algorithmes basés sur le concept de population. Premièrement, il nécessite très peu de paramètres. Deuxièmement, il peut parfois répondre “Non” lorsque le problème est infaisable. Troisiè-
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mement, il calcule en une seule exécution des bornes et une approximation du front Pareto optimal.



3.5. Discussions PICPA garantit que la front Pareto optimal est inclu dans la population résultat. Comme PICPA réalise principalement des bissections dans l’espace des objectifs, il est moins sensible à l’augmentation du nombre de variables. PICPA est une méthode originale, car elle est la seule à notre connaissance à intégrer dans un seul algorithme les points suivants : 1) une limitation du nombre de découpes (bissections) grâce à l’utilisation d’une population de taille bornée 2) une stratégie de découpe dans l’espace des objectifs 3) l’application d’un mécanisme de sélection Pareto pour converger vers le front Pareto optimal L’effort de calcul requis par PICPA peut être réglé en changeant la taille de population. En effet, plus grande est la population et plus les solutions calculées seront précises. Il est clair que d’augmenter la taille de la population augmente le temps de calcul. Mais cela nous garantit d’obtenir une meilleure approximation du front Pareto optimal.



4. Résultats expérimentaux Dans cette section, nous donnons les résultats expérimentaux de PICPA sur plusieurs problèmes tests de la littérature. Cependant, pour montrer ses performances pratiques, nous contrastons les résultats de PICPA avec ceux de NSGA-IIc [DEB 01b]1 . Notons que la version de NSGA-IIc utilisée ici donne de meilleurs résultats que ceux présentés dans [DEB 01b]. Pour cette série de tests, nous utilisons les paramètres suivants : – Pour NSGA-IIc, nous utilisons les paramètres donnés dans [DEB 01c], c’est à dire, un croisement binaire simulé [DEB 95] avec nc = 20 et un opérateur de mutation polynomiale avec nm = 20. La probabilité de croisement est fixée à 0.9 et le taux de mutation à 0.15. La taille de la population ainsi que le nombre de générations sont fixés en fonction de la difficulté du problème testé. – Pour PICPA, nous fixons la taille de la population à 1000 et l’effort de recherche à 0.2. Notons que les valeurs de ces paramètres amènent les deux algorithmes à des temps de calcul similaires, allant de quelques secondes à quelques minutes selon le problème. 1. Téléchargeable à l’adresse : http ://www.iitk.ac.in/kangal/soft.htm
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Figure 3. Résultats expérimentaux sur OSY



Pour chaque problème, NSGA-IIc est lancé dix fois et la meilleure exécution est gardée pour les comparaisons. Etant donné la nature déterministe de PICPA, une seule exécution est nécessaire.



4.1. Le problème de Osyczka et Kundu Ce problème à six variables est présenté par Osyczka et Kundu [OSY 95] :



OSY



 Minimiser         Minimiser     s.q.                    et       



= −(25(x1 − 2)2 + (x2 − 2)2 + (x3 − 1)2 + (x4 − 4)2 + (x5 − 1)2 ) f2 (x) = x21 + x22 + x23 + x24 + x25 + x26 c1 (x) ≡ x1 + x2 − 2 ≥ 0 c2 (x) ≡ 6 − x1 − x2 ≥ 0 c3 (x) ≡ 2 − x2 + x1 ≥ 0 c4 (x) ≡ 2 − x1 + 3x2 ≥ 0 c5 (x) ≡ 4 − (x3 − 3)2 − x4 ≥ 0 c6 (x) ≡ (x5 − 3)2 + x6 − 4 ≥ 0 x1 , x2 , x6 ∈ [0..10] x3 , x5, ∈ [1..5] x4 , ∈ [0..6]



f1 (x)



Pour ce problème, nous fixons la taille de la population de NSGA-IIc à 150, et son nombre de générations à 500.
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D’après la figure 3(a), nous remarquons que les bornes de PICPA sont globalement très proches du front Pareto optimal, à l’exception des quelques petites zones. Ces zones un peu plus larges sont dues au fort pourcentage de contraintes additives. La figure 3(b) montre que la qualité des deux ensembles de points non dominés trouvés par PICPA et NSGA-IIc est très proche. Sur les zones un peu plus larges, NSGA-IIc trouve quelques points qui dominent ceux de PICPA mais il est à noter que différentes exécutions de NSGA-IIc donnent des résultats mitigés.



4.2. Des problèmes tests avec contraintes (CTP) Pour cette série de tests, nous utilisons deux problèmes présentés dans [DEB 01c] et [DEB 01a]. Comme la difficulté de ces problèmes est réglable, nous utilisons une fonction g() basée sur la fonction de Rastrigin :



CTP



 Minimiser     Minimiser     s.q.            et   



f1 (x) f2 (x) g(x)



= x1 = g(x) − f1 (x) = 41 + x22 − 10 cos(4πx2 ) + x23 − 10 cos(4πx3 )+ x24 − 10 cos(4πx4 ) + x25 − 10 cos(4πx5 ) C1 (x) ≡ cos(θ)(f2 (x) − e) − sin(θ)f1 (x) ≥ a| sin(bπ(sin(θ)(f2 (x) − e) + cos(θ)f1 (x))c )|d x1 ∈ [0..1] xi,i>1 , ∈ [−5..5]



Pour les expérimentations qui suivent, nous fixons la taille de la population pour NSGA-IIc à 300 et son nombre de générations à 1000. Les paramètres pour PICPA restent les mêmes que pour la section précédente. 4.2.1. CTP7 Les paramètres utilisés pour générer l’instance CTP7 sont les suivants : θ = −0.05π,



a = 40,



b = 5,



c = 1,



d = 6,



e=0



L’espace de recherche réalisable, les zones Pareto optimales non connexes et les bornes trouvées par PICPA sont montrés à la figure 4(a). La figure 4(b) montre que les bornes calculées par PICPA entourent de manière très précise le front Pareto optimal. Sur ce problème plus difficile pour les algorithmes classiques, les mécanismes de réduction (contraction) utilisés par PICPA se sont montrés très efficaces. À la figure 4(b), nous observons que PICPA et NSGA-IIc donnent des solutions approchées comparables.
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Figure 4. Résultats expérimentaux sur CTP7 4.2.2. CTP8



L’instance CTP8 est composée de plusieurs zones réalisables non connexes. À la différence de CTP7, CTP8 contient deux contraintes. Voici les paramètres pour générer ces deux contraintes : C1 : θ = 0.1π,



a = 40,



C2 : θ = −0.05π,



b = 0.5,



a = 40,



b = 2,



c = 1, c = 1,



d = 2, d = 6,



e = −2 e=0



L’espace de recherche réalisable, les zones Pareto optimales non connexes et les bornes trouvées par PICPA sont montrés à la figure 5(a). La figure 5(b) montre les ensembles de points non dominés trouvés par NSGA-IIc et PICPA. Sur la figure 5(a), nous observons qu’une fois encore, l’encadrement du front Pareto calculé par PICPA est très précis. Sur ce problème qui est également le plus difficile à résoudre des problèmes testés ici, NSGA-IIc et PICPA trouvent des solutions sur la plupart des régions non connexes du front Pareto optimal.



5. Conclusions Dans cet article, nous présentons PICPA, un nouvel algorithme pour résoudre les problèmes multi-objectif sous contraintes. PICPA combine des mécanismes de propagation de contraintes et d’analyse par intervalles avec des concepts évolutionnaires (population et sélection). Cet algorithme a la propriété appréciable de pouvoir déterminer des bornes du front Pareto optimal. Les résultats expérimentaux de PICPA sur des problèmes tests de la littérature ont permis de mettre en valeur son efficacité à
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(b) Ensemble des points non dominés



Figure 5. Résultats expérimentaux sur CTP8



trouver des solutions approchées de très bonne qualité tout en déterminant un encadrement précis du front Pareto optimal. De plus, une nouvelle relation de dominance, la PS-Dominance, qui compare un point à un ensemble de points, a aussi été présentée. Nous pensons que ce travail remplit un manque parmi l’ensemble des méthodes évolutionnaires existantes pour l’optimisation multi-critère. Ce travail est un premier pas dans l’hybridation de méthodes complètes et incomplètes. Ainsi, l’algorithme PICPA peut être amélioré notamment quant au processus d’instanciation, qui dans cette version de l’algorithme est implémenté de manière naïve. De plus, nous pensons que le principe d’hybridation appliqué pour PICPA peut être étendu et généralisé à d’autres types d’approches. Enfin, l’application de PICPA est ici expérimentée uniquement sur des problèmes tests, il est important de valider ces premiers résultats sur des applications réelles.
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