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Chapter 1 Transport in controlled fusion devices 1.1 Introduction Transport processes appear in those systems which are out of thermodynamical equilibrium [2]. They are part of the thermodynamics of irreversible processes, which were given their modern formulation in the mid 20



th



1



century. Especially, Ilya Prigogine



played a



central role in establishing the general conservation laws which govern out of equilibrium systems. Such states usually occur when the system is forced by an incoming ux of energy or matter. Macroscopical changes of the thermodynamical variables are then observed. Basically, two main cases can be distinguished: either the external source is transient, in which case the system moves back towards the equilibrium state  this corresponds to a relaxation process, or the source keeps the system out of equilibrium, leading to uxes and transport processes within the system. When the system remains relatively close to the equilibrium, the transport processes usually obey phenomenological linear laws. For instance, applying a weak electric eld to a classical gas of charged particles leads to an electric current density increases with the eld: with



σ



~. ~j = σ E



~j



~ E



which linearly



This is nothing but the Ohm's law (G. Ohm, 1822),



the conductivity. There exist many other examples of such linear relationships,



such as the heat conduction law (J. Fourier, 1811), the diusion law (A. Fick, 1855), The corresponding transport coecients (such as



σ ),



etc..



which relate the thermodynamical



currents to the thermodynamical forces, can be measured experimentally. In the case of complex systems, transport processes are usually coupled. In this case, the thermodynamical currents and forces are related through the matrix of kinetic coecients, depending on the transport coecients.



The general theory of such coupled



systems, due to Lars Onsager (1931), establishes the symmetry properties of the transport matrix, leading to the reduction of the number of independent matrix coecients. These relations, at the macroscopic level, derive from the reversibility of the system at the microscopic level,



i.e.



the fact that the microscopic equations of motion are usually



1



Ilya Prigogine (1917-2003) was chemist and physicist. Born in Moscow, he emigrated in Belgium in 1929, where he got the citizenship in 1949. He awarded the Nobel prize in chemistry in 1977 "for his contributions to non-equilibrium thermodynamics, particularly the theory of dissipative structures". 5
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invariant under time reversal.



Conversely, when the system moves far away from the thermodynamical equilibrium, such linear relationships between uxes and forces cannot be assumed



a priori.



Fusion



plasmas operate in such a regime: additional (microwaves, neutral beams, ohmic heating) or self-generated (alpha particles) heat sources keep the plasma out of thermodynamical equilibrium, with a large spectrum of uctuations leading to turbulence. In such a case, the non linear dynamics of the transport should be computed self-consistently, with the hope that some similar relationship between the thermodynamical uxes and forces would emerge from the theoretical and/or numerical analysis.



1.1.1 The concept of transport Let



u(t, x) be the velocity eld of the ow at each spatial position and at each time.



One



can formulate three dierent understanding of the concept of transport, each written in terms of conservation laws:



•



•



If the scalar eld



ϕ is d/dt = ∂t + u.∇



conserved along the ow, then: dϕ/dt



Here,



stands for the Lagrangian derivative.



= ∂t ϕ + u.∇ϕ = 0.



∂t n + ∇.(nu) = 0. In this case, the ow governs the ux Γ = nu of the quantity n. Such an equation is equivalent to the former one as long as the ow is incompressible, i.e. if ∇.u = 0. More generally, the ux Γ of the quantity n can take dierent forms than the The case of a scalar eld



n



transported by the ow writes:



convective expression. Especially, it can be non-vanishing even though there is no net ow in the system (e.g. in the case of heat conduction, where heat is transported downwards the gradient in the absence of any ow of matter).



•



In the kinetic description, the velocity v is an independent variable of x. Let f = f (x, v, t) be the density at (x, v) as a function of time, then: ∂t f +v.∇x f +v.∇ ˙ v f = 0, with v ˙ = dv/dt. This is nothing but the extension to the six-dimensional phase space (x, v) of the conservation of f along the ow (v, v) ˙ .



When trying to estimate the transport in tokamak plasmas, the diculty is twofold. In the turbulent regime rst, the radial ow depends on the electromagnetic eld.



As



such, its magnitude and dynamics are coupled to those of the particles through resonant interactions and collective eects.



Second, many additional terms enter the equations



governing the plasma dynamics (e.g. coupling between various transport channels, analogous to o-diagonal terms of the transport matrix in the linear theory; collisions; parallel



etc.), such that the form and the parametΓ are not known a priori. The aim of the theory of transport



boundary conditions in the plasma periphery, ric dependencies of the ux



in tokamaks, with the contribution of experimental analysis and numerical simulations, is to answer these two questions.



1.2.
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1.1.2 Connement and transport in Tokamak plasmas In open systems such as tokamak plasmas, which are driven out of equilibrium by incoming uxes, transport processes are essential for the system to reach so-called statistical steady states, characterized by well dened temporal means of the various quantities (density, temperature,



etc.).



They allow the heat and particles deposited in the core of



the discharge to be expelled towards the "exterior", namely the plasma facing components [21]. On the operational point of view, transport processes govern one of the fundamental parameters entering the performance of the discharge, namely the energy connement 21 −3 time τE , as given by the Lawson criterion nTi τE > 3.10 keV.s.m . Indeed, the characteristic time



τE



at which the plasma cools down when all heat sources are turned o



quanties the insulating performance of the magnetic conguration. In this framework, one aims at reducing the heat transport in the core plasma in order to maximise



τE .



Conversely, at the very periphery of the conguration (the so-called Scrape-O Layer or SOL), large transport is benecial to the plasma facing components: by spreading out the outward heat ux, it increases the wetted area, thus reducing the thermal constraints on the materials. Also, transport processes are essential to expel the Helium ashes created in the plasma core, where the fusion reactions occur. Indeed, large concentrations of



α-particles



would



lead to the dilution of the deuterium-tritium mixture in the plasma, thus reducing the available energy for the fusion reaction fuel. In the same spirit, the inward transport of impurities from the edge into the core plasma should be reduced as much as possible since they constitute a channel for power losses (dilution and/or radiation by heavy impurities). Last but not least, the transport of kinetic momentum turns out to play an important role as well, for two main reasons: on the one hand, large plasma rotation can prevent the onset of disruptive MHD instabilities such as resistive-wall modes or mode-mode locking processes (see the MHD lecture), and on the other hand, sheared plasma ows are known to back react on turbulence and reduce the turbulent transport level (see chapter 3).



1.2 Experimental analysis 1.2.1 Power balance Dans un tokamak, le transport de la chaleur peut être estimé expérimentalement. L'équation bilan assure que, à l'état stationnaire, la divergence du ux de chaleur associé à une es-



~q est égale aux sources de chaleur S , les chauages, W , positifs ou négatifs, moins les pertes du plasma par ~ ⊥ .~q = S + W − P . Les sources de chauage sont de trois ordres: ∇



pèce du plasma (ions ou électrons) plus les échanges entre espèces rayonnement



(i)



P:



le chauage dit ohmique, proportionnel au carré du courant plasma multiplié par sa



2



résistivité ;



2



(ii)



le chauage par injection de neutres rapides; et enn



(iii)



le chauage



La résistivité du plasma varie comme la température à la puissance −3/2, de sorte que l'ecacité de chauage ohmique diminue au fur et à mesure que la température augmente. La température varie
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par ondes électromagnétiques dont les fréquences sont choisies pour entrer en résonance avec certaines espèces de particules du plasma. Le calcul des prols de dépôt de puissance dans un tokamak n'est pas chose facile. C'est en général un processus non-linéaire qui gouverne l'absorption par le plasma des neutres rapides ou des ondes injectés. Connaissant la puissance injectée, des codes permettent néanmoins de prédire ces dépôts avec une précision acceptable. Le terme de pertes



P , limité à la région périphérique du plasma



où les processus atomiques et d'échange de charge sont actifs, est quant à lui accessible aux mesures. Les échanges entre espèces



W,



dûs aux collisions, sont souvent délicats à



obtenir. Ils sont souvent négligeables dans l'équation bilan de l'espèce qui reçoit l'essentiel des sources de chauage



S.



Figure 1.1: Experimental (symbols) and neoclassical estimate (dashed line) of the ion and electron heat diusivities in the tokamak Tore Supra.



Il est habituel de quantier le niveau de transport par un coecient de transport eectif,



χ⊥ , déduit de la loi de Fourier qui stipule que ~q est une fonction linéaire de la force ~ ⊥ T : ~q = −nχ⊥ ∇ ~ ⊥ T , n désignant la densité. Diérents diagnostics ∇



thermodynamique



permettant d'avoir accès aux prols de densité et de température, il est possible d'estimer expérimentalement la valeur de



χ⊥



pour les ions et les électrons du plasma. La gure 1.1



présente ces prols pour les ions et les électrons, comme mesurés dans un choc réalisé dans le tokamak Tore-Supra. On relève deux points importants:



•



The experimental transport coecients are of the order of a few square meter per second.



In Tore Supra, of minor radius



a ≈ 0.7m,



the corresponding energy



approximativement comme T ∝ (Ip2 τE /n)2/5 , où Ip désigne le courant plasma. Cette propriété limite en pratique la température maximale accessible par chauage ohmique à quelques keV avec des courants plasma de l'ordre du méga-Ampère.



1.2.
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connement time



•



τE



is of the order of



τE ≈ a2 /χ⊥ ≈ 0.5s.



These experimental values exceed by one or two orders of magnitude those coming from the neoclassical theory, which only accounts for the collisional transport. For this reason, transport in tokamaks is sometimes reported as "anormal", in the sense that it cannot be explained by the collisions alone. Conversely, the transport is governed by turbulence.



1.2.2 Scaling laws A useful empirical way to make predictions in terms of the energy connement time



τE



consists in deriving the best t (i.e. such that it minimizes the dispersion of the data points) of



τE



as measured in dierent tokamaks for various sets of physical parameters.



A power law is usually assumed, such that physical parameters



X



to the power



pX



τE



is expressed as the product of the various



(see g. 1.2). Such an exercise is made easier



with the help of a similarity principle, stating that a reduced number of dimensionless parameters plays a crucial role. More precisely:



•



3



Following Kadomtsev , one can number 8 dimensionless parameters for a given set of physical parameters for a pure e-i plasma, namely:



ν∗ = qR/λmfp ; ρ∗ = ρc /a ; A = R/a ; τ = Te /Ti ; q µ = me /mi ; N = ne λ3D



I II III Here,



ρc



R



and



a



β = 2µ0 p/B 2



(1.2) (1.3)



are the major and minor radius of the tokamak,



the Larmor radius,



λmfp



the mean free path,



the pressure, density and temperature,



B



λD



(1.1)



q



the safety factor,



the Debye length,



the magnetic eld, and



m



p, n



and



T



the mass. The



subscripts "e" and "i" refer to the electrons and to the ions, respectively. Most of the freedom in present day devices, with respect to ITER, comes from the rst set I. The collisionality



ν∗



measures the importance of the collisions in the plasma (λmf p



stands for the mean free path). over the connement length.



ρ∗



is the ratio of the typical size of turbulent eddies



Finally, the ratio



β



of the kinetic to the magnetic



pressure tells the importance of electromagnetic eects. II and III given, one then expects



ωc τE = F (ρ∗ , ν∗ , β) with



•



F



(1.4)



an arbitrary function.



The governing equations of tokamak plasmas (namely the Fokker-Planck equation coupled to the Maxwell equations, cf. chapter 3) exhibit scale invariance properties,



4



as detailed by Connor and Taylor in 1977 , which provide local relations among various physical parameters. Especially, if geometry, proles, and boundary conditions



3 4



B.B. Kadomtsev, "Tokamaks and dimensional analysis", Sov. J. Plasma Phys. 1 (1975) 295 J.W. Connor and J.B. Taylor, "Scaling laws for plasma connement", Nucl. Fusion 17 (1977) 1047
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are xed, and if the plasma is neutral, one expects:



χ = χB G(ρ∗ , ν∗ , β) G an arbitrary ρs cs = T /eB .



with



(1.5)



function and the Bohm transport coecient given by



χB =



β and ν∗ IT ER expected in ITER. Conversely, ρ∗ will be two to three times smaller in ITER (ρ∗ ≈ −3 2.10 ). Turbulence simulations indicate that the scaling law is gyroBohm for small Present day tokamaks already achieve, in separate experiments, the values of



enough values of



ρ∗ ,



meaning that



G(ρ∗ , ν∗ , β) = ρ∗ g(ν∗ , β).



In this case, the corre-



lation length and time scale respectively like ρi and R/vT i (the ion thermal velocity is vT i = (Ti /mi )1/2 ). The situation is less clear for β and collisionality parameters, certainly because of competing eects. Indeed, while collisions tend to stabilize certain instabilities (especially those driven by trapped electrons, due to collisional detrapping), they also damp large scale poloidal ows, namely zonal ows (cf. tribute to turbulence saturation. Also, the



β



chapter



??),



which con-



parameter controls both the compression of



magnetic surfaces, which is stabilizing, and the excitation of electromagnetic instabilities.



Figure 1.2: Example of scaling law for



τE



involving the experimental data of 11 fusion



devices in the world. The mean dispersion of the points, measured by the root means square error RMSE, is about 16%.



The most recent scaling law (called IPB(y,2)) for global connement time in the socalled H-mode (High connement regime of the plasma, characterized by steep density and pressure proles at the edge and reduced turbulence) reads in dimensionless form: ωc τE ∝ ρ−2.7 ν∗−0.01 β −0.9 . A gyroBohm scaling law based on collisionless electrostatic ∗ −3 turbulence predicts ωc τE ∝ ρ∗ . However, the strong dependence on β suggests that
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electromagnetic processes are important, either in turbulence itself or via MHD eects. This picture has radically changed recently following dedicated experiments in DIII-D −3 −0.35 −0.0 β . In such experiments, and JET, which lead to the expression: ωc τE ∝ ρ∗ ν∗ the proles of these dimensionless parameters were made homothetic, and not only the volume average values as for the multi-machine scaling law.



This new scaling is even



closer to the gyroBohm prediction and is consistent with electrostatic transport.



1.2.3 Transient experiments Obviously, reducing the complex turbulent dynamics to a single transverse diusivity



χ⊥



looks like an oversimplication.



Especially, should such a modelling be justied,



one would like to know the structural dependencies of this transport coecient. In this framework, alternative experiments to the power balance analysis (see section 1.2.1) allow one to get insight into the additional dependencies of the heuristic



χ⊥ .



Let's consider the



following simplied heat transport equation:



3 ∂t nT + ∇q = S 2 S



q the density, temperature and heat ux proles, respectively. Here , one will assume q = −nχ∇T , with the ∇ operator acting in the radial direction. The power balance analysis provides the magnitude of χ at R PB steady state, namely: χ = − n1 S dr/∇T . Such a relationship does not tell anything about the possible dependencies of χ with respect to the temperature and its gradient. represents all the sources and sinks, and



5



n, T ,



(1.6)



and



This information becomes available when perturbing the equilibrium state, namely when looking at q = qeq + q ˜, where qeq = −neq χP B Teq . Indeed, in the case of negligible density perturbations,



q˜ writes



at leading order:



q˜ = −χP B ∇T˜ − χ∇T ˜ eq neq   ∂χP B ∂χP B PB = − χ + ∇Teq ∇T˜ − ∇Teq T˜ ∂∇T ∂T | {z } | {z } χeff



Ueff



It appears that, in response to perturbations, the system exhibits both an eective diuand a pinch velocity Ueff , which capture the nonlinear behavior of the transport PB coecient χ . As an example, let's consider the kind of diusivity discussed in section sivity



χeff



1.3.2, exhibiting a critical temperature gradient for the onset of turbulent transport. As illustrated on gure 1.3, it is evident that the eective diusivity



χeff



in response to a



small perturbation can signicantly exceed the one estimated from the power balance, as soon as the temperature gradient exceeds the critical one.



5



The more general heuristic approach assumes that q is the sum of diusive and convective terms: q = −nχ∇T − nU T . Here, U is sometimes reported as the pinch velocity, in the sense that it leads to a central peaking of the prole as long as it is positive. All the results of this section can be extended to the case U 6= 0 without any additional complexity.
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PB Figure 1.3: Left: dierence between power balance diusivity χ⊥ and the one measured HP during heat pulse experiments χ⊥ . Right: example of transverse diusivity  like the PB one discussed in section 1.3.2  as measured from the power balance analysis (χ ) and HP from transient experiments (heat pulse diusivity χ ), as a function of the normalized temperature gradient.



Two classes of experimental scenarios can be envisaged in order to quantify both and



Ueff .



χeff



On the one hand, small transient perturbations can be applied to the plasma,



usually localized at the edge (for instance, one can cool down the plasma periphery by injecting a small amount of impurities which radiate at the edge, or by launching shallow pellets). On the other hand, the heat source can be modulated in time. Provided such a source is localized in radius, the parametric dependencies of the diusivity can be extracted from the properties of the heat pulse propagation. The latter type of experiments oers the advantage of allowing for Fourier analysis of the signal (cf.



the exercise in



section 1.4.2).



1.3 Transport modelling 1.3.1 Mixing length theory Une approche simple est souvent utilisée, basée sur la notion de longueur de mélange (ou "mixing length" en anglais).



Elle peut être vue comme une approximation servant de



fermeture à l'analyse quasi-linéaire.



Considérons par exemple le transport de particules. Le ux turbulent est donné par la moyenne du produit des uctuations de densité et de vitesse: estimer



n ˜



et



v˜r .



Γ = h˜ nv˜r i.



Il reste à



L'idée consiste supposer que la turbulence sature lorsque le gradient de



la densité d'équilibre



neq



est de l'ordre de celui des uctuations, soit:



1 n ˜ ≈ neq hk⊥ iLn



(1.7)



1.3.



hk⊥ i



où
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caractérise l'échelle transverse de la turbulence (certains auteurs prennent le



vecteur d'onde pour lequel le taux de croissance linéaire de l'instabilité considérée est −1 maximum) et Ln est la longueur du gradient d'équilibre. hk⊥ i est l'analogue de la longueur de mélange originellement introduite par Prandtl en mécanique des uides pour



v˜r



estimer les uctuations de la vitesse parallèle d'un jet turbulent. L'expression pour



se



déduit de la relation précédente et de l'équation de continuité linéarisée et moyennée sur les surfaces de ux. La conservation de la masse conduit à:



∂t n + ∇r (n.vr ) = 0.



Avec la



condition d'incompressibilité et l'hypothèse d'absence de vitesse d'équilibre, la linéarisation de l'équation de continuité s'écrit:



∂t n ˜ + v˜r ∇r (neq ) = 0.



v˜r ≈ γLn où



γ



On a donc nalement:



n ˜ neq



(1.8)



est le taux de croissance linéaire de l'instabilité. A partir des expressions précédentes



pour les uctuations, on montre alors que le ux turbulent est de nature diusive et prend pour forme:



Γ≈−



γ ∇⊥ neq hk⊥ i2



(1.9)



L'avantage de cette approche, fondée sur une analyse dimensionnelle, en constitue sa −2 faiblesse: le coecient de transport DM L ≡ γhk⊥ i ne dépend que des caractéristiques linéaires du système.



Il est donc calculable analytiquement, autorisant des prédictions



sur le niveau de transport, mais sa validité reste subordonnée à une comparaison à des simulations non-linéaires.



1.3.2 Critical gradient models The Mixing Length theory reveals powerful when deriving heuristic transport models for the analysis, and possibly the prediction, of the connement properties of experimental scenarios. Various models are tested throughout the world, but most of them rely on the following basic ideas:



•



Heat turbulent transport can be modelled by an eective diusion coecient



λ2c /τc ,



χ⊥ ≈



with and the correlation length and time to be determined. A pinch velocity



is sometimes added to the description. As far as particle transport is concerned, such an inward pinch already emerges from the quasi-linear theory.



•



The correlation length scales like the thermal ion Larmor radius ρi to a certain 1 µ power. Typically, λc scales like λc ∼ aρ∗ , with ρ∗ ≡ ρi /a. The case µ = 2 1/2 (λc ∼ (aρi ) ) is reminiscent of the Bohm scaling  usually characterized by radially elongated structures, while



•



µ = 1 (λc ∼ ρi ) is consistent with the gyroBohm scaling.



The correlation time is usually approximated by the inverse of the growth rate τc ≈ γ −1 . An important ingredient of the models consists in assuming that turbulence develops above a certain threshold only, namely that the instability growth rate c 6 takes the form : γ ≈ s (−R ∂r log T − κc ). Indeed, many instabilities in tokamaks R



6



The parenthesis is sometimes taken to a certain power σ , with usually σ = { 12 , 1}
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cs = {(Te + Ti )/mi }1/2 is the temperature gradient, and r stands for a



exhibit such a threshold (see e.g. section 5.3.2). Here, sound speed,



κc



is the normalized critical



label of the ux surface having the dimension of length.



7



Within these assumptions, the total diusivity can be given the following generic form :



χ⊥ = χs ρα∗ χB (−R∂r log T − κc )σ H(−R∂r log T − κc ) + χ0 with



χB = T /eB



(1.10)



α ≡ 2µ − 1 captures the scaling of scaling, while α = 1 corresponds to the



the so-called Bohm diusivity. Here,



the correlation length:



α=0



leads to the Bohm



gyro-Bohm scaling. The latter looks the most consistent with experimental data. The



H(x) = 1 if x > 0, and 0 otherwise) ensures that the turbulent trans-



Heaviside function (



port vanishes as soon as the temperature gradient becomes sub-critical. The factor



χs



quanties the stiness of the proles, i.e. their tendency to remain close to the instability threshold everywhere. Such a characteristics is indeed reported in various tokamaks, at least within some radial domain. Finally,



χ0



is governed by the background transport in



the absence of turbulence, i.e. essentially by collisions. The set of parameters governing



χ⊥ ,



eq.1.10, can be identied by analyzing experi-



ments where the heating source is modulated, as discussed in section 1.2.3. Both steady and modulated proles provide some information in this case. old



κc



Especially, the thresh-



can be determined with accuracy by using the change of slope that is observed



on the radial proles of amplitude and phase of modulated temperature (cf.



exercise



section 1.4.2). The drawback is obviously that this simplied model does not cover all the physics known from rst principles turbulence simulations. However, it oers many advantages. First, an interpretative analysis can be done in an ecient way, i.e. the parameters of this model can be directly identied from experimental results and compared in dierent plasma conditions or machines. Second, this transport model has analytical (or semi-analytical) solutions so that some exact results can be obtained and tested. In particular, quantitative conditions for getting sti proles can be derived.



Finally, it



provides an easy access to the scaling law of global connement.



1.3.3 Beyond the Mixing Length estimate Not surprisingly given its simplicity, and in spite of its undubitable success, the mixing length theory fails at covering important physical behaviors.



Especially, the following



points are most critical:



•



Similarly to 2-dimensional uid turbulence, tokamak plasma turbulence has the tendency for producing large scale structures: in the non-linear regime, the turbulent eddies can exhibit much larger characteristic sizes than the one predicted linearly, i.e. those for which the linear growth rate is maximum. This results from so-called



7



An additional multiplicative factor q ν , with q the safety factor and ν a given power, is sometimes added to the rst component of χ⊥ , to account for possible dependencies of the turbulent transport on the plasma current.
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inverse cascade



processes, where non-linear couplings tend to transfer energy from



the small towards the large scales (see Appendix D). In this case, the non-linear characteristics of the system cannot be easily derived from its linear properties.



•



In the framework of the inverse cascade processes, turbulence can generate large scale eddies which are constant on magnetic ux surfaces. These structures of the electric potential govern uctuations of the poloidal ow, the so-called



Zonal Flows



[20]. They are supposed to be driven by non-local interactions in the wave-vector space. Last but not least, they reduce the level of turbulent transport, possibly by shearing the turbulent vortices, hence reducing the turbulence correlation length.



•



Even in the absence of large scale MHD modes, tokamak plasmas are sometimes subject to large scale transport events, such that distant radial regions of the plasma can communicate very fast, much faster than diusive time scales. In this case, the locality assumption  which underlies the analysis in terms of diusion-like transport  is broken, as well as the scaling of the correlation length. Such processes have also been predicted theoretically from rst principle based models. They bear some analogy with the physics of avalanches and front propagation.



In order to account for this broad range of phenomena, reported in self-consistent non-linear simulations and observed experimentally, alternative reduced models are investigated, that cover both diusive and ballistic dynamics. They range from fractional



8



kinetics



or statistical models of turbulence



9



to multi-elds transport models



10



.



1.4 Exercises 1.4.1 Scale invariance and diusion equation The aim of the exercise is to solve the diusion equation using two methods: either the Fourier transform, or the invariance properties of the equation. For the sake of simplicity, let's consider the 1-dimensional case in cartesian geometry:



∂t n − D∂x2 n = 0 with



n(x, t)



the density, and



Question 1:



D



(1.11)



the constant diusion coecient.



Let's rst explore the route using the Fourier space.



Let



n ˆ (k, t)



be the



Fourier transform of the density, namely:



Z



+∞



n(x, t) = −∞ 8



dk



2π



n ˆ (k, t)eikx



(1.12)



See e.g.: Van Milligen 2004, Del Castillo Negrete 2005, Sanchez 2007 See e.g.: Kadomtsev 1965, Sagdeev-Galeev 1969, Choi 1974, Chen 1979, Gang 1995, Das-Kaw 1995, Itoh 1999, Kim 2003, Gurcan, Diamond-Hahm 2005 10 See e.g.: Newman 1998, Sarazin 2000, Tangri 2003, Hahm 2004, Waltz 2004, Naulin 2005, Gurcan 2006 9
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Consequently, the inverse Fourier transform writes: the equation satised by



n ˆ (k, t).



n ˆ (k, t) =



R +∞



n(x, t)e−ikx dx. Write n ˆ (k, t) of such



−∞ Derive the expression of the solutions



an equation. Conclude that the solutions of the diusion equation, eq.1.11, write in real space:



+∞



Z



 dk n ˆ (k, 0) exp −k 2 Dt + ikx 2π



n(x, t) = −∞



(1.13)



Question 2:



We will focus on cases such that the density is innitely localized at t = 0, n(x, t = 0) = N δ(x). What is the dimension of N ? Give the expression of the Fourier transform of n(x, t) at the initial time t = 0, namely n ˆ (k, 0). So as to solve eq.1.13 with n ˆ (k, 0) constant, an ecient change of variable is the following: √ x z = k Dt + i √ 4Dt namely



n(x, t),



In this case, what is the expression of the solution



eq.1.13? One is left with the



evaluation of the integral:



Z



+∞−iz0



exp −z 2



I≡







dz



−∞−iz0 where that



I



z0 = −ix/(4Dt)1/2 .



Using the integral expression of the Cauchy theorem



11



can be recast in the sum of three dierent integrals with distinct limits.



then that



I



reduces to:



Z



, show Show



+∞



exp −z 2



I= −∞



R +∞







dz



√



−z 2 π/2. Finally, conclude that the solutions of e dz = 0 eq.1.11, which are initially innitely localized at x = 0, read as follows: One recalls here the result:



N n(x, t) = √ exp 4πDt







−x2 4Dt







What is the magnitude of the density gradient in the limit



Question 3:



(1.14)



t → +∞?



Discuss the result.



The same exercise can be performed by using the invariance laws of the



α, which increase n → αn n. Rewrite



diusion equation, eq.1.11. To proceed, let's consider the scaling factors or decrease one quantity by a certain amount: eq.1.11 using these new variables



αX



αX X .



t → αt t, x → αx x



and



Equation 1.11 remains unchanged provided the



coecients are related. Give the relationship between



αx



and



αt



that leaves eq.1.11



invariant under this transform. In addition, provided there are no sources nor sinks at the boundary of the system, the total number of particles is conserved. How does this translate mathematically? Find the relation between



11



αx



and



αn



that keeps such a property invariant under the transform.



We recall here that the Cauchy theorem states that, whatever H a closed contour C , such that f (z) is analytic in and on C , then the integral of f over C is vanishing: C f (z)dz = 0. (Remark: the function f (z) is analytic provided it is continuous and derivable with respect to z ∈ C).
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Conclude that the general form of the solutions of eq.1.11, which keep this equation invariant under the transform



t → αt t, x → αx x



and



n → αn n,



and ensuring matter



conservation, reads:



A n(x, t) = √ F (ρ) t where



A



F (ρ) AF ?



is a constant, and



dimension of the product



Question 4:



x ρ≡ √ t



with



(1.15)



an arbitrary function to be determined. What is the



Incorporating eq.1.15 in the diusion equation, eq.1.11, show that



F (ρ)



fulls the following ordinary dierential equation: d(ρF ) dρ



+ 2D



2



F =0 dρ2



d



(1.16)



Give the general form of the solutions of this equation. solution



n(x, t)



Check that the corresponding



is equivalent to the one obtained in eq.1.14.



1.4.2 Analysis of heat pulse propagation Let's consider periodic in time (with frequency



ω)



heat source modulations



considers the simplied heat transport equation 1.6.



S˜.



One



Assuming that the uctuations



˜| develop much smaller spatial scales than the equilibrium (|∇ log T



 |∇ log Teq |),



and



that density uctuations are negligible, show that the temperature uctuations fulll the following linearized equation:



3 ˜ ∂t T − χeff ∇2 T˜ − Ueff ∇T˜ = S˜ 2 In Fourier space, the temperature uctuations write:



T˜ = Tˆ exp(iωt) + cc,



where



cc



denotes the complex conjugate. For the sake of simplicity, one considers a slab geometry, 2 such that ∇ = ∂x and ∇ = ∂xx . The source is assumed to be localized at x = 0. Outside the source, and neglecting the spatial variations of



χeff



and



Ueff ,



show that



Tˆ



is of the



form:



Tˆ = Tˆ+ eλ+ x + Tˆ− eλ− x 1/2 Ueff 1 2 with λ± = − ± Ueff + 6iωχeff 2χeff 2χeff Only one of the two branches is physically acceptable in each of the regions



x > 0.



x



vT > is the larger of the two thermal speeds, vT,s or vT,s0 .



One recovers the expression



derived in section 3.1.2, eq. 3.3.



3



We refer here to the isotropy of the Coulomb collision process, i.e. the fact that it is equally eective in all directions. In magnetized plasmas, the isotropy assumption breaks down as soon as the Debye length λD becomes equal or even larger than the Larmor radius ρc . As such, electron collisions are not isotropic. However, the corrections to the isotropic case are of the order of log(ρe /λDe ), which is close to unity.



44



CHAPTER 3.



COLLISIONAL TRANSPORT



3.2.2 Conservation laws and entropy production The Coulomb collisions operator



Css0



exhibits the following conservation properties, which



can be expressed in terms of its moments.



R



Its divergence form insures particle conservation: The rate at which the momentum of species



s



0



is given by the collisional friction force



F~ss0 ≡



sR



3 d ~ v



Css0 = 0.



is changed by collisions with species 3 d ~ v ms~v Css0 . Since the collisions are



elastic, momentum is separately conserved in each collision between pairs of particles, such that:



F~ss0 + F~s0 s = 0.



This implies



F~ss = 0



and



P ~ P ~ s Fs = ss0 Fss0 = 0.



0 The second moment of Css0 measures the energy exchange between species s and s : R 3 1 Wss0 ≡ d ~v 2 ms v 2 Css0 . It is measured in the lab frame. Again, energy conservation imposes the detailed balance Wss0 + Ws0 s = 0. Besides, while Vlasov equation keeps the entropy constant, collisions introduce dissipation in the system that should result in the increase of the entropy.



Actually, the



entropy density can be shown to increase. It writes:



s



d



dt



Z ≡−



d



3



~v (1 + ln fs ) ∂t fs = −



XZ



d



3



~v (1 + ln fs ) Css0



s,s0



The rst term vanishes by particle conservation. Using eq.3.9, the entropie density production writes explicitly: d



s



dt



= −



XZ



3 d ~ v



ln fs Css0



s,s0



 fs0 ∂fs fs ∂fs0 wss0 d − = − Uij ms ∂vj ms0 ∂vj 0 s,s0   ZZ X ∂ ln fs ∂ ln fs ∂ ln fs0 3 3 0 = ms wss0 d ~ v d ~v fs fs0 Uij − m m ms0 ∂vj 0 s ∂vi s ∂vj 0 s,s ZZ



X



3



∂ ~v d ~v ln fs ∂vi 3



0











(3.12)



after an integration by part. Obviously, the latter expression remains unchanged under 0 the simultaneous transformation s → s and ~ v → ~v 0 . One then uses the symmetry properties of the various terms under this transformation: of



ms wss0



is symmetric (cf. denition



wss0 , just after 3.9), while the last term (in parenthesis) is antisymmetric.



Hence, after



combining eq.3.12 with its interchanged version, one obtains:



s



1X ms wss0 = dt 2 s,s0



d



ZZ d



3



~v d3~v 0 fs fs0 Fi Uij Fj



where the following notation has been introduced:



Fi ≡



∂ ln fs ∂ ln fs0 − ms ∂vi ms0 ∂vi 0



(3.13)
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Recalling the structure of the tensor arbitrary vector



~F:



Uij ,



eq.3.10, it is then easy to show that, for any



 u2 δij − ui uj 1 1  2 2 ~ 2 2 Fi Uij Fj = Fi Fj = 3 Fi Fi u − Fi ui Fj uj = 3 F u − |F.~u| ≥ 0 u3 u u It follows from eq.3.13 that the entropy density increases with time. Collisions govern entropy production.



3.3 Neoclassical transport in tokamaks The neoclassical theory refers to the physics governed by binary collisions when accounting for the inhomogeneity of the magnetic eld,



i.e.



for trapped particles.



3.3.1 Three transport regimes Collisions generate some radial transport, although weak, in tokamaks. The statistical treatment of such Markovian dynamics leads to a diusive transport. The precise derivation of the transport coecients in the various collisional regimes can be found in the review paper [15]. In this section, we derive the expressions of the transport coecient in limit cases. The basic idea consists in determining the typical times



τ



and length steps



∆



that characterize the random walk motion in these regimes. The neoclassical diusion 2 coecient is then approximated by DN C ≈ ∆ /τ .



Weakly collisional regime (banana) Let us consider the case where trapped particles experience many bounce motions before ∗ becoming untrapped, namely when νeff  νb (also ν  1). The typical radial step of the random walk is the banana width ∆ ≈ δb , at the eective collision rate for trapped τ −1 ≈ νeff . Since only trapped particles contribute to this transport, the



particles:



diusion coecient has to be weighted by the fraction of trapped particles



Db ≈ ft δb2 νeff ≈ q 2 −3/2 ρ2c νc D0 = ρ2c νc is B = 5 Teslas.



(3.14)



15 keV, at a density 1020 m−3 and 1/2 For the electrons, it is smaller in the ratio (me /mi ) if the ion and electron



of the order of



10−3 m2 .s−1



ft :



for ions at



temperatures are equal. The "b" subscript reminds that such a regime is dominated by banana particles.



Strongly collisional regime (Prsch-Schlüter) The other limit is reached when the mean free path



`mf p ≈ vT /νc



becomes much smaller



than the typical parallel length Lk ≈ qR. This highly collisional regime corresponds ∗ −3/2 to ν   . It has been studied by Prsch and Schlüter, who gave it their names. In this case, trapped particles do not even bounce once, such that the vast majority



46



CHAPTER 3.



of particles are circulating.



The typical radial step



∆
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of the collisional random walk



vg ≈ (ρc /R) vT (eq.2.24) that pushes the passing particles away from a magnetic ux surface. Hence, ∆ is the distance between passing trajectories and ux surfaces in a typical parallel time: ∆ ≈ vd τk . The diusion coecient then 2 reads: DP S ≈ (ρc vT /R) τk . τk is the typical time interval between two collisions while



originates from the vertical drift



the particle moves in the parallel direction. It is governed by the parallel diusivity Dk ≈ vT2 /νc : τk ≈ L2k /Dk . Finally, DP S reads as follows:



DP S ≈ q 2 ρ2c νc As expected,



DP S



is independent of



(3.15)



, since trapped particles do not play any role in this



transport regime.



Intermediate regime (plateau) In the intermediate regime,



i.e.



when



νb < νc < vT /qR,



only the fraction



∼ νb /νeff



of



trapped particles is bouncing several times before becoming passing. These are contributing to radial transport, with the characteristic coecient



Dp ≈



Dp ≈ (νb /νeff ) Db :



qvT 2 ρ R c



Surprisingly, the transport coecient does not depend on the collision frequency in this regime.



Synthesis These various regimes are synthesized in the table below, as well as on g. 3.3.



Collisionality Weak



νeff  νb



Physics several bouncing



D⊥ (D0 ≡ ρ2c νc ) Db ' q 2 −3/2 D0



before untrapped Intermediate



νb  νc  vT /qR



Strong



vT /qR  νc



fraction



νb /νeff



Dp ' (qvT /R) ρ2c



of trapped



λlpm  Lk ⇒ vertical DP S ' q 2 D0 drift ∼ random walk



In controlled fusion plasmas, the neoclassical transport is in the weak collisional regime, but at the very edge where the temperature drops signicantly (down to a few tens of eV) and where neutral atoms enter the game. At mid radius in ITER, one expects the ∗ collisionality to be of order ν ≈, i.e. in the so-called banana regime. The neoclassical −2 2 −1 −3 2 −1 transport coecient is then Dneo,i ≈ 5.10 m s for the ions, and Dneo,e ≈ 10 m s for the electrons.
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Figure 3.3: Neoclassical diusion coecient as a function of the collisionality.



3.3.2 Fluid description The momentum balance equation provides the force balance equation when the system is at equilibrium,



i.e.



when the Lagrangian derivatives d/dt



~ ≡ ∂t + ~v .∇



are vanishing. The



neoclassical particle uxes derive from this equation:



~ + ~vs × B) ~ = ∇p ~ s + ∇.π ~ s+ ns es (E



X



ns ms νss0 (~vs − ~vs0 )



(3.16)



s0 The last term on the right hand side corresponds to the drag due to the other species, The expression of the stress tensor π s comes from the ∗ kinetic theory. It depends on the magnitude of the collisionality ν . The precise derivation moving at dierent velocities.



can be found in [15]. For what we are concerned, we only discuss the main results:



µs



where



Parallel component:



~ s ).~b = µs ns ms νs (∇.π



Toroidal component:



~ ~ =0 (∇.π). ∇ϕ



and



ks







∇r Ts vθs − ks es Bϕ



 (3.17) (3.18)



are neoclassical coecients. In the various collisional regimes,



µs



admits



the following expressions:



  Cb q−1/2 µs = C v /Rνs  p T CP S q Cb , Cp



and



CP S



Weak collisionality Intermediate collisionality Strong collisionality



(Plateau regime) (Prsch-Schlüter regime)



are constants. In the banana regime, the various constants are



Cb ≈ 2.24 ; 4



(Banana regime)



kD ≈ kT ≈ 1.17 ;



4



:



ke ≈ 1.48



These values correspond to a plasma with an eective charge Zeff of unity, e.g. for a DeuteriumTritium plasma where multiple charge species (e.g. Helium, impurities) remain negligible.
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The toroidal component of
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vanishes, eq.3.18, because the system is assumed ax-



isymmetrical. This result breaks down when the ripple is for instance accounted for.



Incorporating eqs.3.17 and 3.18 in eq.3.16 provides the radial, parallel and toroidal projections of the force balance equation:



∇r ps Er + vθs Bϕ − vϕs Bθ = en Xs s es ns Eind + es Γrs Bθ = ns ms νss0 (vϕs − vϕs0 )



(3.19) (3.20)



s0



 es ns Ek = µs ns ms νs



∇r Ts vθs − ks es Bϕ



 +



X



ns ms νss0 (vks − vks0 )



(3.21)



s0



The inductive electric eld (toroidal) is generated by a transformer eect, the plasma being the secondary. It is discussed in more detail in section 3.3.3. The radial particle uxes are



Γrs ≡ ns vrs .



In the limit



Bθ /Bϕ  1



like in tokamaks, the parallel direction is



mostly toroidal, such that the following simplications hold:



vk ≈ vϕ and Ek ≈ Eϕ = Eind .



Most of the neoclassical results can be derived from this set of three equations eqs.3.193.21.



Ambipolarity Subtracting eq.3.20 and eq.3.21 provides the expression of the radial uxes:



µs ns ms νs Γrs = − es Bθ







∇r Ts vθs − ks es Bϕ



 (3.22)



The neocalssical radial uxes are independent of the radial electric eld. Furthermore, they are



ambipolar, i.e. Γre = Γri .



This result simply derives from eq.3.20 once summed



over all species. The rst term on the left hand side vanishes due to the electro-neutrality constraint:



X



es ns = 0



s Also, the right hand side vanishes because of the action-reaction principle, stating that collisions do not generate any net toroidal momentum (indeed, these are elastic collisions):



X



ns ms νss0 (vϕs − vϕs0 ) = 0



ss0 Consequently, the neoclassical theory does not make any prediction for the magnitude of the radial electric eld. Indeed, the ambipolarity excludes any radial charge separation. Breaking the axisymmetry assumption (e.g. by invoking the magnetic ripple) allows one to alleviate such an indetermination.
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Ion poloidal rotation Summing eq.3.21 over all species yields the ion poloidal rotation. Indeed, the summation reduces to the rst term on the right hand side , and the electron contribution is negligible 1/2 1/2 since it is (me /mi ) smaller than the ion contribution (me νe /mi νi ≈ (me /mi )  1). The ion poloidal rotation only depends on the radial temperature gradient:



vθi = ki



∇r Ti ei Bϕ



(3.23)



The reason for the small level of neocalssical poloidal rotation is due to the friction between the passing particles and the trapped ones, which don't rotate poloidally. One consequence is that the ion radial ux eq.3.22 can only be evaluated from the electron one, by invoking the ambipolarity constraint.



3.3.3 The bootstrap current Long duration discharges, like those in ITER and in fusion reactor plants, face the crucial problem of the generation of the toroidal plasma current



5



. This current is essential to



the plasma connement in tokamaks, since generating the poloidal magnetic eld, and hereby the rotational transform. There are three main ways of driving such a current:



• Induction :



the plasma is the secondary of a transformer, the primary being the



Eϕ is induced in the Φ in the central (on the symmetry the transformer: Vloop ≡ 2πR Eϕ =



central solenoid, on the symmetry axis. An electromotive eld plasma by the time variation of the magnetic ux axis) solenoid, that constitutes the primary of dΦ/dt.



The stored magnetic ux remaining nite, such a technique necessarily



limits the time duration of the discharge. A rough estimate in ITER shows that, for a typical ux of



Φ ' 20 Weber, 20 s only.



a plasma current of the order of



1 MA



could be



generated during about



• Current drive :



some of the heating schemes can also be used for current drive



purposes. These are the neutral beam injection (injection of an almost mono-kinetic beam of neutralized ions at very large velocity as compared to the temperature of the target plasma. These fast particles heat the plasma by collisions) or radiofrequency injection (injection of electro-magnetic waves at the radio-frequency, that couple either to the ions or to the electrons). Unbalanced beams toroidally aligned in the former case, or a more complex physics in the latter case, can lead to some current generation. However, the overall eciency of such techniques is rather poor, the normalized ratio of the current drive to the heating power being of a few percent at most (the lower hybrid wave turns out to be the most ecient).



5



Such a diculty is absent in some alternative concepts such as stellerators (e.g. W7-AS under construction in Greifswald, Germany) or helical devices (e.g. Large Helical Device in Japan), where the whole magnetic eld, including its poloidal component, is entirely generated by external coils. One price to pay is the complex shape of such coils, that render their construction rather tricky.
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• Self-generation : the plasma itself can generate some toroidal current, known as the bootstrap current. As discussed in the following, such a property directly emerges from the existence of trapped particles, which transfer by collisions a net toroidal current to the passing particles when they become untrapped.



In view of maximizing the discharge duration in a tokamak conguration, one aims at optimizing scenarios so as to take benet of the self-generation of the plasma current. The simplied expression of the bootstrap current is rst derived from the uid equations, eqs.3.19-3.20.



Its derivation at hand is nally discussed, allowing for a rather simple



physical understanding.



Fluid derivation The expression of the toroidal plasma current derives from eq.3.19:



jϕ ≡ en(vϕi − vϕe ) =



∇r p Bϕ en(vθi − vθe ) − Bθ Bθ



(3.24)



e denotes the absolute value of the electronic charge, while p is the total pressure p = pi +pe . In the following, one considers plasma ions of charge Z and electrons ensuring the electroneutrality constraint: ne = Zni = n. The electron poloidal velocity is given Here,



by eq.3.21:



vθe =



 me νei  ∇r Te −1 enEind − jϕ − k e µe nme νe e eBϕ



Injecting this expression for the poloidal electron velocity, and that for the ions eq.3.23, into eq.3.24 yields the expression of the toroidal plasma current:



jϕ =



Zne2 1 ∇r p − n(ki ∇r Ti + ke ∇r Te )  Eind −  B ϕ Bθ 1 + Zµe Bθ me νe 1 + ZµBeϕBθ



The rst term on the right hand side is the inductive current, with govern by the electromotive eld



Eϕ .



η=



me νe Zne2



(3.25)







1+



Zµe Bθ Bϕ







,



The last term corresponds to the bootstrap current.



It is essentially proportional to the density gradient divided by the poloidal magnetic eld. In the banana regime, and in the limit of large aspect ratio tokamaks, Bϕ /Bθ µe Bθ /Bϕ = Cb 1/2 . In this case, the toroidal current reads approximately:



jϕ ' The square root of



e2 n T ∇r n − n(0.17∇r Ti + 0.48∇r Te ) Eind − Cb 1/2 me νe Bθ



= q/



and



(3.26)



 in front of the last term reminds that the bootstrap current is driven



by trapped particles.
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Physical understanding Figure 3.4 allows one to understand how trapped particles are likely to generate some toroidal current. Let us consider the projection on a poloidal cross-section of two banana orbits, labelled



A



and



B,



each one being tangent to the same magnetic ux surface. On



this magnetic surface, the trapped particles



A



and



B



have parallel velocities of opposite



signs, since they are tangent to the given ux surface with the "outer" or "inner" edge of their banana orbit, respectively. Such a property directly derives from the conservation of the third motion invariant, the toroidal kinetic momentum



Pϕ .



Then, let's assume



there exists some density gradient going from the right to the left, such that the density of particles



A



is larger than the one of particles



B.



It immediately follows that, when



both of these kinds of particles will become untrapped due to collisions, they will transfer a



net toroidal momentum



to the passing particles.



This corresponds to the bootstrap



current.



Figure 3.4: Trajectories of two trapped particles in the poloidal cross-section. The arrows indicate the direction of their motion in the parallel direction, as imposed by the invariance of



Pϕ .



The 2 inserts details the physics at work in the generation of the bootstrap



current (right) and of the Ware inward pinch velocity (left).



One can then estimate the magnitude of the electromotive force to such a toroidal momentum



pk .



Fem



corresponding



Since the parallel momentum of trapped particles



6



is almost vanishing when averaged over their banana orbit , it only becomes non zero when transferred to the passing particles. Therefore, the eective frequency trapped particles become circulating ones enters the expression of of the super-density



6



δn



of particles



A



with regard to particles



B,



νeff



at which



Fem : Fem is the product times the local parallel



Strictly speaking, there remains a non vanishing average component of the trapped particle parallel momentum: it results from the slow precession of the banana orbit in the toroidal direction, at the frequency ωd .
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pk carried by particles A, times the eective collision frequency νeff ≈ νc /2: Fem = δn νeff pk . δn is simply the radial density gradient of trapped particles times the distance between the orbits of particles A and B , approximated to the width of a banana −1/2 orbit δb ≈ 2q ρc : δn ≈ ft δb ∇n. √ The parallel momentum is governed by the rule for trapped particles: pk ≡ mvk ≈ m 2 v⊥ . In the limit of large aspect ratio, where Bϕ /Bθ = q/, and taking the thermal speed (T /m)1/2 for the transverse velocity, one momentum



nds:



Fem =



2m 1/2 T ∇r n  νc e Bθ



(3.27)



We recall that this force is transferred to the passing particles via collisions. The resulting parallel current is essentially carried by the electrons, due to their low inertia:



mnvk νc ≈ −m(jk /e)νc .



Fem =



Equating these two expressions yields an approximate magnitude



for the bootstrap current:



jbs ≈ jke = −21/2



T ∇r n Bθ



(3.28)



This approximate expression qualitatively agrees with the previous result, eq.3.25. Especially, one recovers the main dependencies, namely that the bootstrap current is proportional to the pressure gradient divided by the poloidal magnetic eld. The square root of







recalls that this current originates from the trapped particles.



3.3.4 Neoclassical inward pinch La théorie néoclassique prédit l'existence d'un transport radial de particules dirigé vers l'axe magnétique du tore.



Ce transport se fait avec une vitesse dite de pincement car



elle contribue au piquage des prols de densité. Elle porte le nom du théoricien qui en a découvert l'existence en 1970: le "Ware pinch".



Dérivation uide Comme nous l'avons déjà mentionné, le transport radial néoclassique de particules est ambipolaire:



Γre = Γri .



L'équation 3.20 appliquée aux électrons donne l'expression de ce



ux en fonction du courant toroïdal:



Γr = En remplaçant



jϕ



Eind me νe jϕ − n 2 e Bθ Bθ



par son expression donnée par l'équation



??, on obtient nalement:



mν ∇ p − n(ki ∇r Ti + ke ∇r Te )  e e  r Bθ e2 Bθ 1 + µBe Bϕθ " # 1 Eind − 1− n µe B θ Bθ 1 + Bϕ



Γr = −



(3.29)



Le premier terme, opposé au gradient de pression, est le ux diusif néoclassique. second terme, proportionnel à la densité



n,



Le



est négatif et donc dirigé vers l'axe mag-



nétique du tore. Il correspond au ux de particules convectées avec une vitesse radiale
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proportionnelle à



Eind /Bθ .
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C'est la vitesse de pincement dérivée par Ware.



Dans le cas de surfaces magnétiques à section circulaire concentrique, et dans la limite de grands rapports d'aspect, la valeur approchée du ux radial néoclassique s'écrit dans le régime banane:



Γr ' −



Eind me νe T ∇r n − n(0.17∇r Ti + 0.48∇r Te ) − Cb 1/2 n 2 e Bθ Bθ Bθ



1/2 Le coecient  rend compte du fait que seules les particules piégées, de fraction fp ≈ 1/2  , contribuent à ce transport radial entrant. La gure 3.4 donne une image de ce mécanisme, qui est détaillé dans le paragraphe qui suit.



Explication "avec les mains" L'apparition d'une vitesse de convection radiale dirigée vers l'intérieur pour les particules piégées se comprend assez bien si l'on considère la conservation du troisième invariant le ment de la trajectoire, là où la vitesse parallèle



Pϕ , eq.2.34. Au point θ0 de rebrousses'annule, Pϕ se réduit au ux poloïdal:



Pϕ (θ0 ) = eψ .



s'écrit:



long de la trajectoire, le moment cinétique toroïdal En ce point, la conservation de



M



= e∂t ψ + evr ∇r ψ = 0 dt θ 0



dP ϕ 



Le premier terme s'exprime également en fonction du champ électrique toroïdal



Eϕ :



∂t ψ = R ∂t Aϕ = −REϕ , en utilisant Maxwell-Faraday. Le deuxième terme s'écrit quant à lui: ∇r ψ = −RBθ . On en déduit alors l'existence d'une vitesse radiale non nulle: vr ≈ −Eϕ /Bθ On retrouve le résultat obtenu précédemment: les particules piégées subissent une dérive



7



radiale, dirigée vers l'intérieur du plasma , et proportionnelle au rapport du champ élec-



8



trique induit sur le champ magnétique poloïdal . Comme la tension par tour est de −1 l'ordre du Volt (Eϕ ≈ 1/(2πR) ≈ 0.05Vm ), et que Bθ vaut environ un dixième du −1 −1 champ toroïdal (Bθ ≈ 0.3T), cette vitesse reste de faible amplitude: vr ≈ 10 ms .



7



On remarque pour cela que, le champ poloïdal étant généré par le champ électromoteur Eϕ , le rapport Eϕ /Bθ est positif. 8 Il ne faut pas confondre cette vitesse avec la composante radiale de la dérive électrique. Cette dernière, proportionnelle à vEr = −Eϕ Bθ /B 2 en l'absence de champ électrique poloïdal, est bien plus petite, dans un rapport (Bθ /B)2 ≈ (/q)2  1.
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3.4 Exercises 3.4.1 Derivation of the collision operator In section 3.2, the calculation of the binary collision operator was left as an exercise. The aim here is to compute the following integral, appearing in eq.3.8:



Z Cik ≡



d



3



∆~p



∆pi ∆pk Γ(~p, p~ 0 ; ∆~p) 2



(3.30)



∆pi the change of kinetic momentum in the i-direction due to the binary collision, and Γ(~ p, p~ 0 ; ∆~p) the probability that the two particles of initial momenta p~ and p~ 0 , respectively, exchange the kinetic momentum ∆~ p. Details of this calculation are due to with



9



Landau . Only weak collisions are considered, such that the change of kinetic momentum re∆~p  p~, p~ 0 . Let



mains small with respect to the initial momentum of both particles: ~u = ~v − ~v 0 ≡ u~ex be the relative velocity of the two colliding particles



es



and



es0 ,



which



denes the direction ~ ex . The ~ ey direction, orthogonal to ~ ex , is along the impact parameter



ρ~: ρ~ ≡ ρ~ey .



Finally,



(~ex ,~ey ,~ez )



constitutes a direct set of coordinates (see g.3.5).



Figure 3.5: Left: schematic view of one binary collision. Right: interaction of one particle with several others.



Question 1:



Explain why



∆py



is the only signicant component of momentum change



to be evaluated. Using the fundamental relation of dynamics, show that:



Z



∞



∆py = −



 ∂y



−∞ where of



u, t



r



 dt



is the distance between the two charges. Give the expression of



and



y(t).



Conclude that



∆py



r(t) as a function



can be approximated by:



es es0 ρ ∆py ' − ε0 9



es es0 ε0 r(t)



Z



∞



−∞



dt



(ρ2



+ u2 t2 )3/2



(3.31)



L.D. Landau, "The transport equation in the case of Coulomb interactions", Phys. Z. Sowjet. 10 (1936) 154.
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y



For this purpose, one will approximate



ρ at each time (this results from the assump-



by



|∆~p|  |~p|).



tion



Question 2:



make the change of variable



τ ≡ tan θ.



τ ≡ ut/ρ.



Given the fact that



∆~p



and



ρ~



eq.3.31. To proceed, let's rst



Then, let's introduce the new variable θ such that = (1 + tan2 θ)dθ = dθ/ cos2 θ, show that:



Remembering that d(tan θ)



∆py '



i-direction



∆py ,



Let's derive the explicit expression of



2es es0 ε0 ρu



(3.32)



share the same direction, the change of momentum in the



writes for an arbitrary set of coordinates:



2es es0 ρi ε0 ρ2 u



∆pi '



Question 3:



(3.33)



Show that, for dimensional reasons, d



3



∆~p Γ



is in cubic meter per second.



As a matter of fact, it can be understood as the number of collisions in the unit volume 3 per unit time. It can be written: d ∆~ p Γ = uρdρdϕ, with the notations of g.3.5. Show that



Cik



then reads:



Z



2π



Cik =



Z



dϕ



ρ dρ



0 Let



~u



x direction. and Czz , with:



be again along the



are vanishing but



Cyy



∞



0



2e2s e2s0 ρi ρk ε20 ρ4 u



Explain why all the components of the matrix



Cyy = Czz



2πe2s e2s0 = ε20 u



The integral diverges at both limits, namely for



Z



dρ



ρ=0



(3.34)



ρ and for



C



ρ → ∞.



Actually, such



limits are not acceptable for physical reasons as well, as discussed in section 3.1.2. The lower boundary is replaced by the minimal distance of approach ρmin = es es0 /ε0 T , while 1/2 the Debye length ρmax = λD = (ε0 T /es es0 n) provides the upper boundary. In this framework, Conclude that the two non-zero matrix coecients are:



Cyy = Czz =



2πe2s e2s0 ln(nλD ) ε20 u



The logarithm is known as the Coulomb logarithm, usually in the range



(3.35)



10 − 20.



Such an



expression can be recast in the tensorial form in the case of an arbitrary choice of axes, namely:



Cik = with



Λ ≡ nλD .



2πe2s e2s0 ln Λ u2 δik − ui uk ε20 u3



One then recovers the expression given in eq.3.9.



(3.36)
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Chapter 4 From uctuations to transport 4.1 Plasma response to electromagnetic uctuations Predicting the turbulent transport level in fusion plasmas consists in solving self consistently the dynamics of both particles and waves, namely the uctuations of the electromagnetic potentials



δφ



and



~. δA



The rst part of the loop is well dened: the Maxwell



equations relate the electromagnetic eld to the charge and current densities of the particles.



As far as the plasma response to these elds is concerned, three main levels of



descriptions can be distinguished. From the most complex to the simplest one, they are:



•



Particle description:



each individual



i



particle trajectory in fusion magnetized



1



~+ plasmas is governed by the fundamental equation of dynamics mi d~ vi /dt = ei (E 23 ~ ~vi × B). Tracking the trajectory of the 10 particles in Iter appears totaly out of reach, and absolutely unnecessary.



•



Kinetic description:



a more reasonable way consists in solving the Vlasov (or



Fokker-Planck if collisions are retained) equation, eq.5.40. The number of degree of freedom is



a priori



6 per plasma species, namely electrons, main ions and impurities.



This number can be further reduced by considering the adiabatic limit (see section 2.2.1).



When averaging over the fast cyclotron time scales, the phase space is



reduced down to 5 dimensions, with the result that the magnetic moment



µ becomes



a motion invariant. This corresponds to the so-called gyro-kinetic theory.



•



Fluid description:



the last description relies on the so-called moments of the



distribution function, obtained by considering the velocity integral of by the velocity to a certain power.



f,



weighted



This route is even more tractable than the



gyro-kinetic approach, since the number of degree of freedom is now 3 per plasma species. However, it suers from critical drawbacks. Indeed, the uid description cannot properly account for the interactions between waves and particles, as long as they are resonant in the velocity space (see section 4.1.4). This reveals especially



1



The gravitational force acting on ions and electrons is completely negligible as compared to the ~ ≈ |~g |ρs /vs2 ∼ Laplace force in hot magnetized plasmas with B of the order of a few Tesla: |ms~g /(es~v × B)| −12 −17 10 for ions, and ∼ 10 for electrons. 57
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crucial for hot plasmas, where collisions remain negligible.



In the same spirit,



uid equations hardly account for the various classes of particles, namely trapped, passing and supra-thermal (e.g. Helium ashes) particles. Also, the innite hierarchy of uid equations requires some closure assumption to be truncated. Such a closure problem remains an open issue in almost collisionless plasmas, characterized by very large mean free path. Given the large numerical resources required by the gyro-kinetic approach, the uid description still remains of valuable interest.



Beside, comparison between gyro-kinetic



and uid simulations of turbulent transport will allow for the improvement of present uid closures.



4.1.1 Test particle transport Fusion plasmas are subject to uctuations of the electromagnetic elds,



~ and B ~. E



One can



wonder how much transport such uctuations are likely to govern. Let us consider testparticles,



i.e.



particles sensitive to the elds without back reacting on them. Obviously,



the self consistent treatment of the problem would require both transport equations governing plasma dynamics and Maxwell equations coupling the elds to the particle charge and current densities. Test-particles play the role of tracers, such as light impurities. Let us rst consider elecrostatic uctuations, g. 4.1. 2.2.1, the electric eld gives rise to the electric



As already shown in section



2 ~ × B)/B ~ drift ~ v E = (E ,



transverse to the



magnetic eld lines. The uctuations along the radial direction depend on the poloidal electric component:



v˜Er ∼ E˜θ /B .



In the case the characteristic correlation length of the



uctuations is much smaller than the connement region, the induced transport can be approximated by a diusive process, of typical electrostatic coecient



χES :



χES ≈ h|˜ vEr |2 i τc The brackets stand for the statistical average of the uctuations. Here,



τc



measures the



correlation time of turbulence. While drifting radially and poloidally, the test particles are also moving rapidly in the parallel direction. Therefore, of the parallel correlation length



λkc



τc



can be viewed as the ratio



of turbulence over the parallel velocity.



λkc



stands



for the Lagrangian correlation length of the uctuations. The transport coecient then reads:



χES The smaller



vk , the larger χES .



 2  λ kc ˜ ≈ Eθ /B vk



(4.1)



In this framework, the electrostatic transport is expected



to be governed by the ions. Indeed, taking the thermal speed for 1/2 for ions than for electrons in the ratio (mi Te /me Ti )  1.



vk , χES



is much larger



The same reasoning can be applied to a magnetic turbulence. Consider uctuations of the radial component of



~: B ˜r . B



The particle parallel motion, parallel to the



magnetic eld, then exhibits a radial component of the order



˜r /B) vk , v˜r ≈ (B



total



g. 4.1.
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Figure 4.1: Left: Test particle trajectory in turbulent electrostatic eld. To rst order, the particle follows the iso-potential lines. Right: radial component of the parallel velocity of test-particles in the presence of electromagnetic uctuations.



Within the same hypothesis as previously regarding the correlation length, the resulting transverse transport coecient



Conversely to



χES , χM



χM



reads:



χM



 2  ˜ ≈ Br /B λkc vk



(4.2)



is proportional to the parallel velocity. Therefore, in the case of



magnetic uctuations, electrons are expected to dominate the transport. Let us now quantify these transport coecients from what we know about tokamak fusion plasmas. Fluctuations exhibit very large parallel correlation lengths as compared to their transverse one. While the former is of the order of a parallel connection length



~. λkc ≈ πqR ≈ 30m, turbulence develops at the scale of a few Larmor radii transverse to B The poloidal wave vector is typically kθ ρi ≈ 0.3. Approximating vk to the thermal speed vT = (T /m)1/2 , one obtains vki ∼ 105 m s−1 for ions and vke ∼ 107 m s−1 for electrons at T = 10keV. The electrostatic coecient eq.4.1 can be recast in terms of the uctuations ˜ i |. Taking vki (resp. vke ) to ˜θ /B| = (kθ ρi )vT i |eφ/T of the electric potential, namely |E evaluate χES (resp. χM ), one obtains:   ˜ 2 4 χES ≈ 10 m2 s−1 eφ/Ti  2  ˜ 8 χM ≈ 10 m2 s−1 Br /B Normalized uctuations of the electric potential of the order of one percent, and of the −4 radial magnetic eld of the order of 10 , are sucient to lead to transport coecients of 2 −1 the order of 1m s , as observed experimentally. As far as electrostatic perturbations are concerned, this magnitude is indeed reported in tokamak plasmas. They can even reach about



50% at the very edge of the discharge.



Radar techniques are employed in the center
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 such as reectometry measurements, while probes  such as Langmuir probes  reveal very ecient at the edge. Magnetic uctuations are somewhat harder to diagnose. Such faint uctuations are further damped before reaching the edge region where they could be measured by means of Mirnov coils. As a matter of fact, the role of small scale magnetic uctuations in governing signicant turbulent transport remains a matter of debate. To summarize, the level and main characteristics of electromagnetic turbulence in tokamak plasmas look consistent with the magnitude of heat transport reported experimentally.



However, several fundamental points still remain unaddressed by the test



particle approach: what kind of dynamics exhibits the turbulent transport when collective eects are accounted for? Can we reproduce present day observations in terms of connement properties and predict the level of transport in next step devices such as ITER? What level of description of the plasma response to electromagnetic uctuations is to be retained? Finally, is there a way to control  at least partly  the turbulent transport at low cost? These open questions constitute the forefront of the actual research in fusion physics.



4.1.2 Brief description of the gyrokinetic theory 4.1.3 Fluid drifts The uid description of the plasma can also be performed within the adiabatic framework. In this case, two equivalent approaches can be adopted: either starting from the adiabatic limit of the Vlasov equation, namely the so-called gyrokinetic equation, or starting from Vlasov and computing the uid velocity drifts by perturbation theory. Of course, both approaches lead to the same result. We will adopt the latter one in the following. Within the adiabatic limit detailed in section 2.2.1, the transverse uid velocity can be estimated by means of the perturbation theory. Let us expand the small parameter



~u⊥



~u⊥



according to



 = ω/ωc  1: (0)



(1)



(2)



~u⊥ = ~u⊥ +  ~u⊥ + 2 ~u⊥ + ... where



(0)



~u⊥



(0) (0) ~ . At the next order of ms d~u⊥ /dt ≡ es~u⊥ × B ~ + ~u(1) × B) ~ = ∇p ~ s . At rst remain in eq.2.14: ns es (E ⊥



denotes the cyclotron motion



the development, three terms only order, the uid drifts then read:



(1)



~u⊥ ≡ ~uE + ~u∗s = The rst component, the



~ × ∇p ~ s ~ ×B ~ B E + B2 ns es B 2



electric drift ~uE ,



is also a particle drift.



(4.3)



The latter one is



not, since it depends on the pressure, which is a uid quantity only. It is known as the diamagnetic drift ~u∗s . It is the same order of magnitude for ions and electrons. Since it depends on the charge of the species, it carries transverse current. The Lorentz force
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issued from the diamagnetic current, mainly poloidal, balances the pressure gradient of the plasma. It ensures the magnetohydrodynamical (MHD) equilibrium of tokamak plasmas. The divergence of the diamagnetic current can be shown to equal that of the curvature and grad-B particle drifts, eq.2.24.



(1) The second order drift velocity results from the incomplete balance between d~ u⊥ /dt and the divergence of the stress tensor



~ π ¯s . ∇.



Since involving collisional terms via



¯s , π



its



derivation is beyond the scope of the present lecture. A simplied derivation can be found in the appendix A. In the case of an electrostatic problem, the so-called reads:



(2)



~u⊥ ≡ ~upol, s = −



polarization drift



i ms h ∗ ~ ~ ∂ + (~ u + ~ u ). ∇ ∇⊥ φ t E s es B 2



(4.4)



It is straightforward to check that the polarization drift is indeed smaller than the electric



ω/ωc , where ω stands for the rate of variation of the rst order drift ~upol, s is proportional to the mass, the polarization current, transverse to



drift in the ratio velocities. Since



the eld lines, is dominated by the ions. Whenever the hypotheses of the adiabatic theory are fullled, e.g.



when studying



the low frequency turbulence, the transverse uid motion is approximated by the uid drifts, eqs.4.3-4.4.



The parallel motion is resolved using the parallel projection of the



momentum conservation law, eq.2.14.



4.1.4 Resonance and Landau damping The uid and kinetic (or gyrokinetic) descriptions of the plasma are not fully equivalent. Especially, in the case where the plasma collisionality remains weak, the plasma charged particles can generate waves  the so-called



collective eects



 which interact resonantly



with the particles. As will be discussed here, these resonant interactions take place in the velocity space. As such, they cannot be accounted for by uid models. This results in signicant dierences between both approaches, which will be illustrated in section 5.3.3. Though, some eort is devoted to look for uid closures that would partly reproduce some of these important and specic kinetic properties.



2



Following the pioneering work of Landau on the subject in 1946 , let's consider the collisionless dynamics of non relativistic electrons, embedded in a strong uniform magnetic eld. The problem is assumed to be electrostatic, and the ions are at rest with a density



n0 .



The electron distribution function



f



and the electric potential



φ



then compose a self



consistent system governed by the Vlasov and Poisson equations:



∂τ f + v ∂x f + ∂x φ ∂v f = 0 Z +∞ 2 ∂x φ = f dv − 1



(4.5)



−∞ 2



L.D. Landau (1946), "On the vibrations of the electronic plasma", in "Collected papers of L.D.Landau", D. Ter Haar Editor, Pergamon Press, 1965, 61, p.445
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Here, the radial position r along the magnetic eld is normalized to the Debye length x ≡ r/λD = r/(0 T /ne e2 )1/2 , while time t is normalized to the inverse of the electron plasma



τ ≡ ωpe t =vT e t/λD . Consistently, the velocity is normalized to the thermal = (Te /me )1/2 : v =v/vT e . Also, the distribution function is normalized to vT e /ne (f → f vT e /ne ), and the electric potential Φ to Te /e: φ = eΦ/Te . The problem is two-dimensional in phase space (x, v). We will focuss on the linear characteristics of the frequency



velocity vT e



system 4.5.



The dispersion relation Let us consider perturbations around a given stationary equilibrium, characterized by a vanishing electric eld,



φeq = 0.



Vlasov constrains the equilibrium distribution function



feq (v). The total distribution function f (x, v, t) then f (x, v, t) = feq (v) + f˜(x, v, t), with hf˜i = 0 by denition. Here, the



to depend on the velocity only: takes the form:



brackets refer to time and space averages.



f˜  feq , the non linear term can be linearized and ˜ ∂v f˜ being of the second order. At leading linearity ∂x φ



In the limit of small perturbations restricted to



∂x φ˜ ∂v feq



 the non



order, the system 4.5 then reduces to:



∂τ f˜ + v ∂x f˜ + ∂x φ˜ ∂v feq = 0 Z +∞ 2˜ ∂x φ = f˜dv



(4.6)



−∞ Consistently with the hypothesis equal to



φeq = 0,



feq



Since the system 4.6 is linear and form



the electron and ion equilibrium densities are



n0 .



exp{i(kx−ωt)} are eigenvectors



3



depends on the velocity only, plane waves of the



. For such waves, the linearized system transforms



into:



−i(ω − kv)fˆk,ω + ik φˆk,ω ∂v feq = 0 Z +∞ 2ˆ fˆk,ω dv −k φk,ω = −∞ Combining these two equations leads to the dispersion relation:



Z



+∞



ε(k, ω) = k + −∞



∂v feq dv = 0 ω − kv



(4.7)



The crucial breakthrough of Landau was to remark that such an integro-dierential dispersion relation was only dened for



3



ωi ≡ Im(ω) strictly positive a priori.



Indeed,



ωi > 0



Rigorously speaking, plane waves are not physically acceptable solutions, since they carry innite energy. Landau rst introduced the concept of causality in this problem, by noticing that the waves should vanish at t → −∞. In this framework, Laplace transform in time should be preferred. However, such a change does not modify the dispersion relation. The rigorous treatment can be found, for instance, in the original paper by Landau (1946).
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ensures that the wave ity principle.



exp{i(kx − ωt)} vanishes at t → −∞, consistently with the causal-



Extending the validity of such a relation into the whole complex plane



analytic continuation. Indeed, the integral is not dened when ω crosses the ωi = 0), since the integrand exhibits a singularity for the resonant ω = kv [11]. As we will see hereafter, such a constraint leads to fundamental



requires an



real axis (i.e. when condition



physical processes, at least in the linear regime.



The analytic continuation issue 4



This paragraph rst recalls some basic properties of analytic functions , with the aim of understanding the way the analytic continuation is performed. First notice that the integrand in eq.4.7 is analytic within the upper half of the complex plane, since there is no pole. The theory of analytic function states that such an integral is analytically continued if the pole does not cross the contour of integration. Therefore, the analytic continuation consists in deforming the contour of integration so as to leave the pole outside of the domain. In this framework, two main properties are used:



•



F (z) is analytic within F (z)dz = 0. Such a theorem C



Cauchy's theorem states that, if the complex plane, then



R



the closed contour



C



in



allows one to recast the



velocity integral along the real axis (eq. 4.7) as an integral in the complex plane.



•



If



R P N singularities zj within C , then C F (z)dz = 2iπ N j=1 Res{F (zj )}, Res{F (zj )} denotes the residue at zj . Here is estimated the impact of encir-



F (z)



where



has



cling the pole when deforming the contour. Since the integral is performed on the velocity the sign of the wave vector



k.



v,



the choice of the contour depends on



Details of the treatment can be found in various books



(see for instance [12]). The result can be formulated in such a way that the dispersion relation eq. 4.7 remains valid for all



ε(k, ω) = k + P



Z



k



+∞



−∞ where



P



R



and whatever



ω



in the whole complex plane:



iπ ∂v feq dv − ∂v feq |v=ω/k = 0 ω − kv |k|



(4.8)



stands for the principal part of the integral, namely:



P



Z



+∞



−∞



dx



x − x0



Z



x0 −



≡ lim →0



−∞



dx



x − x0



Z



+∞



+ x0 +



dx







x − x0



The imaginary part of the dispersion relation accounts for the resonance. Such an expression can be understood as follows: it is equivalent to saying that the denominator of the



4



F (z), with z ∈ C, is an analytic function within the closed contour C in the complex plane if it is derivable whatever z in and on C . We recall that the derivative of any function of a complex argument is dened as: dF (z)/dz ≡ lim|h|→0 {F (z0 + h) − F (z0 )}/|h|, with h ∈ C. Therefore, the derivative at z0 should not depend on the direction one approaches z0 in the complex plane.
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ω − kv + i,



with
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>0



in agreement with the causality principle.



Let us notice the following relationship :



Z



+∞



lim →0



−∞



g(x) dx = P x + i



Z



+∞



−∞



g(x) dx − iπ sign() x



Z



+∞



g(x)δ(x)dx



(4.9)



−∞



for any analytic function g(x). Eq.4.8 can then be recovered by remembering that δ(ω − kv) = |k|−1 δ(ω/k − v). Such an expression makes explicit the analytic continuation of the integral of eq.4.7.



Landau damping As we will discuss here, the correct treatment of the pole (or "resonance" when adopting the physicist point of view) ω = kv in the dispersion relation eq.4.8, leading to the imag−1 inary term εi ≡ π|k| ∂v feq |v=ω/k , governs an important peace of physics.



ω = ωr + iωi , such that ωi  ωr , are solutions latter assumption can be checked a posteriori. In



Let us assume that complex frequencies of the dispersion relation eq.4.8. This this case,



ε(k, ω)



can then be Taylor expanded as a function of this small parameter. At



rst order, and denoting



ε = εr + iεi ,



this leads to:



  ∂εr (k, ω) ∂εi (k, ω) + i εi (k, ωr ) + ωi =0 ε(k, ω) ≈ εr (k, ωr ) − ωi ∂ω ωr ∂ω ωr Besides, the imaginary part of the dispersion relation Taking the limit



εi  εr ,



ωi = − while



ωr



εi



is smaller than the real part



εr .



the previous equation reduces to:



is given by the implicit equation



εi (k, ω) ∂ω εr (k, ω)|ωr εr (k, ωr ) = 0.



The imaginary part



ωi



turns out



to vanish in the absence of the imaginary part of the dispersion relation εi , namely of the −1/2 resonance condition. In the case feq is the Maxwellian feq = (2π) exp(−v 2 /2), ωr is R +∞ −v2 /2 given by k − ve /(ωr − kv) dv = 0. The imaginary part ωi becomes: −∞



P



r   π ωr 1 1  ωr 2 γL = − exp − R +∞ ve−v2 /2 2 k|k| 2 k P −∞ (ωr −kv)2 dv R +∞



2 v e−v /2 /(ωr − kv)2 dv has the sign of ωr /k . Therefore, γL −∞ It is known as the Landau damping. Waves are damped away by



It is easy to show that is always negative.



P



transferring energy to the particles. Such a mechanism is detailed in section



5



(4.10)



?? in the



Such a relationship becomes apparent when multiplying both numerator and denominator by the complex conjugate (x − i): (x + i)−1 = x/(x2 + 2 ) − i/(x2 + 2 ). The rst term leads to the principal part, while the second one is a Lorentzian that tends to a Dirac function when  tends to zero. Notice that the Lorentzian's width at half the maximum, equal to −1 , is .
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case of tokamak plasmas. Since its rst derivation in 1946, Landau damping has been the object of much discussion, aiming at understanding the 'paradox' of an irreversible process being predicted by a collisionless model, namely Vlasov equation. Even after the



6



experimental conrmation of the eect in 1964 , the discussion went on, and is still far



7



from damped away .



phase mixing process. Consider ˆ an assembly of electrostatic waves φk,ω exp{i(kx − ωt)} at dierent real frequencies. The electric potential φ is simply their sum over k and ω . Suppose that they are in phase ˆk,ω is real for all k and ω . φ is maximum at t = 0. Each wave then at t = 0, say φ Landau damping is usually understood in terms of the



oscillate at its own frequency, such that they become out of phase. sum, namely



φ,



As a result, their



decays away in time. Such a process lasts forever, unless there is a nite



number of waves.



In such a case, one expects



φ



to recover its initial value after some



time. Such a phenomenon is observed in collisionless numerical simulations, where the necessarily nite discretisation of the phase space imposes a nite number of accessible modes. Experimentally, this physics is reminiscent to the so-called



echo



mechanism.



4.2 Transport in the quasi-linear regime 4.2.1 Quasi-linear diusion Let us consider a plasma with small amplitude uctuations of the electromagnetic elds. As will be discussed in this section, the quasi-linear theory allows one to predict the resulting transport.



It will be sown to exhibit a diusive character, with a transport



coecient depending on the uctuating elds. To proceed, we will assume the system can be described by the set of angle-action variables



~, (~ α, J)



like in tokamaks (see section 2.2.2). This hypothesis has the advantage



of simplifying the treatment without any loss of generality. The Vlasov equation, eq.2.8, then reads:



∂t f − [H, f ] = ∂t f − ∂αi H ∂Ji f + ∂Ji H ∂αi f = 0 Summation on the indices



i ∈ {1, 2, 3}



is implicit. The equilibrium Hamiltonian



~ Heq (J)



only depends on the three actions, which are three independent invariants of the motion. The equilibrium distribution function



6



feq



only depends on the actions



J~



8



as well .



J.H. Malmberg, C.B. Wharton, "Collisionless damping of electrostatic plasma waves", Phys. Rev. Lett. 13 (1964) 184 7 see e.g.: DD. Ryutov, "Landau damping: half a century with the great discovery", Plasma Phys. Contr. Fusion 41 (1999) A1-12 8 On a more general viewpoint, the equilibrium distribution functions are solutions of the equation: (∂t − ∂Ji Heq ∂αi )f = 0. Within the theory of distributions, the solutions of x f (x) = 0 are f = αδ(x), α constant. In this framework, the general solution for the equilibrium distribution function is f = ~ + P α~n,ω (J) ~ δ(ω − ~n.Ω) ~ , where Ωi ≡ ∂J Heq are the eigen frequencies of the equilibrium feq (J) i ~ n,ω Hamiltonian, and ~n are the wave numbers in Fourier space. feq corresponds to the stationary solution.
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Heq
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is perturbed by uctuations:



turbations are supposed of small amplitude sense,



i.e.



˜  Heq ) (h



˜. H = Heq + h



and stationary in a statistical



such that they vanish when averaged on large period of time



pared to their typical evolution time



δt.



These per-



∆t



as com-



The resulting distribution function can be



decomposed in equilibrium and uctuating parts



~ t) + f˜(~ ~ t). f = feq (J, α, J,



Here, the



equilibrium corresponds to the average over the angles and over the time duration ∆t: R 2π R t+∆t feq ≡ 0 d3 α/(2π)3 t dt/(∆t) f ≡ hf i. The main question is whether, and how, the equilibrium is modied by these small amplitude perturbations. Indeed, any secular modication of the system turns out to be signicant, given the hypothesis that the perturbations are stationary.



Written in terms of equilibrium and uctuating quantities, the Vlasov equation reads:



˜ feq ] − [h, ˜ f˜] = 0 ∂t feq + ∂t f˜ − [Heq , f˜] − [h, Taking the average



h...i



leads to the equation governing



feq .



Each linear term in uctua-



tions vanishes, such that:



˜ f˜]i = 0 ∂t feq − h[h, Subtracting the two previous equations yields the equation for



(4.11)



f˜.



The



quasi linear ap-



proximation consists in neglecting the two non linear terms in this equation, namely ˜ f˜] − h[h, ˜ f˜]i. They are negligible as long as h ˜ and f˜ remain small with respect to Heq [h, and feq , respectively. In this framework, the equation on the uctuations is linear:



˜ feq ] = 0 ∂t f˜ − [Heq , f˜] − [h,



(4.12)



The set of equations eqs.4.11-4.12 provides the basis of the quasi linear theory.



Since the system is periodic in



α ~,



the uctuations can be decomposed on the Fourier



basis:



f˜ =



X



fˆnω exp{i(~n.~ α − ωt)}



n,ω the same for



˜. h



Each Fourier mode is an eigenmode of the linear equation 4.12, which



then reads:



ni (∂feq /∂Ji ) ˆ hnω fˆnω = − ~ ω − ~n.Ω where



Ωi ≡ ∂Heq /∂Ji



(4.13)



are the eigen frequencies of the equilibrium Hamiltonian.



The



response of the distribution function is non zero if the system is out of thermodynamical equilibrium only, is



~ = 0: ω − ~n.Ω



i.e. if ∂feq /∂Ji 6= 0.



Furthermore, it is resonant. The resonant condition



those particles whose velocity is equal to the phase velocity of the wave



are resonating. As far as eq.4.11 is concerned, its non linear terms can be recast into an ˜ f˜]i = ∂ hf˜ (∂ h/∂α ˜ exact divergence, by simple integration by part: h[h, i )i. Using this ∂Ji expression and the Fourier decomposition of the uctuations yields the time evolution of



4.2.



feq
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as a function of the perturbations of the Hamiltonian



∂t feq



˜: h



+ ˜ ∂ h f˜ ∂αi * + X ∂ i ∂f eq ˆ |2 = n n |h ~ i k nω ∂Jk ∂Ji n,ω ω − ~n.Ω ∂ = ∂Ji



*



(4.14)



where we have used the relationship hexp{i[(~ n + ~n0 ).~ α − (ω + ω 0 )t]}i = δ(~n + ~n0 ) δ(ω + ω 0 ), ˆ −n,−ω = h ˆ ∗ since h ˜ is real. The right hand side of eq.4.14 has to be and the property h n,ω real, as is its left hand side . The correct treatment of the resonance in the integral has been discussed extensively in section 4.1.4. It can be understood as a causality principle, stating that the waves are vanishing at



t = −∞.



Given the expression of the Fourier −iωt decomposition of the uctuations of the form e , this imposes to account for a non + vanishing and positive imaginary part of the frequency: ω + i, with  → 0 . Within such a limit, eq.4.14 leads to:



∂ ∂t feq + ∂Ji



−



X n,ω



ˆ nω |2 δ(ω − ~n.Ω) ~ ∂feq πni nk |h ∂Jk



! =0



(4.15)



It turns out that, within the quasi linear framework, the small perturbations of the equilibrium Hamiltonian lead to a diusive ux in the action space. This ux acts to reduce



feq , which governs the response f˜ to the perturbaP QL ˆ 2 ~ n.Ω) The quasi linear diusion coecient Dik ≡ n,ω πni nk |hnω | δ(ω −~ exhibits two remarkable properties: (i) it is proportional to the square of the uctuations ˜ , and (ii) it remains localized in the phase space. Indeed, according to this simplied h



the gradient of the equilibrium function



˜ , eq.4.12. tions h



analysis, the transport remains localized at the resonances only, which are supposed to be innitely localized. We have already mentioned that the resonances have a non vanishing width



ε,



the "causality parameter". We will derive a more explicit form of this width in



the next section.



4.2.2 Resonance broadening and large scale transport According to the expression of the transport coecient in the quasi-linear regime eq.4.15, the transport remains innitely localized at the resonance positions in the phase space. Such an ideal treatment is unrealistic. The footnote 5 already shows that, in the case of a damped or excited wave (such that by a Lorentzian of typical width



ωi .



ω = ωr + iωi ),



the Dirac has to be replaced



In this section, we detail how uctuations do in-



deed broaden the resonances, and that the transport can become large scale as soon as resonance overlap occurs.



Island generation ˜ of the previous section made of a single h Φ ≡ ~n.~ α − ωt. Again, h is assumed small as



Let us consider the perturbed hamiltonian wave



˜ = h(J) ~ cos Φ, h



where the phase



Φ



is
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In the presence of the perturbation, the trajectories are governed by



the following Hamilton equations [3]: dα ~ dt



~ dJ dt



~ + ∂h cos Φ = Ω ∂ J~ = −~nh sin Φ



~ ≡ ∂Heq /∂ J~ the eigen frequencies of the equilibrium Hamiltonian. When averaged Ω on periods of time τ long with respect to the characteristic time evolution of the perturbaR t+τ −1 tion ω , the dynamics is almost insensitive to the perturbation, since cos Φ dt/τ → 0. t Unless, of course, the phase Φ is independent of time Φ = Cst. This is the case when with



the particle velocity is equal to the phase velocity of the perturbation.



Consequently,



the particle trajectory is signicantly modied by the perturbation close to such a res-



= 0 only. Let J~R be a point ~R )/dt ≡ nk [∂H/∂Jk ] ~ − ω = 0. A perturbative dΦ(J JR



onance condition dΦ/dt



of the resonance, i.e.



treatment allows one to predict



the new trajectories close to the resonance. At a distance resonant point



J~R ,



such that



~nI  1 (I



is a scalar) of the



the Hamiltonian reads, at rst order of the Taylor expansion



9



:



∂Heq ~ ~ I H(J) ≈ H(JR ) + nk ∂Jk J~R ~R )/dt The resonance condition dΦ(J ~ dΦ(J) dt



=0



then implies:



∂ 2 Heq I≡CI ≈ ni nk ∂Ji ∂Jk J~R



C represents the curvature of the equilibrium Hamiltonian. Further noticing that ~ dJ/dt = ~ n dI/dt 10 , it appears that (Φ, I) are the conjugate angle and action for the new Hamiltonian K : 1 K ≡ C I 2 + h cos Φ : 2 Here,



dΦ dt dI dt Since



K



∂K ∂I ∂K = − ∂Φ =



(4.16)



does not explicitly depend on time, it is a motion invariant.



Therefore, the



system is integrable close to the resonance, and the trajectories follow the "iso-K " lines. The system eq.4.17 is identical to that of a pendulum



9 One



11



. Two dierent trajectories can



∂H ∂h also assumes ∂J  ∂Jeq at J~R , implying that the resonance is entirely governed by the k k equilibrium. 10 J~ is a prescribed action located on the resonance surface. Its time derivative is zero. R 11 The Hamiltonian for a pendulum reads H = 1 Rθ˙ 2 − g cos θ , with g and R the gravitiy and the 2 rotation radius, respectively. In this case, the canonical variables are the angle θ between the pendulum and the vertical axis, and the velocity Rθ˙.
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be identied, depending on whether the action



I = {2(K − h cos Φ)/C}1/2



vanishes along



the motion or not (see g. 4.2):



•



Passing particles are such that



K > h. •



I



remains nite whatever the phase



Φ.



This implies



By analogy with the pendulum, such a motion is a rotation.



Conversely, the particle is trapped if



K < h, i.e.



if the total energy of the pendulum



is smaller than the potential energy at its maximum position, at



θ = 0.



Such a



motion as also referred to as "libration".



K = h. It denes an island of Φ = 2nπ , while O-points are at direction I ) is proportional to the



The separatrix is the last closed trajectory, obtained for the characteristic shape of a cat's eye. X-points are at



Φ = (2n + 1)π (n ∈ IN).



Its half width



δ



(along the



square root of the magnitude of the perturbation:



r δ=2 Notice that



δ



h C



diverges whenever the curvature



C



(4.17) of the Hamiltonian vanishes: in this



case, the resonance is delocalized in the entire phase space, which makes it particularly powerful.



Figure 4.2: Lignes de contour des iso-K dans l'espace des phases (F,I), eq.8. La séparatrice des îlots de résonance, en noir, marque la frontière des trajectoires piégées, en rouge.



Transition towards chaos As discussed in the previous section, the trajectories of an Hamiltonian system remain integrable and form an island in the phase space when the equilibrium is perturbed by a single low amplitude wave. Then, what happens in the case of several waves of arbitrary magnitudes? Such a problem has been rst addressed by Kolmogorov, and further developed by Arnold and Moser at the end of the sixties. It is known as the KAM theory. Estimating the transition threshold towards a non-integrable  or stochastic  regime is not a trivial task. Before the KAM theory was completed, Chirikov proposed a intuitive criterion for this threshold in 1959.



Although approximative, such a criterion reveals
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powerful because of its simplicity. Let us consider a bath of modes, leading to localized resonances in the phase space. Let



δn



modes



∆n be the island half width of mode n and the distance between n and n + 1, respectively. The Chirikov parameter is dened by:



and



σchir =



δn + δn+1 = ∆n



the adjacent



mean of the island widths



(4.18)



distance between islands



The transition between integrable and stochastic regimes takes place when



σchir



is ap-



proximately 1:



•



When



σchir  1,



the islands are far from each other. The trajectories remain inte-



grable almost everywhere, except in a very small volume. Each separatrix remain well dened, and constitutes a phase space barrier that cannot be crossed by any other trajectory. The islands are so-called KAM tori.



•



When



σchir  1, the islands overlap.



The trajectories experience several resonances,



and explore a large fraction of the phase space. This leads to a so-called stochastic see in the phase space. A few KAM tori may survive, occupying less and less volume in the phase space as



σchir



increases.



Such a result looks consistent when starting from the quasi-linear theory. Let us replace each Dirac in eq.4.15 by some Lorentzian of half width



δnω .



The quasi-linear diusive



transport remains localized around these resonances until some overlap occurs. As soon as



σchir



becomes larger than unity (this occurs either when the magnitude



˜ h



of the



perturbations increases, or when the resonances get closer to each other), the diusive transport covers a large domain is no longer tied to the resonance conditions.



In this



case, large scale transport can take place in the phase space.



4.3 The case of Tokamaks Nous montrons dans cette partie que, dans leurs régimes de hautes performances, les plasmas de tokamaks sont caractérisés par un paramètre de Chirikov



σchir



proche du



seuil de transition vers la stochasticité. Dans ces scénarios existe un transport turbulent à grande échelle.



4.3.1 Localisation des résonances Par souci de simplication, nous allons nous intéresser à un tokamak de rapport d'aspect



R/a laire.



inni, dont les surfaces magnétiques sont des tores concentriques à section circuLe petit rayon



r



est dans ce cas un label des surfaces de ux.



La topologie



magnétique est caractérisée par une transformée rotationnelle et un facteur de sécurité



~ ∇ϕ/ ~ B. ~ ∇θ ~ . q(r) ≡ B.



Pour ce qui nous importe ici, l'étude d'un tel système ne restreint



en rien la portée des résultats. Elle est en particulier susante pour mettre en lumière
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Figure 4.3: Poincaré cross-section of the system governed by the Hamiltonian



√



H = I 2 /2+



δI{cos Φ + cos(Φ − ωt)}. The two island width is δ = 2 δI , while they√are separated ∆ = ω . The Chirikov parameter writes σchir ≡ 2δ/∆ = 4 δI/ω . When σchir reaches unity (right), the islands overlap and the trajectories ll in a large fraction of the phase space, creating a stochastic sea.



by the distance



certaines des caractéristiques fondamentales de l'interaction ondes-particules dans un tokamak.



On perturbe une position d'équilibre dont la fonction de distribution, intégrée selon



v⊥ ,



est donnée par:



vk2 neq exp − 2 Feq = √ 2vT 2πvT



!



où la vitesse thermique ne dépend que de la température



(4.19)



vT2 = Ti /mi .



Nous montrons en



Exercice 5.4.2 que la réponse linéaire de la fonction de distribution des ions à des modes de grande longueur d'onde devant le rayon de Larmor ionique est de la forme:



ω − ω∗ f =− 1− ω − kk v k 



 Feq



eφ Ti



(4.20)



La fréquence diamagnétique dépend de la dérivée radiale du logarithme h de la fonction i de 2 1 ∗ ( 12 ) ∗ ∗ distribution d'équilibre. Elle a pour expression : ω = ωn + ωT vk /vT − 1 , où 2



∗ ωn,T ≡ 21 (kθ ρi )vT /Ln,T



ρi = mi vT /eB



est le rayon de Larmor thermique. Les longueurs −1 d de gradient de densité et de température sont données par: Ln,T = dr log(neq , Teq ). Dans la limite R/a → ∞, la dérive de courbure peut être négligée et la résonance se limite



12



et











2 Dans le cas général à trois dimensions en vitesse, il faut remplacer vk /vT −1 par vk2 + v⊥ /vT2 −3 dans l'expression de la fréquence diamagnétique ω ∗ .



2
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( 13 ) Le vecteur d'onde kk s'exprime en fonction des −1 et toroïdal n: kk = R (n + m/q).



ω = kk v k .



La densité de puissance échangée entre une onde électrostatique de fréquence réelle



ω,



et des ions de charge



e



et de densité de charge



Wint = 2ω où



φ désigne le potentiel électrique.



ρ,



a pour expression (cf. Annexe B):



∗ Im(ρφ )



(4.21)



L'indice rappelle que c'est une puissance d'interaction.



Comme nous avons supposé la fonction de distribution déjà intégrée sur l'espace des



R ρ = e f dv k .



vitesses transverses, la densité de charges vaut:



Dans ces conditions,



l'équation 4.21 conduit à:



 Wint = 2ω



∗



Z







eφ f dv k   Z  ω − ω∗ Feq = −2Ti ω Im dv k 1 − ω − kk v k Z ∗ = −2πTi ω dvk (ω − ω ) δ(ω − kk vk ) Feq Im



2 eφ Ti 2 eφ Ti 



Soit encore, en utilisant la propriété de changement d'échelle des distributions:   R b −1 ax)G(x)dx = |a|−1 δ(x)G b−x dx = |a| G : a a



Wint



où la variable



ζ



2 eφ dvk (ω − ω ) δ Feq Ti 2   √ ωT∗ 2 2 eφ ∗ = −εω πneq mi vT |ζ| ω − ωn − (ζ − 1) Ti 2 Z



ω = −2πTi |kk |



est dénie par



ζ = ω/(kk vT ),







∗



et



εω



ω − vk kk



q



δ(b −







désigne le signe de



Nous allons voir que les surfaces magnétiques où



R



−ζ 2 /2 e



ω.



est rationnel tel que



q = −m/n



jouent un rôle particulier. Elles sont caractérisées par un vecteur d'onde parallèle nul. On désigne surface,



kk



rmn



le rayon tel que



kk (rmn ) = 0.



A une distance



x ≡ r − rmn  rmn



de cette



s'obtient par un développement de Taylor:



kθ x kk (rmn + x) ≈ x = dr r Ls mn dkk 



(4.22)



Ls = qR/s est la longueur caractéristique du cisaillement magnétique déni par s ≡ d(log q)/d(log r). Le vecteur d'onde poloïdal est déni par kθ = m/r = −nq/r . Le −1 résultat eq.4.22 se retrouve aisément en remarquant que q(r) ≈ [1 − xs/rmn ]/ q(rmn ). 13



~ ∇ ~ = B −1 (Bϕ ∇ϕ∂ϕ + Il s'obtient à partir de l'expression du gradient parallèle: ∇k ≡ B −1 B. −1 −1 Bθ ∇θ∂θ ) ≈ R ∂ϕ + (qR) ∂θ , avec la correspondance ∂θ → im et ∂ϕ → in.
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A une distance



x



de la surface



rmn ,



on peut réécrire la densité de puissance échangée



entre ondes et particules de la manière suivante:



Wint où



W0



et



xT



    x  ωT∗  xT 2 x2T T ∗ = −εω W0 ω − ωn − −1 exp − 2 x 2 x 2x



(4.23)



sont dénis par:



W0 =



√



π



Figure 4.4: Interaction power



neq mi vT2



2 eφ Ti 



;



xT =



ωLs kθ v T



Wint



between one wave and particles as a function of the ∗ distance from the resonant surface rmn for ω = ωT (eq.4.23). Wint is positive in the case the wave receives energy from the particles. The two vertical lines refer to the positions



x = ±xT . Le rapport



xT /x



correspond au rapport de la vitesse de phase de l'onde sur la vitesse



thermique des particules. l'expression précédente de



•



Plusieurs propriétés importantes peuvent être déduites de



Wint :



Le comportement de la densité de puissance Wint cédée par les particules à une ∗ onde de fréquence ω = ΩT est présenté sur la gure 4.4, en fonction de la distance x



rmn . Les traits verticaux repèrent la distance xT . Les forts minima de Wint au-delà de rmn empêchent quasiment l'onde de se propager au-delà de xT ( 14 ) . Comme Wint est négative dans la région x > xT , cela signie que l'onde s'amortit à la surface



lorsque sa vitesse de phase devient inférieure à la vitesse thermique des particules. Also remember that, due to the resonance condition



14



Les extrema de Wint sont localisés en x/xT



ω − ωn∗ + 2ωT∗ .



vk = ω/kk ,



the phase velocity



p = ±{2ωT∗ /[δω ± δω(ω − ωn∗ ) + 3ωT∗2 ]}1/2 , où δω =
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of the wave is also the velocity of the interacting particles. Therefore, it turns out that the wave gets energy from supra-thermal particles within the distance



xT



from



the resonance, while it gives back energy to the sub-thermal particles outside this region.



Figure 4.5: Envelope of the extrema of −3 surface rmn , for 10 < ω/ωT∗ < 10.



•



Wint as a function of the distance from the resonant



en fonction de la distance x 10−3 < ω/ωT∗ < 10. On rappelle qu'une onde ne peut croître que dans la région où Wint est positive. Il



La gure 4.5 montre l'enveloppe des extrêma de à la résonance, pour des fréquences d'onde apparaît que les maxima de



rmn .



Wint



ω



Wint



dans l'intervalle



décroissent rapidement vers zéro loin de la surface



En conséquence, les modes instables sont localisés autour des surfaces



rmn ,



et



qu'ils s'en écartent au plus d'une vingtaine de rayons de Larmor ioniques.



•



Wint en fonction du rapport ω/ωT∗ sont présentés sur la gure 4.6. ∗ Pour des rapports ω/ωT grands devant l'unité, ces maxima décroissent exponen∗ tiellement. On en déduit que ω doit nécessairement être non nul pour que la



Les maxima de



turbulence puisse se développer.



En d'autres termes, on vérie que le système



est stable à l'équilibre thermodynamique. Il résulte également de ce graphe que la fréquence de la turbulence est typiquement de l'ordre de ou inférieure à la fréquence ∗ diamagnétique ω . On remarque enn qu'une onde qui tourne à une fréquence opposée à la fréquence diamagnétique peut également se développer. Cette branche ∗ instable ω/ωT < 0 est cependant restreinte à des fréquences relativement basses, ∗ pour lesquelles |ω| reste typiquement d'un ordre de grandeur inférieur à |ωT |. En résumé, dans un tokamak, l'interaction ondes-particules se produit à des fréquen-



rmn , sur surfaces de



ces de l'ordre de la fréquence diamagnétique, et elle a lieu autour des surfaces une largeur de l'ordre de



résonance.



xT .



Pour cette raison, les surfaces



rmn



sont appelées



En écrivant la fréquence diamagnétique en fonction de la longueur du gradient ∗ ∗ de pression LP comme ω ≈ (kθ ρi )vT /LP , il apparaît que xT ≈ (ω/ω )(Ls /LP )ρi . En
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pratique,



xT



est de l'ordre de la dizaine de rayons de Larmor



ρi , soit quelques centimètres



dans les machines actuelles.



Wint as ω/ωT∗ < 0.



Figure 4.6: Envelope of the maxima of existence of an unstable branch for



a function as the ratio



ω/ωT∗ .



Notice the



4.3.2 Seuil de stochasticité Les résultats précédents montrent que la distance caractéristique sur laquelle une onde i(mθ+nϕ−ωt) e peut se propager au-delà de sa surface de résonance rmn , dénie par kk (rmn ) =



0,



est de l'ordre de:



w ≡ r − rmn ≈



Ls ρi LP



(4.24)



Cette grandeur fournit une bonne approximation de l'extension radiale des modes instables. Elle peut également être vue comme la largeur des îlots de résonance dans un tokamak. Parallèlement, la distance



∆



(m, n) et (m + 1, n) s'obtient ∆  rmn (on vérie que, loin de ∆ vaut en eet quelques ρi pour une



entre deux modes voisins



simplement par un développement de Taylor pour



l'axe magnétique, cette approximation est légitime: −1 turbulence de tokamak pour laquelle kθ ρi ≈ 10 ).



Dans cette limite, la condition de



Rω/vk − {n + (m + 1)(1 − s∆/rmn )/q} = 0. Couplée à la condition de résonance du mode (m, n): Rω/vk − (n + m/q) = 0, cette ( 15 ) relation conduit à l'expression cherchée pour ∆ :



résonance pour le mode



(m + 1, n)



s'écrit:



∆≈ 15



1 kθ s



(4.25)



De la même manière, on peut montrer que la distance séparant les modes voisins (m, n) et (m, n + 1) est plus grande que ∆ d'un facteur q .
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Le paramètre de Chirikov peut être déni dans un tokamak comme le rapport



w/∆.



Il a pour expression:



σchir =



R w ≈ k θ ρi ∆ LP



(4.26)



Les mesures expérimentales de turbulence comme les simulations non-linéaires basées sur −1 des instabilités associées aux ions montrent que le produit kθ ρi est de l'ordre de 10 .



R ≈ 3m et la σchir ≥ 1. Le régime



Pour un tokamak tel que Tore-Supra, où le grand rayon vaut environ longueur de gradient de pression



LP ≈ 0.25m,



on voit donc que



standard de fonctionnement des tokamaks les place naturellement au-delà du seuil de stochasticité, autorisant le développement d'un transport à grande échelle.



4.4 Exercises 4.4.1 Langmuir waves and the waterbag model L'objectif de cet exercice est de comprendre certaines des propriétés linéaires de l'équation de Vlasov couplée aux équations de Maxwell, et de les étudier de diverses manières. Par souci de simplication, nous nous limiterons à un système à 2 dimensions dans l'espace des phases position-vitesse



(r,v).



Dans tout le problème, le champ magnétique sera en



outre supposé nul. En particulier, le champ est électrostatique et dérive d'un potentiel:



E = −∂r U .



I- Propriétés générales Question 1:



Ecrire le système auto-consistant auquel satisfont la fonction de dis-



tribution électronique



f



et les densités ionique et électronique d'un plasma d'hydrogène



complètement ionisé, dans lequel les collisions peuvent être négligées. Nous supposerons par la suite les ions immobiles, de sorte entre autres que leur densité



ni



reste constante et égale à



ni = n0 .



Nous choisissons de normaliser les deux équations



précédentes pour ne plus faire apparaître que des quantités adimensionnées. sités sont normalisées à



n0 .



Soit



Te



Les den-



la température constante de normalisation, égale en



pratique à la température électronique moyenne. La vitesse v est normalisée à la vitesse 1/2 thermique des électrons v =v/vT e , où vT e ≡ (Te /me ) , et le potentiel électrique adimensionné est noté



φ ≡ eU/Te ,



Question 2:



où



e>0



est la charge d'un proton.



A quelle longueur caractéristique l'équation de Maxwell-Gauss suggère-



t-elle de normaliser les distances? On désigne



F ≡ (vT e /n0 ) f



la fonction de distribution



normalisée. A quelle fréquence caractéristique l'équation de Vlasov suggère-t-elle de normaliser le temps? Montrer que le système précédent prend alors pour forme:



∂τ F + v ∂x F + ∂x φ ∂v F = 0 Z ∞ 2 ∂x φ = F dv − 1 −∞



(4.27)
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x



et



τ



sont respectivement la distance et le temps normalisés. Le système (4.27) con-



stitue le point de départ de la suite du problème.



Ce sont ses propriétés linéaires que



nous allons étudier. On part d'un équilibre stationnaire sans champ électrique, de sorte que



F = Feq + F˜



Question 3:



et



φ = φ˜.



L'équilibre est donc électriquement neutre.



Vérier que, si l'on s'aranchit des conditions aux limites, les modes de



exp{i(kx − ωτ )} sont des modes propres du système linéaire. Quel est le ˆk,ω et φˆk,ω des modes de Fourier des uctuations système auquel obéissent les amplitudes F F˜ et φ˜? En déduire la forme générale de la relation de dispersion, que l'on écrira sous la forme D(ω, k) = 0. Fourier du type



La projection sur une base de Fourier en temps n'est cependant pas rigoureuse. Les uctuations doivent en eet s'annuler lorsque dit de causalité.



ω



comme



τ → −∞,



ce qui correspond au principe



Un moyen de rétablir cette contrainte consiste en fait à comprendre



ω + iε,



où



0 < ε  1.



C'est la prescription Landau.



Dans ce cadre, en se



rappelant la propriété suivante:



Z lim



ε→0



dy



y ± iε



Z =P



dy



y



∓ iπ sign(ε)δ(y)



D(ω, k) comprend des parties R réelle et imaginaire, respectivement Dr que Di  Dr . Le symbole P désigne ici la partie principale.



Question 4: ω = ωr + iγ ,



où



et



Di .



On admettra



Nous cherchons à savoir s'il existe des solutions instables, telles que



ωr



et



γ



sont des réels tels que



|γ/ωr |  1.



Par un développement de



Taylor au premier ordre, montrer que la condition d'instabilité d'une onde de vitesse de phase



vϕ = ωr /k



Question 5:



s'écrit:



∂v Feq |v=v Di π = − |k| R Feq dv ϕ > 0 − ∂ω Dr ωr ,k 2 P (v−vϕ )3



(4.28)



Feq ≡ (2π)−1/2



−v 2 /2 e est une solution



Vérier que la Maxwellienne



d'équilibre du système (4.27). Dans ce cas, quels sont l'expression et le signe de par eq.(4.28)?



Conclure.



C'est l'amortissement Landau.



γ



donné



Pouvez-vous imaginer une



fonction de distribution d'équilibre instable, c'est-à-dire dont le taux de croissance des perturbations soit positif ?



II- Etude linéaire dans la limite uide On s'intéresse à présent aux ondes susceptibles de se développer autour d'un équilibre −1/2 −v 2 /2 Maxwellien tel que Feq ≡ (2π) e .



Question 6:



Nous allons chercher à résoudre la relation de dispersion



dans la limite dite uide, pour laquelle



ω  kv .



D(ω, k) = 0



Par un développement de Taylor aux
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premiers ordres, montrer que la relation de dispersion approchée se réduit à



16



ω 4 − ω 2 − 3k 2 = 0



: (4.29)



En déduire que, en notations non normalisées, les fréquences des ondes sont données par la relation de Bohm-Gross:



ω 2 = ωp2 + 3(k vT e )2 où



ωp = (e2 n0 /ε0 me )1/2



(4.30)



est la fréquence plasma. Ces ondes sont dispersives. Quelle con-



trainte le vecteur d'onde



k



doit-il vérier pour que l'hypothèse uide de départ



ω  k vT e



soit satisfaite?



III- Le modèle "waterbag" Nous reprenons ici l'étude linéaire du système (4.27) mais selon l'approche dite des "waterbags". Le point consiste à décomposer la fonction de distribution totale en une somme de rectangles de hauteur constante mais dont les frontières en vitesse varient, comme indiqué sur la gure. waterbags



Fw ,



Plus précisément, on dénit la fonction de distribution



constante par morceaux, comme:



Fw =



J X



Fj [H(v − v−j ) − H(v − vj )]



(4.31)



j=1 où les vitesses



vj



sont telles que:



Fj = C te v±j (x, τ )



pour tout tel que



j>0



F (x, v±j , τ ) =



j X



Fi



i=1



H(v) = 1 si v ≥ 0, zéro sinon. La description sera bien J de waterbags sera grand et que chaque valeur Fj sera petite. A la limite continue J → ∞ et Fj → 0, Fw se confond avec la vraie fonction de distribution F . Nous admettrons que Fw obéit au système (4.27). La distribution d'Heaviside vaut



sûr d'autant plus précise que le nombre



Question 7: distribution



Fw ,



Donner les expressions des trois premiers moments de la fonction de R∞ n v Fw dv où n = {0, 1, 2}. En déduire l'expression des −∞



à savoir



équations de conservation de la matière et de la quantité de mouvement, ainsi que de l'équation de Poisson reliant le potentiel électrique à la densité de charges. Montrer que l'équation de conservation de la chaleur (associée au moment d'ordre



n = 2) n'est qu'une



combinaison des deux autres. Montrer que le système précédent peut se mettre sous la forme compacte suivante:



∂τ vj + vj ∂x vj − ∂x φ = 0 (∀j 6= 0) J X 2 ∂x φ = Fj (vj − v−j ) − 1 j=1 16 On



rappelle pour cela que



R∞ 0



exp(−u2 ) du =



√



π/2.



(4.32)
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Nous allons mener l'étude linéaire du système précédent en considérant toujours une



φ = φ˜. On vj = v¯j + v˜j .



situation d'équilibre sans champ électrique, ou plus précisément de même les vitesses en parties d'équilibre et uctuations:



Question 8:



Quelle contrainte



On décompose



v˜j



et



φ˜ en



φ¯ = 0



fait-elle peser sur les



décomposera



v¯j ? exp{i(kx − ωτ )},



une somme de modes de Fourier du type



qui sont solutions du problème linéaire.



Question 9: vˆj (ω, k)



et



A quel système linéaire obéissent les amplitudes des modes uctuants



ˆ k)? φ(ω,



On considérera par la suite le cas symétrique



v¯−j = −¯ vj .



Montrer



que la relation de dispersion peut alors s'écrire:



D(ω, k) ≡ 1 −



J X j=1



Question 10:



ω2



2Fj v¯j =0 − (k¯ vj )2



On considère le cas à un seul waterbag,



(4.33)



J = 1.



On désigne



relation de dispersion ainsi obtenue. Tracer schématiquement la courbe vecteur d'onde



k



D1



la



D1 (ω, k) pour un



donné. Quelles en sont les racines? Comparer ces fréquences aux solu-



tions obtenues à la question 6 (on remarquera pour cela que, en notations normalisées, R R Feq dv = 1 et v 2 Feq dv = 1).



Question 11:



On considère à présent le cas à deux waterbags,



schématiquement la courbe



D2 (ω, k)



un régime instable dans ce cas?



pour un vecteur d'onde



L'extension à un nombre



se déduit naturellement des cas précédents, la courbe



DJ



J



k



J = 2.



Tracer



donné. Peut-on trouver



quelconque de waterbags



étant obtenue selon le même



procédé.



Figure 4.7: Fonction de distribution réelle quelconque



Fw .



F



et son approximation waterbag
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Chapter 5 Main instabilities in magnetized plasmas 5.1 Introduction Two main instabilities can be identied in strongly magnetized plasmas (i.e. such that the adiabatic limit is valid) such as tokamak plasmas: drift waves and interchange. Both occur in the adiabatic limit, where particles are subject to drift velocities transverse to their fast parallel motion. As we will see, the rst one is essentially three dimensional  since relying on the properties of the particle response to parallel perturbations  while the latter one already exists in two dimensions, where the perturbations are constant along the eld lines (the so-called "ute" approximation).



These instabilities are detailed in



sections 5.2 and 5.3. One can also mention two additional linear instability mechanisms. In the Scrape-O Layer, the characteristics of the plasma-wall interaction can lead to the so-called "negative sheath resistivity" instability. Finally, the uid Kelvin-Helmoltz instability could occur in some specic regions characterized by strong velocity shear layers. However, it is mostly expected as a secondary instability.



5.2 The drift-wave instability 5.2.1 Physical understanding Both the origin of drift waves and of the associated instability are detailed on g.5.1.



Drift Waves First consider an electric potential perturbation made of the plane wave



ωt)



drawn on g.5.1a, in the homogeneous magnetic eld



~ = B~ez . B



exp i(ky y −



Due to their low



inertia, electrons move rapidly along the magnetic eld lines, such that they adjust quite instantaneously to any potential perturbation whose frequency their parallel dynamics, namely



kk vth,e .



ω



is small with regard to



Dierently speaking, in the limit
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dominant terms in the parallel electron uid force balance equation (eq.2.14):



me ne



νe me jk .~b = ene ∇k φ − ∇k pe + dt e



d~ ue



are the electric eld and the pressure gradient.



(5.1)



The temperature gradient is usually



small compared with the density gradient due to the fast electron thermal ow associated



kk vth,e  ω . In the isothermal thermal limit, the pressure gradient simply writes ∇k pe = Te ∇k ne . Thus, much of the low frequency drift wave dynamics falls in the regime where the Boltzmann description of the electron response ne = n0 exp(eφ/Te ) applies in with



the form:



eδφ δne ' neq Te



Such an electron response is sometimes called



(5.2)



adiabatic. 1



In this framework, electron



density and electric potential perturbations are in phase . The corresponding sinusoidal electric eld



Ey



goes from the sub- (δne



< 0)



to the super-density regions (δne



> 0):



its



signs reverses at the extrema of the potential wave. As a result, the electric drift (eq.4.3) governs an outward (resp. inward) radial motion on half of the super-density (resp. sub-) lobe, and an inward (resp. outward) in the other half. The net result is an oscillation of the wave with a phase velocity along the



2



treatment



y -direction, directed downwards.



A more careful



shows that the drift wave frequency is actually of the order of the electron ω = ωe∗ = −(ky ρi )vth,i d(log neq )/dr.



diamagnetic frequency:



Drift wave instability Consider now the case when the electron density and potential perturbations are out of phase, g.5.1b. The shape of the sinusoidal electric eld is governed by the electric



Ey reverses at the E × B drift



potential: the sign of



the extrema of the potential wave. The resulting



radial component of



is shown on gure 5.1b. Let's focus on the super-



density region.



Due to the non vanishing phase shift between



δne



and



δφ,



this region



experiences a net outward motion on average. In this way, it turns out that the initial perturbation gets amplied. Applying the same reasoning to the sub-density region leads to a net inward motion of this region. It is important to notice that such an instability only develops for a positive phase shift (as shown on gure 5.1b), namely for those modes



k



such that:



eδφk δnk = (1 + iδk ) neq Te



with



δk > 0



k stands for the wave vector in the direction transverse both to the density gradient to the magnetic eld (y in the present case). Those modes with negative values of



where and



δk



will be damped.



1



Notice that such a result intrinsically derives from the fast motion of the electrons in the parallel direction due to their small inertia. Therefore, only those modes which exhibit some structure in the parallel direction (i.e. such that kk 6= 0) are subject to an adiabatic response of the electrons. 2 The ion density uctuation δn comes from the continuity equation, namely ∂ δn + u dn /dr = i t i Er eq 0, with uEr = −∂y φ/B . For the considered plane wave, this reads as follows: −iωδni = i(ky /B)(dneq /dr) δφ. The quasi-neutrality constraint δni = δne then leads to the result.
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Figure 5.1: Schematic view of the drift wave (a) and drift wave instability (b) mechanisms.



Density and electric potential perturbations can become out of phase due to various mechanisms. The two main ones are the plasma resistivity, which breaks up the assumption of an adiabatic response of the electrons (cf. eq.5.1), and wave-particle resonances. The rst mechanism is detailed in section 5.2.2, and the second is left as an exercise (see section 5.4.2).



5.2.2 The Hasegawa-Wakatani model The drift wave instability has become much popular since Hasegawa and Wakatani pro-



3



posed a generic reduced uid model for such a turbulence in the early eighties .



We



propose here to derive the system equations, and to analyze its linear properties. One possible kinetic version of such a drift wave instability is discussed in an exercise, section 5.4.2.



Derivation of the model Consider a plasma in a strong uniform and static magnetic eld. Within the adiabatic limit, the transverse projection of the momentum balance equation can be replaced by



3



A. Hasegawa and M. Wakatani, Phys. Rev. Lett. 50 (1983) 682; M. Wakatani and A. Hasegawa, Phys. Fluids 27 (1984) 611
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the uid drifts derived in section 4.1.3. For a single charge species, the quasi neutrality reads



ni = ne = n.



The matter and charge balance equations then read:



~ {n (~uE + ~ue∗ )} − ∇k jke = 0 ∂t n + ∇. e ∗ ∗ ~ ∇. {en (~ui − ~ue + ~upol,i )} + ∇k jk = 0



(5.3) (5.4)



~ is uniform, it is easy to show that the electric drift ~uE is jk = jki + jke . Since B ~ uE = 0. For the same reason, ∇. ~ (n~u ∗ ) = 0. The ions are assumed divergence less: ∇.~ e to be cold (Ti = 0), and electron temperature uctuations are ignored: Te = Cst. It follows that ~ ui∗ = 0. The divergence of the polarization current is more complex. Using the expression of ~ upol,i , eq.4.4, it is given the following simplied form: n     o ~ (en~upol,i ) = −∇. ~ nm ∂t + ~uE .∇ ~ ∇ ~ ∇2 φ ~ ⊥ φ ≈ − nm ∂t + ~uE .∇ ∇. ⊥ B2 B2 with



The system eqs.5.3-5.4 then writes:



∇k jke 1 [φ, n] = B e 1 B2 2 2 ∂t ∇⊥ φ + [φ, ∇⊥ φ] = ∇ k jk B nm ∂t n +



(5.5)



(5.6)



~ × ∇g). ~ ~b = [f, g] ≡ (∇f ~ . ∂x f ∂y g−∂y f ∂x g , with (x, y) the cartesian coordinates in the plane transverse to ~b ≡ B/B ~ . Especially, notice that [φ, f ] ≡ B~ uE .∇f The Poisson brackets of two scalars



f



and



g



are dened by



The current derives from the parallel force balance on the electrons. When neglecting



nme duke /dt, one obtains the generalized resistive Ohm's −∇k pe + en∇k φ − nme νei uke − uki = 0. Within the hypotheses of the model, one



their inertia, namely the term law: gets:



  Te eφ ∇k log n − jk = eη Te where the resistivity is given by:



η ≡ me νei /e2 n.



Furthermore, due to their low inertia,



the electrons carry most of the parallel current, such that is consistent with the hypothesis



jk ≈ jke .



Such an assumption



Ti = 0.



Let us then introduce the following dimensionless variables:



τ = ωc t ; (X, Y ) = (x, y)/ρs n eφ −1 ; Φ= N= neq Te Time is normalized to the cyclotron frequency ωc = eB/m, and distances to the Larmor 2 radius ρs = mcs /eB , with cs = Te /m the sound speed. In addition, the background
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neq (X)



equilibrium density



Ln with regard |∂X N |  1/LN . In this



is assumed to exhibit large scale variation



= −1/LN ,



to the uctuations, such that d log neq /dX



with



framework, eqs.5.5-5.6 lead to the so-called Hasegawa-Wakatani model for drift waves:



∂Y Φ = C(Φ − N ) LN ∂τ ∇2⊥ Φ + [Φ, ∇2⊥ Φ] = C(Φ − N ) ∂τ N + [Φ, N ] +



where



C ≡ (kk ρs )2 B/eneq η .



Here,



kk



C



is small,



i.e.



(5.8)



∇2k → −kk2 . Notice potential Φ is all the larger



stands for the parallel operator:



N



that the phase shift between the density since



(5.7)



and the electric



since the plasma resistivity



η



is large. Therefore, given the physical



mechanism detailed earlier (section 5.2.1), one expects the instability to occur at nite



C.



As a matter of fact, the limit



C→∞



does not exhibit any instability any more (see



section 5.2.3).



Linear properties In the limit of small perturbations, namely for



N, Φ  1,



the previous system reduces to



its linear terms only:



∂Y Φ = C(Φ − N ) LN ∂τ ∇2⊥ Φ = C(Φ − N ) ∂τ N +



ωτ )}.



ˆ ˆ



P



kX ,kY ,ω (Nk , Φk ) exp{i(kX X + kY Y − Each Fourier mode is an eigenmode of the linearized system. It satises the



Let's consider the Fourier decomposition



(N, Φ) =



following relationship:







with



2 2 ≡ kX +kY2 . k⊥



−iω + C ikY /LN − C 2 C iωk⊥ −C







ˆk N ˆ Φk



 =0



Non trivial solutions require the determinant of the system to vanish.



This leads to the dispersion relation:



−2 )ω − i ω 2 + iC(1 + k⊥



CkY =0 2 k⊥ LN



Linear solutions are then:



C i −2 ω± = −i (1 + k⊥ )± 2 2 Unstable solutions are such that Im(ω) term, proportional to



C/LN ,



 1/2 4CkY −2 2 2 C (1 + k⊥ ) − i 2 k ⊥ LN



> 0.



Therefore, the instability requires the last



to be non zero: both the density gradient and the nite



conductivity of the plasma are essential to this instability, as already discussed.
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Two limits are especially instructive.



First consider the limit



C → ∞.



At leading



order, the dispersion relation yields:



C→∞ ω± '



±kY C −2 (1 + k⊥ )(1 ∓ 1) −2 − i 2 + k⊥ )



2 k⊥ LN (1



−2 C→∞ 2 ω+ = kY /[k⊥ LN (1 + k⊥ )]. Consistently with the fact that the phase shift between N and Φ is vanishing in this limit, The only undamped solution is a pure wave of frequency



the system turns out to be stable. Besides, purely oscillatory waves can develop, namely drift-waves. Second, let's consider the opposite limit



s C→0 ω± ' (1 ± i)



C → 0:



CkY 2 LN 2k⊥



C→0 ) In this case, one solution is unstable, but its growth rate vanishes: Im(ω+ Consequently, there is a nite value of



C



→ 0+ .



at which the instability becomes maximum.



5.2.3 The Charney-Hasegawa-Mima model Un autre modèle paradigme des ondes de dérive dans les plasmas magnétisés est celui



4



dérivé par Hasegawa and Mima . Il correspond à la limite adiabatique du modèle précédent. Ce régime est atteint lorsque la constante collisionnelle, pour laquelle la résistivité



η



C



tend vers l'inni. C'est la limite non



tend vers 0. Dans ce cas, les uctuations de



densité sont proportionnelles à celles du potentiel:



C→∞



⇒



N =Φ



Dans cette limite, il est également intéressant de remarquer que le courant électronique s'annule.



L'équation de Hasegawa-Mima s'obtient alors par soustraction des deux



équations du modèle précédent, eqs.5.7-5.8:



 ∂y Φ =0 ∂t Φ − ∇2⊥ Φ + [∇2⊥ Φ, Φ] + LN



(5.9)



Deux points sont à souligner concernant cette équation:



•



Comme les uctuations de densité et de potentiel sont supposées être en phase, ce système ne génère aucun transport de matière.



Γ = −hN ∂y Φi entre N et Φ.



turbulent, de la forme sinus du déphasage



•



On rappelle en eet que le ux



en notation normalisée, est proportionnel au



En l'absence de forçage, c'est-à-dire par exemple d'un terme source dans le membre de droite, aucune instabilité n'est à attendre de cette équation (le taux de croissance est en eet toujours nul). Elle permet en revanche l'étude de la physique associée 2 à la non linéarité [∇⊥ Φ, Φ]. Ce terme est également présent dans l'équation de



4 A.



Hasegawa and K. Mima, Phys. Fluids 21 (1978) 87
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Navier-Stokes pour des uides incompressibles. On montre en particulier que cette équation régit également la dynamique d'un uide incompressible en mouvement à la surface d'une sphère animée d'une rotation uniforme. Elle est particulièrement adaptée à l'étude des atmosphères planétaires. On parle dans ce cas "d'ondes de Rossby". La dérivation d'un système analogue pour une turbulence atmosphérique est détaillée en annexe E.



5.3 The interchange instability 5.3.1 Physical understanding Most of the instabilities present in Tokamak plasmas are of the so-called



interchange



type. Under certain circumstances, interchanging two ux tubes leads to a drop of energy, and is therefore an unstable process. As we will see, the physics relies on both the inhomogeneity of the magnetic eld and on the fact that the plasma departs from the thermodynamical equilibrium and exhibits large gradients.



Fig.5.2 details the physics



at work. As discussed in section 5.3.4, such an instability bears some similarities with well-known instabilities in neutral uids.



Figure 5.2: Schematic view explaining the physical mechanism of the interchange instability in Tokamaks.



Let us assume there exist small convection cells,



i.e.



closed contour lines at constant



electric potential, in the equatorial plane and on the low eld side of the tokamak. These uctuations of the potential lead to local electric elds.



Within the adiabatic theory
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(section 2.2.1), the particles are subject to velocity drifts transverse to the magnetic eld



~vE goes from the left to ~ ∇B drifts are vertical, up



lines. In the conguration plotted on g.5.2, the electric drift the right in between the two cells while the curvature and



(resp. down) for the ions (resp. electrons). Also, notice that the density gradient points to the left in this low eld side region. Consider the motion of particles located at the midplane. Due to the electric drift, both ions and electrons move to the right, into a less dense region. In addition, ions move vertically to the top, while electrons move down. Therefore, a large amount of ions goes to the already positive cell. Similarly, consider the motion of particles located at the top of the inset. This time, the electric drift goes from right to left, due to the inversion of the local electric eld.



Again, due to the vertical



drift, a small amount of electrons is going towards the positive cell. The balance for the positive cell is clearly in favor of positive charges. The same reasoning would have led to a net increase of negative charges in the negative cell. As a result, the initially small convection cells are growing. The same reasoning can be applied to the high eld side. In this case, you can convince yourself that the convective cells tend to die away: positive cells receive more negative charges than positive ones, and the opposite for negative cells. This region is stable with regard to the interchange. However, remember that both regions are coupled. Indeed, since particles essentially move along the eld lines, they experience stable and unstable regions. In this framework, the parallel current, which carries the electric charges from one cell parity to another, appears to be stabilizing. As a matter of fact, such an instability is all the more ecient since the parallel resistivity is large,



i.e.



when the stable and



unstable regions tend to be decoupled.



5.3.2 Kinetic description We derive here the set of kinetic equations describing the interchange instability in a cylinder, in the limit where the typical wave lengths of the problem are much larger than the ion Larmor radius, namely



k⊥ ρi  1.



The linear kinetic properties are detailed. They



will be compared to those of the uid version of the instability in the next section.



The model The working model deals with the interchange instability in cylindrical geometry. The problem is made electrostatic by neglecting the magnetic uctuations.



I . The ~ B = µ0 I/2πr ~eθ . In



Let us con-



sider a linear wire carrying the current



resulting magnetic eld exhibits the



cylindrical symmetry, with



the framework of the adiabatic the-



ory (see section 2.2.1), the guiding center drifts are:



~vg = {(mvk2 + µB)/eBr} ~ez



in the low beta limit.



~vE = (∂z hΦi ~er − ∂r hΦi ~ez )/B and ~ ~vE .∇B = ∂z hΦi/r.



Also, one has



For the sake of simplicity, we restrict ourselves to the so-called drift kinetic limit, where the transverse wave lengths are assumed to be much larger than the ion Larmor radius:



k⊥ ρi  1.



In this framework,



hΦi



simply reduces to the electric potential



Φ.



We will



further assume the system to be homogeneous along the magnetic eld, such that the parallel derivative (i.e. along



~eθ )



of any quantity is zero. It follows that the distribution
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function of the ion guiding centers of a hydrogen plasma is governed by:



∂t f +



mvk2 + µB vk 1 {∂z Φ∂r f − ∂r Φ∂z f } + ∂z f − ∂z Φ ∂vk f = 0 B eBr Br



The system is further simplied by only retaining



vk = 0



ions. Finally, when restricting



the analysis to an annulus of small extension as compared to its mean radius



r0 ,



the



curvature drift can be taken constant in space, and the geometry becomes cartesian.



φ = eΦ/T0 , vd = ρs /r0 , with mT0 /eB0 and E = µB0 /T0 . B0 is the magnetic eld at r0 . The Poisson brackets are dened by [φ, f ] = ∂x φ∂y f − ∂y φ∂x f , with x = −r/ρs and y = z/ρs . Finally, time is −1 normalized by ωc = m/eB0 . The kinetic equation for f then reads:



One then introduces the following normalized notations:



ρs =



√



∂t f + [φ, f ] + vd E ∂y f = 0



(5.10)



The Poisson brackets account for the advection of the distribution function by the



E ×B



drift. The system is two dimensional in space, and parameterized by the transverse energy



E.



The coherence of the problem is ensured by the Maxwell-Gauss equation, relating the



k⊥ ρi  1, the uctuations 2 1/2 are assumed to develop on much larger scales than the Debye length λD = (ε0 T0 /e neq ) . Indeed, λD  ρi for typical temperature and density in fusion devices. In this case, the 2 2 Poisson equation λD ∇ φ = (ne − ni )/neq reduces to the electro-neutrality: δne = δni . The electrons are assumed adiabatic, i.e. in phase with the electric potential φ. The electric eld to the charge density. Within the considered limit



reason can be understood as follows: the electrons, much lighter than the ions, move very fast along the magnetic eld lines. Consequently, they can respond quasi instantaneously to any perturbation of the electric potential developing on an ion time scale. Conversely, the electrons are not expected to respond to those perturbations which are constant along



~. B



The electron density uctuations then take the form:



δne /neq = φ − hφi, y 5 . In



the equilibrium density and the brackets standing for the average along



with



neq



the drift



kinetic limit, the ion density derives from the guiding center distribution function f as R∞ follows: ni = f dE + neq ∇2⊥ φ. The last term accounts for the mismatch between f 0 and the distribution function of the particles themselves. It is known as the polarization



δne /neq = δni /neq Z ∞ 1 2 f dE − 1 φ − hφi − ∇⊥ φ = neq 0



term. Finally, the electro-neutrality constraint



reads:



(5.11)



The system eqs. 5.10-5.11 provides a self-consistent kinetic model for the ion dynamics in the presence of a uctuating electric eld. It is non-linear, in that the advection term by the electric drift



[φ, f ] couples f



and



φ, the latter depending on f



via the electro-neutrality



constraint.



5



As will become clear later, the electron response is zero for electric potential uctuations constant ~ and ~ez (see section 5.3.2). both along B
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Linear analysis f



represents the full distribution function of the ion guiding centers,



both equilib-



E and on x only is a stationary φ = 0. Let us focus on the following class of stationary equilibrium distribution functions: feq = neq /Teq exp{−E/Teq }. This Maxwellian ensures that the system is locally at thermodynamical equilibrium, with neq and Teq depending on x. rium and uctuations. Any



f



i.e.



depending on the energy



solution of eqs. 5.10-5.11 at vanishing electric eld



Let us study the stability properties of such a given equilibrium, with prescribed density and temperature proles.



φ˜



developing on



feq .



One considers small magnitude uctuations



f˜



and



Neglecting second order terms with regard to perturbations, one



obtains the following linear system:



∂t f˜ + vd E ∂y f˜ = ∂x feq ∂y φ˜ Z ∞ 1 2 f˜ dE φ − hφi − ∇⊥ φ = neq 0 0 /Teq (E/Teq − 1)} feq , the prime denoting the derivative with ∂x feq = {n0eq /neq + Teq respect to x. When the uctuations develop on much smaller scales than the equilibrium, 0 /Teq |, the scale separation assumption is licit. In this case, it is useful i.e. for k⊥  |Teq P ˆ to decompose the uctuations in Fourier modes f˜ = kx ,ky ,ω fk,ω exp{i(kx x + ky y − ωt)}. The wave vectors kx and ky are real, while ω = ωr + iγ is complex, allowing for both oscillatory (γ = 0) and stable (γ < 0) or unstable (γ > 0) solutions. Each Fourier with



component is an eigenvector of the linear system:



(ω − ωd E/Teq ) fˆk,ω = − ω ∗ feq φˆk,ω Z ∞ 1 ˆ C φk,ω = fˆk,ω dE neq 0 ∗ ∗ ∗ ∗ We have introduced the diamagnetic frequency ω = ωn + ωT (E/Teq − 1), with ωn ≡ 0 /Teq , and the drift frequency ωd ≡ ky vd Teq . Also, C ≡ 1 − ky n0eq /neq and ωT∗ ≡ ky Teq 2 δ(ky ) + k⊥ , with δ(ky ) = 1 if ky = 0 only, and 0 otherwise. Non trivial solutions require the determinant of the system to vanish. This corresponds to the the system:



Z 1+ 0 Here,



ζ



∞



An + AT (ζ − 1) Ω−ζ



−ζ e dζ



=0



dispersion relation



of



(5.12)



ζ ≡ E/Teq . We have introduced the following normalized ∗ ≡ ωn,T /Cωd and Ω ≡ ω/ωd . As discussed in section 4.1.4,



is the normalized energy



quantities:



ζ ≡ E/Teq , An,T



the integral is not dened when the contour of the integration intercept a pole of the integrand, namely when velocity of the wave



ω/ky



ω/ωd ≥ 0.



The resonance condition only occurs if the phase



is the same sign as the drift velocity



vd .



In such a case, one has



to perform the analytic continuation of the solution. The regularization of the integral in eq.5.12 can also be understood as deriving from the causality constraint: the wave should be vanishing at



t → −∞.



Hence, each time Re(Ω)



= ωr /ωd



is positive, one should
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replace



ωr



by



ωr + i+ ,



with



+ > 0



ensuring that



limt→−∞ f˜ = 0.



It follows that eq.5.12



reads dierently depending on whether Re(Ω) is positive or negative.



Kinetic vs. reactive instability Let us look for the boundary conditions in the plane (γ



≤ 0)



from unstable (γ



purely oscillatory (ω



> 0)



= ωr )



(An , AT ),



separating linearly stable



regions. This corresponds to the marginal state, at which



or damped (γ



< 0)



linear solutions become unstable (γ



In a more general viewpoint, let us consider the dispersion relation



> 0).



ε(k, ω) = 0.



Two



cases can be distinguished:



• Reactive instability : ε(k, ω)



exhibits real coecients only.



i.e.



This corresponds to eq.5.12 in the absence of resonances, this case, complex solutions



ωr + iγ



for



ωr /ωd < 0.



In



only emerge as pairs of complex conjugates:



unstable and damped solutions appear together. Consequently, purely oscillatory solutions split into two branches at the linear stability threshold, one of them being unstable.



• Kinetic instability : ε(k, ω) the imaginary part



γ



ε = εr + iεi . ≥ 0). In this case,



exhibits complex coecients, such that



This is the case of eq.5.12 when resonances are present (ωr /ωd



of the frequency of the solution goes from negative (damping)



or zero (oscillatory) to positive (instability) values when crossing the linear stability threshold. These two cases require a dedicated treatment.



Instability threshold when resonances are present (ωr /ωd > 0) For



Ω ≡ ω/ωd



real and positive, the integrand in eq.5.12 presents a pole for



ζ = Ω,



which requires an analytic continuation. In this case, the dispersion relation is made of



ε(k, ω) ≡ εr (k, ω) + iεi (k, ω) = 0. εr and εi are dened by:



real and imaginary parts: of a kinetic instability.



This corresponds to the case



Z



εr (k, ω) = 1 − AT + {An + AT (Ω − 1)} P εi (k, ω) = −π sign(ωd ){An + AT (Ω − where



P



R



Ω



AT c = 1,



0 Ω 1)} e−X



is real at the threshold, such that



The latter condition imposes



real part



−ζ e



−ζ



dζ



(5.13) (5.14)



Ω ≡ ω/ωd εr = 0 and



stands for the principal part. In the kinetic regime, the real part of



is positive. Furthermore,



εi = 0.



∞



εr



Ω = 1 − An /AT



ε=0



implies



at the threshold. Cancelling the



yields the critical normalized temperature gradient in the kinetic regime:



or equivalently



 2 ωd ωT∗ c = 1 − δ(ky ) + k⊥



(5.15)



It is independent of the density gradient, and grows linearly with the drift frequency



ωd .



Also, the critical temperature gradient diverges when



k⊥



tends to innity, meaning
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that the system remains stable to small wave length perturbations. Given the constraint



Ω≥0



in the kinetic regime, such a threshold remains valid provided ∗ regime, the critical real frequency of the system is ω0 = ωd − ωn /C .



An ≤ 1.



In this



Instability threshold in the absence of resonances (ωr /ωd < 0) In the case



Ω ≡ ωr /ωd < 0,



the integrand in eq.5.12 does not have any singularity in



the domain of integration, such that the integral is well dened. The dispersion relation can be recast as follows:



ε(k, ω) ≡ 1 − AT + {An + AT (Ω − 1)} I1 (Ω) = 0



(5.16)



R∞



−ζ n dζ e /(Ω − ζ) . It is straightforward to show that I1 − I2 = 1/Ω (sim0 ple integration by part). The condition dening the instability threshold for a reactive



Here,



In (Ω) ≡



instability is that a double real solution



ω0 ∈ R



splits into two complex conjugate soluε(k, ω) ∝ (ω −ω0 )2 .



tions. This means that, at the threshold, the dispersion relation reads Therefore, for a reactive instability, the threshold fullls



ε(k, ω) = 0 and ∂ω ε(k, ω)|ω0 = 0.



In the case of the interchange instability, the latter constraint leads to:



∂ε(k, ω) ≡ AT I1 (Ω) − {An + AT (Ω − 1)} I2 (Ω) = 0 ∂Ω ω0



(5.17)



The system eqs.5.16-5.17 provides both the real frequency at the threshold and the relationship between



An



and



AT



at this point. The threshold is given by the parametric



curve:



I2 I2 − I12 I1 − I2 (Ω − 1) An (Ω) = I2 − I12



AT c (Ω) =



where



Ω



varies from



−∞



to



0.



(5.18)



The curve is plotted on g.5.3. The system is linearly



unstable for temperature gradients



AT



larger than



AT c .



Indeed, it is obvious that the



linearly stable region of the system has to include the point of global thermodynamical



An = AT = 0. It is interesting to notice that the constraint An > 1, which ensures that Ωr is strictly negative, is automatically satised. In the absence of resonances, the density gradient An appears to be stabilizing, since the threshold AT c 2 increases with An . Especially, it is easy to show that AT c ∼ An /4 when An → ∞. In 2 2 this reactive regime, at the threshold, the real frequency is solution of AT c Ω + [An + 2 AT c (An − 2)]Ω + (An − AT c ) = 0, with An and AT c given by eq.5.18. Two branches with equilibrium, namely



dierent frequencies can coexist.



Fluid limit Even for not to play



ω/ωd > 0, there are at least two cases where the resonances ω = ζωd are likely a prominent role in the dispersion relation eq.5.12: (i) if the resonances are
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broad enough so that they overlap each other. This corresponds to the regime allowing for large scale transport described in section 4.2.2. It can occur in suciently collisional plasmas, or when the growth rate of the instability is large enough. The second case



ω  ωd , such that the resonances at ζ = ω/ωd  1.



corresponds to of the



exponential



This latter case corresponds to the so-called



exp(−ζ)



uid limit.



(ii)



strongly reduces the impact



It is analogous to the standard



uid description where resonances are not accounted for (see section 5.3.3). It can be −1 treated by performing a Taylor expansion of (ω − ωd ζ) in the limit ω/ωd  1. Such an expansion remains valid provided those particles of energy



ζ ≈ ω/ωd



are negligible. At



ωd ζ/ω , the dispersion relation reads:     Z 1 1 AT 1 ∞ An + AT (ζ − 1) −ζ e dζ ≈ 1 + An 1 + + =0 1+ Ω 0 1 − ζ/Ω Ω Ω Ω



rst order in



using the same notations as previously. Such a uid limit gives rise to a reactive instability. The linear threshold is such that the discriminant vanishes, namely:



AT c =



An (An − 4) 4



(5.19)



This parabola departs from the previous solutions, especially in the regime where resonances are present, namely for vanishes for at density proles



An ≤ 1. An = 0.



For instance, the critical temperature gradient Conversely, such a uid limit well describes the



case where resonances are absent, eq.5.18. The asymptotic limit for An → ∞, namely AT c ∼ A2n /4, is the same in both cases. Finally, the critical real frequency depends on ∗ the density gradient only: ω0 = −ωn /2C .



5.3.3 Fluid description and closure problem The interchange instability can also be analyzed with a set of uid equations.



Let us



introduce the three rst uid moments of the system eqs.5.10-5.11, namely the guiding center density



n,



the pressure



Z n≡



and the heat ux



∞



f dE 0



p



Z ;



p≡



q



6



:



∞



∞



Z



Ef dE



;



E 2 f dE



q≡



0



(5.20)



0



Taking the three rst moments of eq.5.10 leads to the uid conservation of matter, heat and energy. Since the curvature drift depends on the energy



E,



each moment is coupled



to the next one:



∂t n + [φ, n] + vd ∂y p = 0 ∂t p + [φ, p] + vd ∂y q = 0 Z ∞ ∂t q + [φ, q] + vd ∂y E 3 f dE = 0



(5.21) (5.22) (5.23)



0 6



zero.



Since the system is symmetric with respect to v⊥ = ± 2E/m, the mean uid velocity is strictly p
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The quasi-neutrality, eq.5.11, relates the density to the electric potential:



 n = neq 1 + φ − hφi − ∇2⊥ φ



(5.24)



Conversely to the kinetic system eqs.5.10-5.11, the uid system eqs.5.21-5.24 is not selfR∞ 3 consistent. The closure consists in expressing the largest order moment E f dE as a 0 function of the smaller order ones. Such an expression usually derives from an assumption on the type of response one expects for the distribution function



f.



There is no satisfac-



tory closure of the uid equations, which would hold for any system. The closure problem constitutes the drawback of uid theories for hot plasmas. Conversely, when collisions are strong enough (namely when the collision frequency becomes one of the largest relevant frequencies of the problem), the distribution function weakly departs from the local Maxwellian, governed by thermodynamical equilibrium. In this case, a rigorous closure can be derived by treating the small deviations by perturbations, as done by Braginskii in 1965 [18]. In the present case, one shall simply assume that



f



feq = neq /Teq exp(−E/Teq ). Computing the largest 3(peq qeq )/neq . This suggests the following closure: Z ∞ pq E 3 f dE = 3 n 0



Maxwellian leads to



weakly departs from the order moment with



feq



(5.25)



The system eqs.5.21-5.25 is now self-consistent.



Linear analysis and stability diagram Following the analysis of the kinetic system, the uid system can be linearized around the Maxwellian equilibrium dened above. The uctuations, denoted with a tilde, satisfy the following system, at lowest order:



∂t n ˜ + vd ∂y p˜ = ∂x neq ∂y φ˜ ∂t p˜ + vd ∂y q˜ = ∂x peq ∂y φ˜  2 ∂t q˜ + 3vd Teq ∂y q˜ + 2Teq p˜ − 2Teq n ˜ = (∂x peq − Teq ∂x neq ) ∂y φ˜ whith



(5.26) (5.27) (5.28)



Teq = peq /neq , consistently with the denition of the Maxwellian equilibrium.



Once



Fourier transformed, the linearized system reads:



    ωn∗ −ω ωd 0 n ˆ k,ω /neq  0   pˆk,ω /peq  =   φˆk,ω ωp∗ −ω ωd ∗ ∗ −3ωd 3ωd −ω + 3ωd qˆk,ω /qeq 2ωp − ωn 



The same notations as in section 5.3.2 are used.



Notice that



ωp∗ = ωn∗ + ωT∗ .



(5.29)



Solving



system 5.29 leads to the uid dispersion relation:



ε(k, ω) = Cω 3 −(3Cωd −ωn∗ )ω 2 −ωd (3Cωd +3ωn∗ −ωp∗ )ω +ωd2 (3Cωd −4ωn∗ −ωp∗ ) = 0



(5.30)



The third order of this polynomial simply reects the number of uid moments which we have considered.
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Figure 5.3: Linear threshold of the interchange instability. The three curves correspond to the kinetic regime eq.5.15 and eq.5.18, to the uid limit of the kinetic model eq.5.19, and to the uid model 5.32.



Since all coecients are real, the uid instability is threshold fullls the following conditions:



ε(k, ω) = 0



reactive. Hence, the instability and ∂ω ε(k, ω) = 0. The latter



condition reads:



∂ω ε(k, ω) = 3Cω 2 − 2(3Cωd − ωn∗ )ω − ωd (3Cωd + 3ωn∗ − ωp∗ ) = 0 The system eqs.5.30-5.31 provides an implicit equation



(5.31)



F (An , AT c ) = 0 for the uid linear



threshold. After some basic algebra, it can be recast as follows:



 An



A2n



 9AT c − 54 − 27 ± (A2n − 3AT c + 18)3/2 = 0 − 2



(5.32)



Solutions are plotted on g.5.3.



5.3.4 Analogy with the Rayleigh-Bénard instability Nous montrons dans cette section l'analogie formelle de l'instabilité d'interchange décrite précédemment avec celle de Rayleigh-Bénard, qui se développe dans un uide chaué par le bas et soumis à la gravité.



Nous allons voir également comment des modèles



génériques des ondes de dérive dans les plasmas magnétisés (modèles de Hasegawa-Mima et Hasegawa-Wakatani) peuvent se déduire de ce modèle simple d'interchange. Nous allons tout d'abord procéder à un changement de variables an de rendre apparent le rôle joué par un gradient moyen de densité dans le problème. Considérons la
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n ˜ dénie comme l'écart de n à un gradient moyen de longueur caractéristique Ln : n = n0 − (r − a)¯ n/Ln + n ˜ , n0 et n ¯ étant des constantes. L'équation de continuité conduit alors à l'équation d'évolution de n ˜ suivante: nouvelle densité



n ¯ (∂t − D⊥ ∆⊥ ) n ˜ = DB [˜ n, φ] − DB ∂aθ φ Ln   (r − a)¯ n Λ−φ cs n ˜ + n0 − e +S − 2Lk Ln On supposera en outre



n ≈ n0 , de sorte que ∂aθ log n ≈ (∂aθ n ˜ )/n0 .



(5.33)



L'équation d'évolution



de la vorticité devient alors:



(∂t − ν⊥ ∆⊥ ) ∆⊥ φ = DB [∆⊥ φ, φ] −



 cs G cs Λ−φ ∂aθ n ˜+ 1 − e ρs n 0 R 2Lk ρ2s



(5.34)



Sans préjuger des détails de la normalisation choisie, nous pouvons réécrire les équations 5.33 et 5.34 précédentes de manière très générale en normalisant les diérentes grandeurs à des quantités qu'il restera à dénir:



(r − a) → L x aθ →Ly t →τ t



φ →Aφ ˜ n ˜ →n ˜0 N



où le temps et les distances sont à présent respectivement normalisés à s'autorise également à pouvoir renormaliser le potentiel



A,



et la densité



n ˜



à



n ˜0.



φ



τ



et



L.



On



à la quantité sans dimension



Avec ces notations, le système précédent devient:



˜ = ∂t N



τ DB A¯ n τ DB A ˜ τ D⊥ ˜ [N , φ] − ∂y φ + 2 ∆⊥ N 2 L n ˜ 0 LLn L   τ cs n0 n ¯ xL τS Λ−Aφ ˜ − N+ − e + 2Lk n ˜0 n ˜ 0 Ln n ˜0



L2 DB A cs GL3 n ˜0 ˜ + ∆2⊥ φ ∂t ∆⊥ φ = [∆⊥ φ, φ] − ∂y N τ ν⊥ ν⊥ ρs Rν⊥ An0  c s L4 + 1 − eΛ−Aφ 2 2Lk ρs Aν⊥ Nous allons montrer ici que, dans la limite



(5.35)



(5.36)



Lk → ∞, le système d'interchange que nous



venons de dériver, équations 5.35-5.36, s'identie au modèle développé pour l'instabilité de Rayleigh-Bénard, et présenté en Annexe



??.



Par identication au système de Rayleigh-



Bénard, les contraintes imposées aux grandeurs de normalisation sont les suivantes:



τ D⊥ =1 ; L2



τ DB A =1 ; L2



cs GL3 n ˜0 =1 ρs Rν⊥ An0



Ce qui conduit aux relations suivantes:



L2 D⊥ = D⊥ ; A = ; τ DB



L3 n ˜0 =



RD⊥ ν⊥ n0 c2s G
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On introduit deux paramètres adimensionnels, analogues aux nombres de Rayleigh et de Prandtl:



n ¯ L n ¯ L L2 c2s GL τ DB A¯ n = = n ˜ 0 LLn Ln n ˜0 n0 Ln D⊥ ν⊥ R ν⊥ ≡ D⊥



Ra ≡ Pr



Avec ce choix de normalisation, en l'absence de terme source et dans la limite



Lk → ∞ ,



le système eqs.5.35-5.36 se réduit alors à:



Pr−1



˜ + [φ, N ˜ ] = −Ra ∂y φ + ∆⊥ N ˜ ∂t N ˜ + ∆2 φ (∂t ∆⊥ φ + [φ, ∆⊥ φ]) = −∂y N ⊥



Il sut alors de changer



φ



en



−φ



et



x



en



−x



pour retrouver le système de Rayleigh



Bénard:



Pr−1 dans lequel



ψ



∂t T + [ψ, T ] = Ra ∂y ψ + ∆⊥ T (∂t ∆⊥ ψ + [ψ, ∆⊥ ψ]) = ∂y T + ∆2⊥ ψ



est la fonction courant et



T



l'écart en température à un prol linéaire. Il



existe donc une analogie formelle entre les deux instabilités. On voit en particulier que le terme de courbure des lignes de champ dans l'instabilité d'interchange, en



G/R,



joue le



φ



est



Cette équivalence est liée au fait que les vitesses



~vE



même rôle que la gravité dans Rayleigh-Bénard. De même, le potentiel électrique l'analogue de la fonction courant et celle du uide



~v



ψ.



sont toutes deux supposées à divergence nulle.



5.4 Exercises 5.4.1 Plasma-beam instability L'objectif de cet exercice est d'étudier l'instabilité faisceau-plasma dans un cadre simplié de manière à pouvoir traiter analytiquement le problème linéaire. On suppose le problème à une dimension spatiale, la direction de propagation



v . Le plasma (E = −∇φ).



vitesse, tique



Question 1: distribution bution



Feq



F



x,



et à une dimension en



est supposé non magnétisé, et on considère le problème électrosta-



Ecrire l'équation de Vlasov régissant la dynamique de la fonction de



d'ions de charge



Ze.



Quelle condition doit satisfaire la fonction de distri-



d'un équilibre stationnaire sans champ électrique?



Question 2:



On part de l'équilibre précédent que l'on suppose perturbé par des uc-



tuations du potentiel électrique



φ.



Ecrire la relation linéaire entre les uctuations



la fonction de distribution des ions (F



= Feq + f )



et



φ



f



de



dans la limite où les uctuations



sont de faible amplitude. En déduire son expression pour un mode de vecteur d'onde



k
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ω,



Question 3:



de la forme
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exp[i(kx − ωt)].



La cohérence du problème est assurée par les équations de Maxwell.



On supposera les électrons adiabatiques, de sorte que les uctuations de densité asso-



δne /ne,eq = eφ/Te . Ecrire la relation unissant les uctuations δni /ni,eq et les uctuations φ du potentiel électrique (on supposera



ciées sont de la forme : de densité ionique



l'électroneutralité du plasma à l'équilibre).



Question 4: Déduire des deux questions précédentes la relation de dispersion ε(ω, k) = 0.



Que devient-elle dans les deux cas suivants: (a)



est la longueur de Debye; (b)



Question 5:



kλD  1



, où



λD = (ε0 Te /neq Ze2 )1/2



Te → ∞.



Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser à une fonction de distri-



bution d'équilibre constituée de deux créneaux de largeurs



∆v1



et



∆v2 ,



comme indiqué



sur la gure 5.4. Calculer la densité, la vitesse moyenne et la température d'équilibre du plasma dans la limite où



Question 6:



∆v2  ∆v1 , ∆v2  v2



Montrer que, dans la limite



et



h1 ≈ h2 .



Te → ∞,



la relation de dispersion peut



s'écrire:



ε(ω, k) = (1 + µ)ω 2 − 2ω2 ω + ω22 − Ω22 − µΩ21 = 0



1 k ∆v1,2 , ω2 = kv2 , H1,2 = 2 H2 Ω2 /H1 Ω1 . En déduire la condition d'apparition d'une in-



où les notations suivantes ont été introduites:



(2ZkTe /neq mi )h1,2



et



µ=



(5.37)



Ω1,2 =



stabilité, le taux de croissance et la pulsation. Comparer la vitesse de phase de l'onde à la vitesse moyenne des ions. Discuter les résultats.



Question 7:



On va s'intéresser à présent au cas où les électrons ont une température



nie, et où la longueur d'onde de la perturbation est grande devant la longueur de Debye (cas (a) de la question 4).



Ω2  Ω1 ordre en



Pour simplier le problème, on considère le cas limite où



et Ω2  ω2 , H1 et H2 étant a priori du même ordre. Montrer Ω2 /Ω1 , la relation de dispersion peut s'écrire :  (ω − ω2 )2 ω 2 − Ω1 (Ω1 + H1 ) = Ω2 H2 (ω 2 − Ω21 )



Question 8:



que, au premier



(5.38)



Nous cherchons à déterminer la condition d'apparition d'une instabilité.



Pour ce faire, nous allons développer la relation de dispersion autour de la racine double



Ω2 /Ω1 , à savoir ω = ω2 . La solution de l'équation 5.38 est de la forme ω = ω2 + δω , avec δω  ω2 . Trouver la relation satisfaite par δω . En négligeant les 3 4 termes en δω et δω , en déduire que le critère (approché) d'instabilité est: à l'ordre 0 en



Ω1 < ω2 < [Ω1 (Ω1 + H1 )]1/2 Discuter ce résultat au regard du critère obtenu dans la limite



Question 9:



(5.39)



Te → ∞,



question 6.



En déduire l'expression du taux de croissance et de la pulsation ap2 2 2 prochés de l'onde instable. Tracer le taux de croissance en fonction de ∆ω = ω2 − Ω1 . Discuter.
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Figure 5.4: Fonction de distribution d'équilibre



Feq



considérée aux questions 5 à 9.



5.4.2 Slab ITG driven turbulence: kinetic vs. reactive instability ~ez est orienté selon la direction ~ d'un champ magnétique extérieur intense B = B~ ez , constant en temps et en espace. Dans ~ = −∇φ ~ ), la fonction le cadre de la théorie adiabatique et dans la limite électrostatique (E de distribution f des centres-guides des ions (de masse M et charge e) satisfait l'équation On considère un cylindre de plasma dont l'axe longitudinal



gyrocinétique suivante:



∂t f + v∂z f +



e 1 [φ, f ] − ∂z φ ∂v f = 0 B M



Le crochet de Poisson rend compte de l'advection de ~ × B/B ~ 2 : [φ, f ] ≡ B(~vE .∇f ~ ) = 1 (∂r φ ∂θ f − ∂θ φ ∂r f ). E r selon z .



(5.40)



f par la dérive électrique ~vE = v désigne la vitesse des particules



Question 1: Vérier que la fonction de distribution feq =



 p neq / 2πTeq /M exp {−M v 2 /2Teq }, où les densité neq et température Teq d'équilibre ne dépendent que du rayon r , est une solution stationnaire de l'équation 5.40 à potentiel nul φeq = 0. On considère des perturbations autour de cet équilibre de la forme f = feq (r, v) + f˜(r, θ, z, v, t) et ˜ θ, z, t). Etablir le lien entre f˜ et φ˜ dans le cas de perturbations de faible amφ = φ(r, plitude par rapport à l'équilibre.







On suppose des conditions aux limites périodiques



z , de sorte que l'on peut décomposer les uctuations comme suit: P ˜ ˆ φ = m,kk ,ω φk,ω (r) exp{i(mθ + kk z − ωt)}, de même pour f˜. Dans le régime linéaire dans la direction



discuté précédemment, montrer que chacun de ces modes de Fourier est un mode propre du système. En déduire que la réponse linéaire de la fonction de distribution est de la forme:



  eφˆk,ω ω − ω∗ ˆ feq fk,ω = − 1 − ω − kk v Teq



(5.41)



∗ ∗ ∗ 2 2 ∗ où la fréquence diamagnétique est dénie par ω = ωn + ωT (v /2vth − 1/2), avec ωn ≡ 0 (kθ ρi )vth n0eq /neq , ωT∗ ≡ (kθ ρi )vth Teq /Teq . Le vecteur d'onde poloïdal est kθ = m/r, le rayon de Larmor thermique



ρi = M vth /eB ,



prime désigne quant à lui la dérivée radiale.



et la vitesse thermique



vth =



p



Teq /M .
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La cohérence du problème est assurée par l'équation de Maxwell-Gauss,



qui relie le potentiel vecteur



φ



à la densité de charge. En pratique, cette équation est



remplacée par l'hypothèse de quasi-neutralité électrique.



Rappeler dans quelle limite



cette approximation est légitime. L'équilibre étant supposé neutre électriquement, cette condition se réduit à une égalité des uctuations de densité:



n ˜e = n ˜i.



Les électrons, très



mobiles du fait de leur faible inertie, seront supposés s'ajuster instantanément à toute



˜ eq . n ˜ e /neq = eφ/T



uctuation du potentiel, de sorte que



On admettra que la condition



d'électro-neutralité s'écrit alors:



1−



ρ2i ∇2⊥



Z ∞  eφ˜ 1 = f dv − 1 Teq neq −∞



2 où le Laplacien transverse est donné par: ∇⊥ R ∞ 1 f˜ dv ( 7 ) . de droite s'écrit également neq −∞



= 1r ∂r (r∂r ) + r12 ∂θ2 .



(5.42)



Montrer que le membre



Déduire des deux équations précédentes,



eφˆk,ω /Teq . Par la suite, ˆk,ω /Teq ∝ exp{g(r)}. En nous nous restreindrons à des fonctions tests de la forme eφ déduire que, pour ces modes, la relation de dispersion ε(k, ω) est: Z ∞ 2 ω − ω ∗ e−u √ du = 0 ε(k, ω) ≡ C − (5.43) π −∞ ω − kk v eqs.5.41-5.42, l'équation diérentielle que satisfont les modes



où



C ≡ 2 + (kθ ρi )2 − (κρi )2 , κ2 ≡ g 0 /r + g 02 + g 00



Question 3:



Parmi tous les modes



(k, ω),



et



2 u2 = v 2 /2vth .



certains peuvent se révéler instables



linéairement et croître exponentiellement avec le temps. la partie imaginaire de la pulsation



ω



Quelle inégalité doit vérier



pour que cela soit le cas?



Nous allons chercher la courbe dite de stabilité marginale, qui sépare dans un plan ∗ ωn − ωT∗ les régions linéairement stables de celles instables. Cette courbe est le lieu où des solutions linéaires purement oscillantes ou amorties deviennent instables. Deux cas génériques peuvent être distingués:



• Instabilités réactives: ε(k, ω)



est à coecients réels.



Dans ce cas, les solutions complexes de complexes conjugués. (γ



= 0) se transforme excitée ∝ exp(|γ|t).



ω = ωr +iγ



ne peuvent apparaître que par paire



Au seuil d'instabilité, un solution purement oscillante



alors en une solution amortie



• Instabilités cinétiques: ε(k, ω)



∝ exp(−|γ|t)



est à coecients complexes:



Dans ce cas, la partie imaginaire



γ



et une autre



ε = εr + iεi .



de la pulsation d'un mode linéaire passe de



négative à positive au franchissement du seuil d'instabilité linéaire. Comme nous allons le voir à présent sur le cas particulier précédent, le premier cas est réminiscent d'instabilités traitées dans la limite uide.



7 On



rappelle que



R∞ √ exp(−u2 ) du = π/2 0
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Au seuil d'instabilité, la pulsation



ω



est réelle. Le prolongement analytique (ou pre-



scription Landau) de l'intégrale présente dans la relation de dispersion eq.5.43 implique



ε = εr + iεi ,



avec: 2



∞



ω − ω ∗ e−u √ du εr (k, ω) ≡ C − P π −∞ ω − kk v   √ Z ∞ π v2 dv ∗ (ω − ω ) exp − δ(v − ω/kk ) √ εi (k, ω) ≡ |kk | −∞ 2vth 2 vth Z



où



P



R



désigne la partie principale.



Déduire de l'annulation de la partie imaginaire de



ε que, au seuil, la pulsation réelle ω0 d'un mode propre linéaire satisfait la relation: ω0 − ωn∗ − ωT∗ (ω02 /2ωk2 − 1/2) = 0, où par dénition ωk = kk vth . En annulant la partie réelle de ε, montrer alors que le seuil correspond au gradient de température critique ∗ 8 ωT, crit qui satisfait la relation : ! 2 2 2C ω 2Cωk2 1 k ∗ − + − ωn∗ = 0 (5.44) ωT, crit ∗2 ∗ 2 ωT, ω crit T, crit ∗ ωT, crit



Tracez à la main la courbe



en fonction de



ωn∗ ,



à



C



et



ωk



xés. Indiquez les régions



stables et instables, en précisant le raisonnement. Remarquez que le gradient de densité peut jouer un rôle stabilisant.



Question 4:



On s'intéresse à présent à l'équivalent uide du système cinétique con-



stitué des équations 5.40 et 5.42. On introduit en particulier les quatre premiers moments scalaires suivants:



n≡



R∞



•



La densité:



•



La vitesse moyenne



•



La pression:



•



Le ux de chaleur:



p≡



−∞



f dv



u



du uide selon



z : nu ≡



R∞ −∞



vf dv



R∞



M (v − u)2 f dv R∞ q ≡ −∞ M (v − u)3 f dv



−∞



En intégrant sur la vitesse l'équation 5.40  préalablement multipliée par



1, v et M (v−u)2 ,



respectivement  montrer que les équations de conservation de la matière, de la quantité de mouvement, et de la chaleur, prennent la forme suivante:



1 [φ, n] + ∂z (un) = 0 B 1 ∂z p e ∂t u + [φ, u] + u ∂z u + + ∂z φ = 0 B nM M 1 ∂t p + [φ, p] + ∂z (up) + ∂z q + 2p ∂z u = 0 B ∂t n +



8 Astuce:



(5.45) (5.46) (5.47)



2 dans l'expression de la fréquence diamagnétique, on récrira (v 2 /2vth −1/2) comme (ω02 /2ωk2 − 2 1/2) − (ω02 /2ωk2 − v 2 /2vth ).
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On constate que chaque moment uide d'ordre



k + 1.



k



est couplé au moment d'ordre supérieur



q , pour hypothèse de fermeture,



En particulier, l'évolution de la pression fait intervenir le ux de chaleur



lequel nous n'avons pas dérivé d'équation d'évolution. Faire une



indispensable pour tronquer la hiérarchie innie des équations uides, consiste à supposer



k + 1 peut être exprimé en fonction des moments d'ordre inférieur q pour l'équilibre Maxwellien feq donné à la quessuit, nous prendrons pour hypothèse de fermeture q = 0.



que le moment d'ordre



seulement. Que vaut le ux de chaleur tion 1? Dans ce qui



Question 5:



De la même manière que nous avions procédé dans le cas cinétique,



nous allons étudier les propriétés linéaires du système uide perturbé autour de l'équilibre donné par



feq



et



φeq = 0.



Montrer que cet équilibre correspond à



ueq = 0 et peq = neq Teq , r. On décomposera



où toutes les quantités uides d'équilibre ne dépendent que du rayon alors



n, u



et



p



en quantités d'équilibre et uctuations, de la forme:



n = neq (r) +



X



n ˆ k,ω (r) exp{i(mθ + kk z − ωt)}



m,kk ,ω



u



et de même pour le choix



q = 0)



et



p.



En linéarisant le système uide eqs.5.45-5.47 (où l'on rappelle



autour de l'équilibre que l'on a déni, montrer que chaque mode satisfait



le système suivant:



 ω −ωk 0  0 ω −ωk    0 3ωk −ω 



Question 6:



n ˆ k,ω neq u ˆk,ω vth pˆk,ω peq







 −ωn∗ ˆ    eφk,ω ωk = Teq ωn∗ + ωT∗ 



(5.48)



L'électroneutralité, eq.5.42, nous permet de relier les uctuations de la



densité des centres-guides à celles du potentiel électrique:



eφˆk,ω n ˆ k,ω = (C − 1) neq Teq En injectant cette relation dans le système eq.5.48, montrer que la relation de dispersion uide du système est:



D(k, ω) ≡



C − 1 3 ωn∗ 2 ω + 2 ω − (3C − 2) ω + (ωT∗ − 2ωn∗ ) = 0 ωk2 ωk



(5.49)



Nous constatons donc que, dans sa version uide, et avec la fermeture que nous avons retenue, l'instabilité est réactive.



Question 7:



Comme discuté précédemment, la



condition nécessaire



(mais non su-



isante) dénissant le seuil d'une telle instabilité réactive est qu'une racine double réelle



ω0 ∈ R



de la relation de dispersion se dédouble en deux complexes conjugués. Cela im2 plique que, au seuil, la relation de dispersion est de la forme D(k, ω) ∝ (ω − ω0 ) . Au



5.4.
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seuil, nous aurons donc



∂ω D(k, ω)|ω0 = 0



D(k, ω) = 0.



En déduire que le seuil



  4 ωn∗ 2 ω − 2C − ω + (ωT∗ − 2ωn∗ ) = 0 3ωk2 3



(5.50)



en plus de



de l'instabilité uide satisfait l'équation:



En déduire la relation implicite donnant l'expression du gradient de température critique ∗ ∗ ωT, crit uide en fonction de ωn . Tracer cette courbe à C et ωk xés. La comparer à la courbe de stabilité marginale obtenue en cinétique. Comparer également les fréquences réelles



ω0



aux seuils uide et cinétique.



Les modèles dits



gyro-Landau uides



proposent des fermetures plus complexes que



celle que nous avons considérée, et qui visent entre autres à ajuster le seuil linéaire d'une instabilité uide au seuil cinétique.
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Chapter 6 Turbulence and transport 6.1 Du quasi- au non-linéaire L'analyse quasi-linéaire repose sur la pérennité des résonances, plus ou moins élargies, entre ondes et particules. Cette hypothèse reste légitime tant que la phase



Φ = (ωk −kv)t



d'interaction entre les ondes et les particules varie peu sur le temps de la résonance. Plus précisément,



Φ



doit peu varier sur un temps de corrélation



τc



des ondes le long de la



trajectoire de la particule. Ce temps de corrélation, Lagrangien, est en pratique dicile à estimer. On le remplace souvent par le temps de corrélation Eulérien, donné approxima−1 tivement par l'inverse de la largeur en fréquence du spectre des uctuations: τc ≈ ∆ω . La phase varie du fait de la modication de la vitesse des particules interagissant avec 2 l'onde: hδv i = Dv t, où Dv est le coecient de diusion en vitesse. La nature diusive du processus est accréditée par l'approche quasi-linéaire. Dans ce cadre, l'évolution statistique de la variation de la phase



δΦ



est donnée par:



hδΦ2 i = hδ [(ωk − kv)t]2 i ≈ k 2 Dv t3 La variation de phase est de l'ordre de l'unité après un temps caractéristique



τD ,



connu



sous le nom de temps de Dupree (ou de Kolmogorov):



τD ≡ k 2 Dv



−1/3



L'approche quasi-linéaire reste légitime dans le domaine turbulence faible. Dans le cas contraire, lorsque



(6.1)



τ c < τD .



On parle parfois de



τc > τD , le système entre dans un régime



de turbulence développée, dont l'étude fait l'objet de la section suivante.



6.2 Non linear regime and saturation mechanisms Si la théorie quasi-linéaire permet de montrer que les uctuations conduisent à une modication de l'équilibre au travers d'un transport diusif, elle ne permet cependant pas d'estimer le niveau de saturation de ces uctuations, et donc l'amplitude du transport. Plusieurs mécanismes génériques peuvent conduire à cette saturation. Ils sont abordés dans cette section.
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6.2.1 Prole relaxation and avalanche-like transport L'approche quasi-linéaire développée à la section la saturation des uctuations.



L'équation



??



??



montre une des voies possibles à



montre tout d'abord que les uctuations



ne peuvent se développer qu'en présence d'un gradient de la fonction de distribution d'équilibre,



∂J Feq .



L'équation



??



montre par ailleurs que ces uctuations génèrent du



transport, qui se traduit par une équation de diusion sur



Feq .



Or, par nature, toute dif-



fusion tend à réduire les gradients. Un mécanisme de saturation envisageable est donc le suivant: fort gradient d'équilibre



→ croissance des uctuations → génération de transport → aplatissement du gradient d'équilibre



turbulent (diusif dans l'approche quasi-linéaire)



→



baisse des uctuations.



Pour que ce mécanisme s'avère ecace, le temps sur lequel se développe le transport turbulent, qui xe le temps caractéristique d'évolution de l'équilibre τeq , doit être du même ordre que le temps de croissance des uctuations, donné par l'inverse du taux de croissance −1 de l'instabilité considérée γ . On a longtemps supposé que ces deux temps étaient très diérents. Le raisonnement repose sur une hypothèse de séparation des échelles spatiales de l'équilibre et des uctuations. L'évolution du gradient, de l'écart à l'équilibre thermodynamique, est supposée se faire sur l'échelle du système. Cette hypothèse conduit à prendre la borne supérieure pour



τeq , à savoir le temps de connement τE



de quelques frac-



tions de secondes. A l'inverse, le second temps est de l'ordre de l'inverse de la fréquence −1 −5 diamagnétique γ ∼ Ω−1 ∗ , soit environ 10 s. Dans ces conditions, l'évolution de la turbulence était étudiée à



gradient xe, dans la mesure où la rétroaction des uctuations sur



le gradient d'équilibre n'était pas prise en compte. Mais cette hypothèse est critiquable à double titre.



(i) Il n'est pas légitime de supposer γτeq  1.



En eet, le gradient local qui



participe à la déstabilisation des modes peut évoluer sur des échelles de temps beaucoup −1 plus courtes que τE . D'autre part, γ n'est pas forcément une bonne mesure du temps caractéristique des uctuations. En particulier, leur temps de corrélation peut signica−1 tivement excéder γ . (ii) Les tokamaks sont des systèmes ouverts, où ce sont les ux (de matière, de chaleur et de moment cinétique) qui sont prescrits, et non les gradients d'équilibre. Ces derniers ne sont que le résultat de la réponse turbulente du système aux ux imposés.



C'est pour tenir compte de ces propriétés que de nouvelles études, théoriques et



?



numériques, ont été menées récemment en turbulence dans les tokamaks [ ]. Le transport présente dans ce cas une dynamique notablement diérente de celle décrite à gradient xe. Il s'avère que la turbulence développe des bouées intermittentes de ux, qui se propagent de manière quasi-balistique sur des distances radiales très grandes devant le rayon de Larmor ionique. Les simulations numériques à



forçage par le ux montrent que la vitesse



de propagation de ces évènements varie de quelques fractions de la vitesse diamagnétique ∗ ionique vi ≈ (ρi /LP )vT i dans le plasma conné, à quelques fractions de la vitesse du son cs ≈ (Te /mi )1/2 dans le plasma de bord. Soit en pratique de quelques centaines à quelques milliers de kilomètres par seconde. Ces bouées sont parfois appelées des avalanches, par analogie avec les tas de sable. Une description possible de ce type de transport est l'eet
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domino: l'aplatissement du gradient local se traduit par un raidissement du gradient de part et d'autre de cette position, entraînant la propagation de proche en proche d'un fort gradient déstabilisant. Dans ces régimes, la longueur de gradient prend toutes les valeurs, du rayon de Larmor à la taille du système, avec des inversions possibles. temps d'évolution du gradient est alors beaucoup plus court que



τE .



Le



Dans un tel régime



non-linéaire, distinguer les échelles de l'équilibre et des uctuations perd son sens. Il est enn intéressant de remarquer que de plus en plus d'observations expérimentales rapportent l'existence de ce type de dynamique. Nous avons pour l'instant passé sous silence une propriété importante du ux turbulent, dont l'expression quasi-linéaire ne rend pas compte. Sans perte de généralité pour notre propos, considérons le ux radial turbulent de particules, porté par des uctuations de densité



n ˜.



L'advection turbulente est quant à elle dominée par la composante radiale 1 ∂θ φ˜. La moyenne de ce ux sur une surface v˜Er ≈ − rB



de la vitesse de dérive électrique:



magnétique a pour expression dans l'espace de Fourier:



Γ ≡ h˜ nv˜Er i =



X



ikθ nk φ−k exp[i(ϕnk − ϕφk )]



kθ



=



X



2kθ nk φ−k sin(ϕnk − ϕφk )



kθ >0 où



ϕφk



et



ϕnk



sont les phases des modes poloïdaux



kθ



du potentiel et de la densité. On



constate qu'une condition nécessaire pour que le ux soit non nul est que les uctuations de densité (ou, plus généralement, de la quantité transportée) et de potentiel électrique n soient déphasées. Des uctuations en quadrature de phase − c'est-à-dire telles que (ϕk − φ ϕk ) = (2m + 1)π/2, où m est un entier − maximisent le transport. A l'inverse, des uctuations d'amplitude non nulle mais en phase ne génèrent aucun transport.



Par



exemple, les modèles qui font l'hypothèse d'une réponse adiabatique (c'est-à-dire telle que



n ˜ ∝ φ˜)



de l'une des deux espèces, ions ou électrons, ne permettent pas de prédire de



transport turbulent de matière.



6.2.2 Non-linear coupling, energy cascades and zonal ows ??, nous avons négligé les termes non-linéaires dans l'équation d'évolution de la quantité uctuante f , eq. ??. Cette ap-



Dans l'approche quasi-linéaire développée à la section



proximation n'est légitime que dans la mesure où ces termes restent d'un ordre inférieur par rapport aux termes linéaires conservés. Dans le cas d'une instabilité, les modes stables se développent avec un taux de croissance



γk .



k



in-



Si un grand nombre de modes sont



instables, on conçoit alors que l'approximation quasi-linéaire tombera en défaut au bout −1 d'un temps de l'ordre de γk . A ce stade, la contribution de tous les autres modes devra être prise en compte dans la dynamique d'un mode particulier. Ce nouveau terme peut s'avérer être un terme source ou puits, c'est-à-dire déstabilisant ou stabilisant. Voyons plus précisément quelques uns des nouveaux éléments de physique introduits par ce terme.
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De manière générique, on peut écrire l'évolution temporelle d'un mode



1



suit :



φk



comme



∂φk 1X = γk φk + Mkpq φ∗p φ∗q ∂t 2 p,q



Mkpq désigne le tenseur de couplage. La somme est a priori innie car tous les modes p et q qui satisfont la condition k + p + q = 0 contribuent au couplage. Plusieurs théories où



ont été proposées pour évaluer ce dernier terme. Elles tâchent en particulier de répondre à deux questions fondamentales: modes?



(ii)



(i)



peut-on restreindre la somme à un nombre limité de



quel est son signe en fonction de



k?



La première interrogation renvoie aux caractéristiques des triades



(kpq)



dominantes



dans l'interaction. Deux cas limites sont intéressants:



•



Dans le cas où les couplages sont locaux dans l'espace des que



k≈p≈q



k,



les interactions telles



sont privilégiées. Se produit alors un processus de transfert d'énergie



entre modes voisins. Une grande partie des travaux théoriques menés sur la turbulence dans les uides étudie en particulier le sens de ces cascades d'énergie dans l'espace des



k.



On montre en annexe



nombre d'invariants du système.



??



que le sens de ce transfert dépend du



Dans une turbulence uide à deux dimensions



k0 sera transférée par couplages non Ce processus de cascade inverse conduit à la formation



spatiales, l'énergie injectée autour du mode linéaires aux modes



k < k0 .



de grosses cellules de convection. A l'inverse, une turbulence uide à trois dimen-



cascade directe, favorisant le développement k > k0 . Si ces prédictions ont pu être con-



sions est gouvernée par un processus de de cellules de petite taille, telles que



frontées avec succès aux mesures expérimentales dans les uides classiques, elles s'appuient cependant sur des hypothèses peu compatibles avec les plasmas de fusion. En particulier, les hypothèses d'isotropie de la turbulence et d'existence d'une région inertielle (région du spectre en



k



où le transfert d'énergie se fait sans dissi-



pation) sont mises en défaut dans les tokamaks: la dynamique dans chacune des trois directions spatiales que



γk 6= 0



r, θ, ϕ



est diérente, et beaucoup d'instabilités sont telles



sur tout le spectre. De plus, de nombreuses simulations non-linéaires



montrent l'apparition de structures fortement anisotropes, allongées soit dans la direction radiale, soit dans la direction poloïdale.



•



Un autre cas extrême correspond à la situation où dans l'espace des



p ≈ q  k.



Ce couplage non-local



k se traduit par l'excitation ou l'amortissement de larges structures



par des uctuations de petite échelle. Ce mécanisme a récemment été invoqué pour expliquer l'autogénération par la micro-turbulence (se développant sur des échelles comparables au rayon de Larmor) d'écoulements cisaillés à grande échelle. L'intérêt de leur étude vient de ce qu'ils peuvent rétro-agir sur la turbulence et l'amortir. Ces écoulements, qui ne génèrent aucun transport déconnant dans les tokamaks, peuvent condenser une fraction signicative de l'énergie de la turbulence (leur temps caractéristique d'amortissement étant grand), jusqu'à l'amortir complètement.



1



D'après la discussion précédente, paragraphe ??, le taux de croissance γk dépend a priori du temps puisqu'il est gouverné par les propriétés de l'équilibre.
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La deuxième interrogation touche à l'existence même d'un régime de saturation nonlinéaire.



Une grande majorité des micro-instabilités présentes dans les tokamaks sont



telles que



γk > 0



sur une certaine région du spectre. Les couplages non linéaires se char-



gent en pratique de transférer l'énergie accumulée sur ces modes instables linéairement vers des modes stables où elle est alors amortie ou dissipée. ée de ce cas est donnée par une équation du type



Une version très simpli-



∂t φ = γφ − αφ2 , γ



et



α



positifs.



On peut également relever l'existence de certaines instabilités qui saturent non linéairement, mais qui sont stables linéairement. Ce cas est bien décrit par une équation du 2 4 type ∂t φ = −γφ + αφ − βφ , avec toujours γ , α et β positifs. L'instabilité est alors gouvernée par le régime non-linéaire au travers du paramètre



α.



Enn, on peut envis-



ager l'existence d'instabilités catastrophiques si les non linéarités, loin de conduire à une saturation, accentuent au contraire le caractère instable du système. C'est le cas si la P ∗ ∗ moyenne temporelle de la somme p,q Mkpq φp φq est positive pour quelques modes k . Ce type de mécanisme a été récemment invoqué pour expliquer certaines disruptions



2



dans



les tokamaks, et pourrait également s'appliquer aux éruptions solaires de forte amplitude.



6.3 Open issues 6.3.1 Heat transport in electron channel and magnetic uctuations 6.3.2 Transport barriers Velocity shear and Magnetic shear (Te/Ti, Ze, density gradient, fast particles, ...: not generic) Threshold? Relaxation events (ELMs) Low order rational surfaces



6.4 Exercises 6.4.1 Localisation radiale des modes Dans l'étude linéaire précédente, nous avons supposé l'extension radiale des modes linéaires très petite devant la longueur de gradient de la densité d'équilibre. Nous allons montrer ici que les modes sont en fait localisés radialement par le gradient de densité n ¯ 0 lui-même.



??-?? avec les normalisations introduites au paragraphe précé-



Reprenons le système eqs.



dent. On considère en outre le cas simplié



D = ν = σ = S = 0.



Dans la limite des



faibles amplitudes, le système peut être linéarisé autour d'un équilibre sans champ élecP trique. Les modes de Fourier en y et t sont des modes propres: n ˜= n ˆ k (x)eiky+γt , de



2



Une disruption correspond à la perte brutale du connement du plasma. Toute l'énergie contenue dans la décharge est expulsée sur les parois en des temps de quelques centaines de microsecondes.



110



CHAPTER 6.



même pour



φ.



TURBULENCE AND TRANSPORT



Ils sont solutions du système:



γn ˆ k = ik¯ n0 φˆk gk 2 n ¯0 ˆ φˆ00k − 2 φk = k 2 φˆk γ n ¯ Par analogie avec l'équation de Schrödinger, V 2 3 pseudo-potentiel et k celui d'énergie cinétique .



(x) ≡ (gk 2 /γ 2 )¯ n0 /¯ n



joue le rôle d'un



Considérons le cas où la densité d'équilibre ne présente un gradient que dans une région limitée de l'espace. Cette supposition ne restreint en rien la portée du résultat, mais permet seulement de traiter le problème analytiquement:



   x − x0 n ¯ = n0 1 − ε tanh λn avec



ε  1.



Dans ces conditions, le pseudo-potentiel



la forme:



−εgk 2 V (x) ≈ 2 cosh−2 γ λn







V



est un puits centré sur



x − x0 λn



x0



et de







x0 , telles que ρ ≡ (x − x0 )/λn  1. Dans −2 limité cosh ρ ≈ 1 − ρ2 , les modes radiaux



On s'intéresse aux solutions localisées autour de cette limite, en utilisant le développement sont solutions de l'équation:



  εgk 2 φˆ00k 2 2 ˆ + 2 (1 − ρ ) − k φk = 0 λ2n γ λn



(6.2)



où les dérivées sont maintenant à prendre selon ρ. Les solutions sont de la forme φˆk0 exp{γt − 12 (ρ/ρ0 )2 }, où γ et ρ0 sont donnés par:



φˆk =



γ 2 = εgk 2 ρ40 λn ρ20



 1/2 2 1 1 1+ = − 2 2 ± k λn kλn (2kλn )2



Dans les tokamaks, les échelles spatiales sont telles que kρi < 2 implique kλn  1. Dans cette limite, on trouve ρ0 ≈ ±2/kλn , et:



 γ≈2



εg λn



1



et



λ n  ρi ,



1/2



On retrouve que les deux moteurs de l'instabilité d'interchange sont la courbure gradient de densité au travers de



3 On



λn .



ce qui



g



et le



On remarque par ailleurs que le mode est bien



rappelle l'équation de Schrödinger: i~ ∂t ψ = −(~2 /2m)∆ψ + V (r, t) ψ , où ψ désigne la fonction d'onde et ∆ l'opérateur Laplacien. Dans le hcas où le potentiel est stationnaire, les solutions sont de la i ~2 forme ψ = ϕe−iωt , et ϕ satisfait l'équation: 2m ∆ − V (r) ϕ = ~ω ϕ.
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localisé autour de



x0 : φˆk = φˆk0



où



` = 2(λn /k)1/2 .



(   2 )  1/2 εg x − x0 exp 2 t− λn `



dans la zone de fort gradient. En outre, radiale



x: k`  1.



`  λn , de sorte que le mode est localisé il est plus large dans la direction poloïdale y que



Dans la limite considérée ici,
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Appendix A The polarization drift A l'ordre 2 en



ε,



??) s'écrit:



l'équation du mouvement eq.(



(1) ~ (1) (2) ~ − ∇.π| ~ (1) mn(∂t + ~u⊥ .∇)~ u⊥ = nq~u⊥ × B ⊥ Il est légitime de négliger la contribution de



uk kk



∼



(1) u⊥ k⊥ où l'on a utilisé la relation



uk



dans l'opérateur



(A.1)



~ (~u.∇)



car:



vth ρc Lp ∼ 1 (1) R R u⊥



(1)



u⊥ ≈ (ρc /Lp ) vth (Lp



étant la longueur de gradient de ~ (1) désigne la pression), obtenue à partir de la dérive diamagnétique. Le terme ∇.π| ⊥ (1) composante transverse de la réduction du tenseur des contraintes calculé a partir de ~ u⊥ . Une expression de ce tenseur est proposée par Braginskii [18] dans la limite des plasmas fortement magnétisés, pour lesquels et en désignant



z



ωc τcoll  1.



En ne retenant que les termes dominants,



la direction du champ magnétique, on obtient:



πzz = −η0 Wzz η0 πxx = − (Wxx + Wyy ) − ηWxy 2 η0 πyy = − (Wxx + Wyy ) + ηWxy 2 η πxy = πyx = (Wxx − Wyy ) 2



(A.2)



où, pour les ions, les coecients de viscosité sont les suivants:



η0 = 0.96 nT τi nT η = 2ωc Le tenseur du taux de contraintes



W



Wαβ ≡



(A.3)



est quant à lui donné par:



∂uα ∂uβ 2 ~ u + − δαβ ∇.~ ∂xβ ∂xα 3 113



(A.4)
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Dans le cas d'un champ de vitesses à divergence nulle qui nous intéresse ici, eq.(A.4) se réduit à:



Wαβ =



∂uα ∂uβ + ∂xβ ∂xα



Il est également intéressant de remarquer que, dans ce cas, les composantes



~ ⊥ .~u⊥ = 0 ⇒ ∂x ux + ∂y uy = 0). sont opposées (car ∇



Wxx



et



Wyy



Dans ces conditions, les composantes



transverses du tenseur des contraintes deviennent:



πxx = −η(∂y ux + ∂x uy ) πyy = η(∂y ux + ∂x uy ) πxy = η(∂x ux − ∂y uy ) = πyx



(A.5)



Avec les hypothèses faites, et en injectant eq.(A.5) dans eq.(A.1), on montre alors que la dynamique associée à la dérive diamagnétique s'équilibre avec le tenseur des contraintes à un gradient près:



h i ~ ~u∗ + ∇.π| ~ (1) = ∇ ~ ⊥χ mn ∂t + (~uE + ~u∗ ).∇ ⊥ où



χ



(A.6)



est la quantité scalaire dénie par:



(1)



~ × ~u ) χ ≡ −η ~b.(∇ ⊥ h ∇ ~ ⊥ p i m 2 ~ = − p ∇ φ + ∇. ⊥ 2qB 2 qn



(A.7)



En eet, nous allons montrer que: (1)



(1)



~ u∗ + ∇.π| ~ ~ mn(∂t + ~u⊥ .∇)~ ⊥ = ∇⊥ χ



Il est tout d'abord instructif de remarquer que, en négligeant la courbure, la vitesse diamagnétique prend la forme suivante: 2 ~ ~ ~u∗ = b × ∇η (A.8) mn où l'on rappele que η ≡ p/(2ωc ). L'hypothèse T = cst nous permet en outre, à l'ordre 1, de



re-écrire l'équation de continuité eq.(??), ou plutôt eq.(??), comme suit: (1) ~ ∂t η + ~u⊥ .∇η =0



Les deux équations précédentes nous permettent d'écrire: ∂t ~u∗



" # 2 ~ ~ ~ = b × ∇∂t η − ∂t (log n) ~b × ∇η mn " # 2 ~ ~ (1) ~ ~ = − b × ∇(~u⊥ .∇η) + ∂t (log n) ~b × ∇η mn



(A.9)
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et (1) ~ (~u⊥ .∇)~ u∗



" # 2 (1) ~ ~ (1) ~ − (~u .∇ ~ log n)~b × ∇η ~ (~u⊥ .∇)b × ∇η = ⊥ mn



On obtient donc le résultat préliminaire suivant: 



(1) ~ ∂t + ~u⊥ .∇



" #  2 (1) ~ ~ (1) ~ − ~b × ∇(~ ~ u .∇η) ~ ~u∗ = (~u⊥ .∇)b × ∇η ⊥ mn



(A.10)



Par un calcul élémentaire, on montre alors que l'équation (A.10) donne les composantes transverses suivantes:   ∂ u ∂ η + ∂y uy ∂y η (1) ~ mn ∂t + ~u⊥ .∇ ~u∗ = 2 y x x (A.11) −∂x ux ∂x η − ∂x uy ∂y η



Quant à lui, le tenseur des contraintes conduit à: ∂ π + ∂y πxy (1) ~ ∇.π|⊥ = x xx ∂x πxy + ∂y πyy     −∂x η(∂y ux + ∂x uy ) + ∂y η(∂x ux − ∂y uy )     = ∂x η(∂x ux − ∂y uy ) + ∂y η(∂y ux + ∂x uy ) −∂x η(∂y ux + ∂x uy ) + ∂y η(∂x ux − ∂y uy ) − η(∂xx uy + ∂yy uy ) = ∂x η(∂x ux − ∂y uy ) + ∂y η(∂y ux + ∂x uy ) + η(∂xx ux + ∂yy ux ) ~ u∗ , eq.(A.11), et en utilisant En faisant apparaître l'expression obtenue pour mn(∂t + ~u(1) ⊥ .∇)~ le fait que ∂x ux = −∂y uy , on peut alors re-écrire la réduction du tenseur des contraintes de la manière suivante: ~ (1) ∇.π| ⊥



 ∂ η(∂ u − ∂x uy ) − η(∂xx uy − ∂xy ux ) = −mn ~u∗ + x y x ∂y η(∂y ux − ∂x uy ) − η(∂xy uy − ∂yy ux )   h i (1) ~ ~ η ~b.(∇ ~ × ~u(1) ) = −mn ∂t + ~u⊥ .∇ ~u∗ − ∇ ⊥ 



(1) ~ ∂t + ~u⊥ .∇



(A.12)



En utilisant la dénition de χ eq.A.7, on retrouve alors bien l'équation A.6 cherchée. ~ , et en utilisant les résultats précédents En multipliant vectoriellement eq.(A.1) par B (2) eq.(A.6), on obtient alors l'expression de ~ u⊥ , qui correspond à la vitesse de polarisation: ~upol =



i ~ ~ m ~ h ~ ~uE + B × ∇χ B × ∂ + (~ u + ~ u ). ∇ t E ∗ qB 2 nqB 2



(A.13)



Dans le cadre d'un problème purement électrostatique, l'opérateur "d/dt" commute avec



~ ", de telle sorte que la vitesse de polarisation peut alors s'écrire "B× ~upol = −



i ~ ~ m h ~ ⊥ φ + B × ∇χ ~ ∇ ∂ + (~ u + ~ u ). ∇ t E ∗ qB 2 nqB 2



(A.14)



Le deuxième terme prend une forme identique à la dérive diamagnétique, eq.( vérie aisément qu'il lui est toutefois inférieur dans un rapport ment à l'ordre du développement. En introduisant les notations usuelles suivantes:



ε ≡ ω/ωc  1,



??).



On



conformé-
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Les crochets de Poisson entre 2 scalaires



[h, g] ≡ •



h



et



THE POLARIZATION DRIFT



g:



 ~  B ~ × ∇g ~ . ∇h B



La dérivée Lagrangienne ou convective, c'est-à-dire à celle prise le long de l'écoulement



~uE



(donné par eq.



??) du uide, dénie par:



d ~ = ∂t + 1 [φ, .] ≡ ∂t + ~uE .∇ dt B On peut nalement mettre la dérive de polarisation sous la forme suivante:



~upol



 ~ ~ m d 1 ~ ⊥ φ + B × ∇χ =− 2 + [p, .] ∇ qB dt nqB nqB 2



(A.15)



Stricto sensu, la vitesse de polarisation correspond au premier terme dans la limite ions froids



Ti = 0.



Tous les autres termes contiennent quant à eux des eets dits "de rayon



de Larmor ni".



Appendix B Interaction entre ondes et particules L'énergie



EEM



portée par des ondes électromagnétiques a pour expression:



1 = 2



EEM où



E



et



B







Z dV



B2 + 0 E 2 2µ0



 (B.1)



sont les intensités des champs électrique et magnétique. L'évolution temporelle



de cette énergie est entre autres gouvernée par les interactions entre les ondes et les particules du plasma. Les relations de Maxwell:



~ ×E ~ = −∂t B ~ ∇ ~ ~ ×B ~ = µ0~j + 1 ∂t E ∇ c2 où



0 µ0 c2 = 1,



nous donnent accès à l'évolution de la puissance électromagnétique:



∂EEM W≡ ∂t



Z =



dV



V



~ B ~ + 0 E∂ ~ tE ~ ∂t B µ0



!



~ ∇ ~ × B) ~ − B.( ~ ∇ ~ × E) ~ E.( ~ ~j = dV − E. µ 0 V ! Z Z ~ ×B ~ E ~ ~ ~j = − dV ∇. − dV E. µ 0 V V Z



Soit nalement, en utilisant la formule d'Ostrogradsky



R



dV



~ F~ = ∇.



~ ×B ~ Z E ~ ~ ~j W = − dS − dV E. µ 0 S V



R



!



~ F~ : dS.



Z



(B.2)



Le premier terme, l'intégrale de surface du vecteur de Poynting, correspond aux sources et puits d'énergie aux frontières du système.



Le deuxième terme, en volume, mesure



la puissance d'interaction entre ondes et particules. En remarquant que la conservation
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de la charge impose



INTERACTION ENTRE ONDES ET PARTICULES



~ ~j = 0, ∂t ρ + ∇.



ρ



où



est la densité de charges dans le plasma, une



intégration par parties permet de réécrire ce terme sous la forme:



Z Wint ≡ − Z =



dV



~ ~j E.



V dV







~ φ ∂t ρ + ~j.∂t A







V où



φ˜ ω



~ A



est le potentiel vecteur:



~ =∇ ~ ×A ~ B



et



~ = −∇φ ~ − ∂t A ~. E



˜ de fréquence réelle ω : Considérons le cas particulier d'une onde électrostatique φ −iωt ∗ iωt = φe + φ e . La densité de puissance Wint transférée de l'onde de fréquence réelle vers les particules est donnée par:



  Wint = φ˜ ∂t ρ˜ = −iω φe−iωt + φ∗ eiωt ρe−iωt − ρ∗ eiωt  = 2ω Im ρφe−2iωt + ρφ∗ Le premier terme, oscillant à la fréquence 2ω , ne participe pas à l'échange: il s'annule en ω −1 . Il reste nalement le résultat général suivant



moyenne sur des temps grands devant



lequel la densité de puissance fournie par des particules à une onde électrostatique de fréquence réelle



ω



est donnée par:



Wint = 2ω Cette expression de



Wint



∗ Im(ρφ )



correspond à celle donnée par l'équation 4.21.



(B.3)



Appendix C L'instabilité de Rayleigh-Bénard 1



Nous allons établir les équations régissant l'instabilité dite de Rayleigh-Bénard . Cette instabilité apparaît dans un uide que l'on chaue par le bas. On pourra par exemple se



?



reporter au livre d'introduction au chaos et à la turbulence de Bergé-Pomeau-Vidal [ ]. En deçà d'un certain seuil en ux de chaleur injecté, la conduction seule est susante pour transporter la chaleur des zones chaudes aux zones froides. Au-delà de ce seuil



−



dont nous verrons qu'il peut être caractérisé par un nombre sans dimension, appelé nombre de Rayleigh



Ra −,



la conduction se révèle insusamment ecace et des rouleaux de



convection apparaissent. Dans ce régime, la thermalisation est assurée par un transport direct de matière, le uide chaud étant convecté vers le haut. La naissance de ces cellules de convection est la signature de l'instabilité. En eet, chaué, le uide est hors équilibre thermodynamique. L'équilibre, état d'énergie minimale, correspondrait à une température constante sur toute l'épaisseur de la couche de uide. Le gradient de température étant colinéaire au champ de gravité et de même sens, tout mouvement ascendant d'un élément de uide chaud a tendance à se poursuivre, sous la synergie de la recherche de l'état d'équilibre et de la gravité, ou plus précisément de la poussée d'Archimède. Les deux moteurs de l'instabilité sont ici le gradient de température combiné au champ de gravité.



L'expérience de Rayleigh-Bénard ne consiste pas tant à imposer un ux de chaleur qu'à maintenir constantes les températures inférieure et supérieure d'un uide, coincé entre deux plaques conductrices (gure



??).



Dans la première partie, nous dérivons les



équations régissant la dynamique du uide. En ne retenant qu'un nombre limité de modes de Fourier intervenant dans le processus d'instabilité, on montre en deuxième partie que le système peut se ramener à un jeu de trois équations non linéaires couplées, dont les variables ne dépendant que du temps décrivent dans l'espace des phases un attracteur étrange, l'attracteur de Lorenz.



1 du



nom des deux physiciens, anglais et français, qui étudièrent les premiers cette instabilité. Lord Rayleigh (1842-1919) étudia expérimentalement son mécanisme, tandis que H. Bénard en établit la théorie quelques décennies plus tard. 119
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L'INSTABILITÉ DE RAYLEIGH-BÉNARD



C.1 Position du problème d comprise entre deux plaques conductrices températures diérentes θ1 et θ2 constantes, θ2 > θ1



Considérons une couche de uide d'épaisseur horizontales, maintenues à des (gure



??).



Le gradient moyen de température ainsi imposé, colinéaire et de même sens



que le champ de gravité



g~ex ,



est noté



β : β ≡ (θ2 − θ1 )/d > 0.



Nous formulerons en outre



plusieurs hypothèses:



•



Le système est supposé invariant dans une des deux directions horizontales, de vecteur directeur née



•



~ez .



Toutes les variables sont donc indépendantes de la coordon-



z.



La vitesse du uide est à divergence nulle:



~ v = 0. ∇.~



Le second point signie que la vitesse peut s'écrire sous forme d'un rotationnel.



Nous



adopterons le choix suivant:



~ × ψ~ez ~v ≡ −∇



(C.1)



ψ(x, y) est appelée la fonction courant. On remarque que ~v ~ × ~ez . Cette expression nous servira par la suite. ~v = −∇ψ où



peut également s'écrire:



C.2 Dérivation du système La dynamique du uide est gouvernée par les équations de Navier-Stokes (ou équation du mouvement) et de transport de la chaleur. En désignant respectivement par



ρ



θ



et



la



densité massique et la température du uide, on obtient: d~ v



~ = −∇



dt dθ







P ρ0



 +



ρ(θ) ~g + ν∆~v ρ0



(C.2)



= κ∆θ



dt



où d/dt est la dérivée Lagrangienne:



d/dt



(C.3)



~. ≡ ∂t + ~v .∇



Les coecients



ν



et



κ



sont



respectivement la viscosité cinématique et la conductivité thermique du uide. Ils sont supposés ne pas dépendre de



θ



dans l'intervalle de température



[θ1 , θ2 ]



considéré.



ρ0



est



une densité de normalisation, proche de la densité moyenne du uide. An de mettre en évidence le gradient de forçage



β



du système, on opère alors le changement de variable



suivant:



θ ≡ θ0 + T + βx où



θ0



est une constante.



T



représente donc l'écart en température au prol conductif,



c'est-à-dire au prol en l'absence de convection. Avec cette nouvelle notation, l'équation



2



C.3 s'écrit :



dT dt



2 on



= β∂y ψ + κ∆T



~ remarque en particulier que: ~v .∇(βx) = βvx = −β∂y ψ



(C.4)



C.2.
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DÉRIVATION DU SYSTÈME



Il est habituel de réécrire le système constitué des deux équations C.2 et C.4 en termes de la fonction de courant



∂y F ∂x G.



ψ



~ × ∇G).~ ~ [F, G] ≡ (∇F ez = ∂x F ∂y G − 3 ~ d'advection s'écrit : ~ v .∇ = [ψ, .]. L'équation de



et des crochets de Poisson



Avec cette notation, le terme



transport de la chaleur devient alors:



∂t T + [ψ, T ] = β∂y ψ + κ∆T L'équation sur



ψ



(C.5)



s'obtient en prenant le rotationnnel de l'équation de Navier-Stokes,



eq.C.2. Le rotationnel d'un gradient étant nul, le terme de pression disparaît. On vérie en outre les relations suivantes:



~ × ~v = ∆ψ ~ez ∇ ~ × (~v .∇)~ ~ v = [ψ, ∆ψ] ~ez ∇ ~ × ρ(T ) ~g = − ∂y ρ(T ) ~g ≡ αg ∂y T ~ez ∇ ρ0 ρ0 α, positif, α ≡ −d[ρ(T )/ρ0 ]/dT . Dans



La deuxième égalité est démontrée ci-dessous. coecient de dilatation thermique du uide: la projection selon



~ez



Le paramètre



correspond au ces conditions,



du rotationnel de l'équation C.2 nous fournit la deuxième équation



du système, reliant la fonction courant



ψ



à la température



T:



∂t ∆ψ + [ψ, ∆ψ] = αg∂y T + ν∆2 ψ



(C.6)



Le système d'équations C.5 et E.10 constitue le modèle d'étude de l'instabilité de RayleighBénard. Le choix d'un uide particulier xe la valeur des coecients paramètres libres sont le gradient moyen de température conductrices, et la distance



d



β



α, ν



et



κ.



Les seuls



imposé entre les deux plaques



séparant ces plaques.



Démonstration Nous démontrons ici l'égalité suivante:



~ × (~v .∇)~ ~ v = [ψ, ∆ψ] ~ez ∇ On utilisera pour cela l'expression tensorielle du produit vectoriel:



~×B ~ = εijk Aj Bk ~ei A où, par convention, tous les indices doublés sont sommés.



εijk



est caractérisé par les règles



suivantes:



εijk 3 on



  0 +1 =  −1



si au moins 2 indices égaux si tous les indices si tous les indices



6=, 6 , =



nombre nombre



pair de permutations impair de permutations



montre en eet que la dérivée Lagrangienne de toute quantité F s'exprime en fonction des crochets ~ = (−∇ψ ~ × ~ez ).∇F ~ = (∇ψ ~ × ∇F ~ ).~ez ≡ [ψ, F ] par permutation circulaire du produit de Poisson: ~v .∇F mixte.
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On a alors en particulier la règle suivante:



εijk εmnk = δim δjn − δin δjm où les



δij



sont les symboles de Kronecker:



δij



vaut 1 si et seulement si



i = j,



et 0



autrement. Dans ces conditions, on a en particulier:



~ × ~ez = −εijz ∇j ψ ~ei ~v ≡ −∇ψ où la composante



i de la vitesse vaut donc vi = −εijz ∇j ψ .



On en déduit alors l'expression



compacte suivante:



~ × (~v .∇)~ ~ v = ∇ = = =



εijk ∇j [(vm ∇m )vk ] ~ei εijk ∇j [(εmnz ∇n ψ∇m )εklz ∇l ψ] ~ei εnmz εijk εzlk ∇j [(∇n ψ∇m )∇l ψ] ~ei εnmz (δiz δjl − δil δjz )∇j [(∇n ψ∇m )∇l ψ] ~ei | {z } =0 car ∇z ψ=0



= εznm ∇j [(∇n ψ∇m )∇j ψ] ~ez = εznm (∇j ∇n ψ∇j ∇m ψ +∇n ψ∇m ∇2 ψ) ~ez | {z } =0 car εznm =−εzmn



~ × ∇∆ψ ~ = ∇ψ ~ez ≡ [ψ, ∆ψ] ~ez Ce qui achève la démonstration.



C.3 Transition vers la convection Le seuil au-delà duquel le système développe des cellules de convection peut être déterminé comme suit: la transition s'opère lorsque le temps caractéristique associé au mouvement 2 convectif de vitesse u, τc ∼ d/u, devient petit devant temps diusif τd ∼ d /κ. Le seuil de convection est donc approximativement donné par le critère suivant:



u



κ d



Reste encore à estimer la vitesse verticale de convection convection. L'amplitude de la vitesse



u



(C.7)



u,



imposée par les cellules de



de convection du uide est xée par l'équilibre



entre la poussée d'Archimède, responsable de son mouvement ascendant, et la viscosité, qui tend à s'opposer au mouvement. Cet équilibre s'écrit:



ρ˜(θ) u g ' ν∆u ≈ ν 2 ρ0 d où les perturbations de la densité



ρ˜(θ)/ρ0 ' αβd.



ρ(T ) sont dues à l'écart à l'équilibre thermodynamique:



La vitesse de convection cherchée est donc approximativement donnée



C.4.



par:
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ETUDE LINÉAIRE



u ≈ αβgd3 /ν .



Dans ces conditions, le seuil de convection, déterminé par l'équation



C.7 s'écrit en fonction d'un nombre sans dimension



Seuil de convection:



Ra ≡



Ra ,



appelé nombre de Rayleigh:



αβgd4 1 κν



(C.8)



L'étude linéaire nous permettra d'estimer le nombre de Rayleigh critique au-delà duquel le mouvement de convection apparaît. On retrouve au travers de l'expression de



Ra



certains



aspects de l'instabilité: la convection est facilitée par un fort gradient de température, par une faible conductivité naturelle du uide, et lorsque ce dernier est peu visqueux. Il est usuel de procéder au changement de variables suivant:



x→xd y→yd 2 t → dκ t où les nouvelles variables



x, y , t, T



βd Ra



T →



T



ψ→κψ



et



ψ



sont maintenant sans dimension. On peut alors



réécrire le système de Rayleigh-Bénard sous une forme plus compacte:



Pr−1 (∂t ∆ψ + [ψ, ∆ψ]) = ∂y T + ∆2 ψ ∂t T + [ψ, T ] = Ra ∂y ψ + ∆T



(C.9)



où ne subsistent que les deux seuls paramètres adimensionnels qui caractérisent le régime de fonctionnement du système: le nombre de Rayleigh et le nombre de Prandtl



Pr ≡ ν/κ.



C.4 Etude linéaire Dans ce paragraphe, nous allons mener l'étude linéaire du système de Rayleigh-Bénard, eq.C.9.



Nous montrerons en particulier que ce système devient instable au-delà d'un Rac , dont nous donnerons l'expression.



nombre de Rayleigh critique



Le système eq.C.9 admet une solution stationnaire (telle que



ψeq ) = (0, 0).



∂t = 0)



triviale:



(Teq ,



Cet état d'équilibre du système correspond à un prol linéaire de tempéra-



ture, de gradient constant



β.



Dans ce cas, la vitesse de convection est nulle et le transport



de chaleur est entièrement porté par la conductivité thermique à connaître la stabilité de cet état d'équilibre. amplitude autour de



(Teq , ψeq ).



Soit



˜ (T˜, ψ)



κ.



Nous cherchons alors



des uctuations de petite



Nous supposerons que ces uctuations s'annulent sur les



deux plaques conductrices, situées en



x = ±1/2.



Considérons la stabilité du premier



mode satisfaisant ces conditions aux limites, à savoir:







où



Tk



et



ψk



T˜ ψ˜







 =



Tk ψk



 exp[i(ky − Ωt)] cos(πx) + cc



sont les amplitudes complexes du mode



le complexe conjugué. On rappelle que



Ω



k



y , et cc désigne complexe: Ω = ω + iγ , γ



dans la direction



est ici une fréquence



(C.10)
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étant le taux de croissance ou d'amortissement. La linéarisation du système eq.C.9 conduit au système suivant pour le couple







(Tk , ψk ):



[iΩ(π 2 + k 2 ) − Pr (π 2 + k 2 )2 ] ψk −ikPr Tk =0 2 2 ikRa ψk [iΩ − (π + k )] Tk = 0



(C.11)



Le système admet des solutions non triviales lorsque le déterminant de la matrice est nul. Cette condition permet d'obtenir la relation de dispersion:



Ω2 + i(Pr + 1)(π 2 + k 2 ) Ω − Pr (π 2 + k 2 )2 +



k 2 Pr R a =0 π2 + k2



(C.12)



Le discriminant étant négatif ou nul, les deux solutions sont imaginaires pures. La pulsation



ω



est donc nulle, ce qui signie que le système ne développe pas de structure



ondulatoire. Les solutions



Ω± = iγ±



sont données par:



) (  1/2 2 4k P R r a − (Pr + 1)(π 2 + k 2 ) 2Ω± = i ± (Pr − 1)2 (π 2 + k 2 )2 + 2 π + k2 (Teq , ψeq ) = (0, 0) est instable si et seulement si il existe une croissance γ est positif, ce qui impose la condition suivante:



L'équilibre étudié dont le taux de



γ+ ≥ 0 ⇐⇒ (Pr − 1)2 (π 2 + k 2 )2 + ⇐⇒ Ra ≥ La fonction



(π 2 + k 2 )3 /k 2



(C.13)



solution



4k 2 Pr Ra − (Pr + 1)2 (π 2 + k 2 )2 ≥ 0 2 2 π +k



(π 2 + k 2 )3 k2



(C.14)



passe par un minimum pour



√ kc = π/ 2,



comme indiqué sur c 2 . Le nombre de Rayleigh correspondant, dit Rayleigh critique Ra ≡ (π + 657.5, dénit alors la limite au-delà de laquelle le système devient instable,



??



la gure kc2 )3 /kc2 ≈ c'est-à-dire la limite au-delà de laquelle il existe au moins un nombre d'onde dans le



système dont le taux de croissance est positif. Cette instabilité traduit le fait que, pour Ra > Rac , le transport de la chaleur ne se fait plus seulement par conduction, de coecient



κ,



mais également par convection (~ v



~ × ~ez 6= 0). ≡ −∇ψ



C.5 L'attracteur étrange de Lorenz Nous allons montrer dans cette section que le système de Rayleigh-Bénard, eq. C.9, peut se ramener à un système de trois équations aux dérivées ordinaires, couplant non linéairement trois champs scalaires: une perturbation uctuations de cette même température la fonction courant



ψ˜.



T˜,



T¯



du champ moyen de température, les



et celles de la vitesse, ou plus exactement de



Ce système a été initialement proposé par Lorenz en 1963 pour



?



modéliser de manière simpliée la dynamique chaotique de l'atmosphère [ ].
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La démarche consiste à opérer une projection de Galerkin des uctuations, c'est-àdire à ne conserver qu'un nombre restreint de modes de Fourier. La fermeture consiste alors à négliger l'impact des autres modes sur la dynamique. Dans le cas considéré, on ne conserve que les modes suivants:



T = T¯(t) sin(2πx) + T˜(t) cos(πx) sin(qy) ˜ cos(πx) cos(qy) ψ = ψ(t) T¯



T selon ˜ = 0. hT˜i = hψi



représente une perturbation du prol d'équilibre, c'est-à-dire de la moyenne de



la direction périodique La gure



y.



A l'inverse, on a pour les quantités uctuantes:



?? résume ces propriétés.



La résolution du système C.9 en projection sur ces trois modes fait disparaître la non



[ψ, ∆ψ] qui s'annule. En identiant les diérents termes correspondant aux deux cos(πx) et sin(2πx), on aboutit à un système couplé de trois ˜, T˜ et T¯: équations aux dérivées ordinaires sur les variables ψ linéarité



modes radiaux conservés,



Pr q ˜ T − Pr (π 2 + q 2 ) ψ˜ ψ˜˙ = − 2 π + q2 T˜˙ = −πq ψ˜T¯ − Ra q ψ˜ − (π 2 + q 2 ) T˜ πq ˜ ˜ T¯˙ = ψ T − 4π 2 T¯ 2 Il est commode de réécrire ce système en procédant au changement de variables suivant:



t0 ≡ (π 2 + q 2 ) t πq ψ˜ X ≡ √ 2 2 2(π + q ) −πq 2 T˜ 2(π 2 + q 2 )3 −πq 2 Z ≡ T¯ (π 2 + q 2 )3



Y



≡ √



En introduisant de plus les deux paramètres adimensionnels



r≡



q2 Ra ; (π 2 + q 2 )3



b≡



r



et



b



dénis par:



4π 2 , π2 + q2



on obtient alors le système de Lorenz:



X˙ = Pr (Y − X) Y˙ = −XZ + rX − Y Z˙ = XY − bZ



(C.15)
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Dans la dernière équation, la non linéarité convectif:



˜ T˜]. [ψ,



L'INSTABILITÉ DE RAYLEIGH-BÉNARD



XY



provient de la divergence du ux turbulent



(X, Y, Z) de la Pr = 10, b = 8/3 et r = 28.



La gure C.1 montre l'allure dans l'espace des phases



trajectoire suivie pour un choix donné de paramètres:



On reconnaît l'attracteur étrange de Lorenz, en forme de papillon. C'est cette dernière caractéristique qui a valu le nom



d'eet papillon



à la sensibilité de l'évolution du climat



à toute perturbation extérieure, aussi petite soit-elle. Cela traduit en fait la sensibilité du système aux conditions initiales: deux points de l'espace des phases initialement très proches mais distincts ont des trajectoires qui divergent exponentiellement. Ce coecient "d'exponentiation" est connu sous le nom de coecient de Liapunov.



Figure C.1: Attracteur de Lorenz dans le cas où Pr=10, b=8/3 et r=28. (a) Espace des phases (X,Y,Z); (b) dynamique temporelle des variables X et Z.



Appendix D Cascades d'énergie en turbulence uide Considérons un système constitué d'un uide soumis à de la turbulence. Entendons par là que ce système est instable vis-à-vis d'un certain mécanisme, dont la nature nous importe peu ici ; il subit alors par le milieu extérieur un forçage constant auquel il réagit par un comportement turbulent. Nous considérons ici un état stationnaire du système, et nous regardons son évolution sur de longues échelles de temps.



Soit



k0



le vecteur d'onde auquel est injectée l'énergie dans le système.



Dans les



conditions décrites précédemment, la théorie des cascades d'énergie prédit l'existence d'une région en



k



k0



où existe un transfert de l'énergie de



cascade directe, ou vers les gros modes



k < k0 ,



vers les petits modes



k > k0 ,



cascade inverse. Cette région du spectre



de la turbulence est dite inertielle car la théorie prévoit que ces mécanismes de transfert d'énergie se font sans dissipation. Le sens de cette cascade détermine en outre la taille caractéristique des cellules de convection turbulentes :



une cascade inverse concentre



l'énergie sur les grosses structures, tandis qu'une cascade directe transporte l'énergie injectée en



k0



vers des cellules de plus petite taille.



D.1 Cascade directe La notion de cascade d'énergie a été introduite par Kolmogorov en 1941, pour étudier la



? ?



turbulence uide tridimensionnelle (voir par exemple [ ]-[ ]). Son travail repose sur une analyse dimensionnelle du problème : à partir des grandeurs caractéristiques du système, il construit une viscosité "eective" (dans le sens où elle résulte de l'analyse dimension-



?



nelle) associée à chaque échelle caractéristique des tourbillons [ ]. Il compare alors cette viscosité "eective", caractéristique de l'échelle considérée, à la viscosité réelle du milieu qui xe l'échelle à laquelle se produit la dissipation. Cette échelle dénit la taille des plus petites cellules turbulentes. Nous reprenons ici une analyse proposée par Frish du même



?



mécanisme, mais basée sur des arguments dynamiques [ ].



Notons



E(k)



l'énergie cinétique du système, dénie par unité de masse et de nombre −1 d'onde k . L'énergie cinétique En stockée à l'échelle Ln ∼ kn , par unité de masse, est 127
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dénie par:



Z



kn+1



E(k)dk



En =



(D.1)



kn



vn caractéristique de l'échelle Ln . Si l'on suppose en outre que les tourbillons d'échelle Ln remplissent tout l'espace, autrement dit −3 que le nombre de tourbillons d'échelle Ln est proportionnel à Ln , En s'écrit alors :



Cette énergie peut être reliée à une vitesse



En ≈ vn2



(D.2)



La vitesse qui caractérise l'écoulement turbulent correspond à la moyenne, sur de grands



vn mesure la variation de cette remarquer que vn n'est pas la vitesse



intervalles de temps, des variations de la vitesse moyenne : vitesse moyenne sur une échelle



Ln .



Il convient de



avec laquelle les tourbillons d'échelle



Ln



se meuvent par rapport au référentiel lié au ot



d'ensemble. En eet, cette dernière est essentiellement due au mouvement d'advection des plus gros tourbillons. Avec ces notations, le temps caractéristique de rotation d'un tourbillon



τn



est déni



par :



τn ≈



Ln vn



(D.3)



Ce temps correspond au temps de transfert de l'énergie de l'échelle



Ln



vers l'échelle



Ln+1 .



La notion de transfert d'énergie d'une échelle à l'autre est l'idée forte du modèle. La direction de ce transfert repose sur l'idée générale suivante: dans un écoulement turbulent stationnaire, l'énergie des tourbillons à grande échelle est transférée aux tourbillons à petite échelle, où elle est dissipée via la viscosité



ν



du uide. En turbulence tridimension-



nelle, on interprète ce transfert comme le résultat d'une interaction de paires de vecteurs d'onde,



kn



et



kn+1 .



Diss à l'échelle Ln est lié à la Le temps caractéristique de dissipation de l'énergie τn Diss 2 viscosité ν du uide: τn ≈ Ln /ν . Toutes les échelles Ln telles que τn  τnDiss transférerons donc l'énergie sans la dissiper: c'est la région inertielle. Dénissons le taux de transfert de l'énergie



εn



de l'échelle



Ln



vers l'échelle



εn ≈



Ln+1



par:



En τn



(D.4)



Dans toute la région inertielle, le taux de transfert de l'énergie vers les petits modes est constant et positif: εn = ε ¯ > 0 à l'équilibre( 1 ) . Ainsi, ε¯ correspond également au taux d'injection de l'énergie "εn pour



1



n = 0",



ou à son taux de dissipation "εn pour



n = N ",



Cette idée a été critiquée en 1963 par Landau, pour qui "la loi de variation de sur des temps de l'ordre de la période de rotation des plus gros tourbillons" devait jouer un rôle important [?]. Cette remarque a ouvert la voie au débat sur l'intermittence de la turbulence. Citons entre autres le modèle β de Frisch [?], dans lequel les générations n successives de tourbillons ne remplissent qu'une fraction βn de l'espace.
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τN ≡ τNDiss ,



comme indiqué sur la gure



??.



En combinant les équations D.2-D.4, on trouve que l'énergie stockée à l'échelle



Ln



croît avec la taille des tourbillons, et est donnée par:



En ≈ (¯ εLn )2/3



(D.5)



Finalement, en utilisant l'équation D.1 pour dénir le spectre en énergie de la turbulence, −5/3 l'équation D.1 conduit à la célèbre loi en k :



E(k) ≈ ε¯2/3 k −5/3 L'échelle dissipative



LDiss



(D.6)



à laquelle se produit la dissipation visqueuse correspond à



l'échelle où le temps de rotation d'un tourbillon, déni par eq.D.3, devient comparable Diss . Elle est donnée par: au temps dissipatif τn



LDiss ≈ ε¯−1/4 ν 3/4



(D.7)



Cette longueur correspond à la taille minimale des cellules de convection turbulentes. Elle introduit donc une coupure dans le spectre en



k



des uctuations turbulentes : le vecteur d'onde maximum des uctuations est de l'ordre de ε ¯1/4 ν −3/4 . Le mécanisme de transfert de l'énergie dans une cascade directe est schématisé sur la gure



??.



D.2 Cascade inverse A deux dimensions, la situation est radicalement diérente. Stokes régissant l'évolution de la vitesse que l'énergie: l'enstrophie



Ω.



v



Les équations de Navier-



du uide admettent en eet un autre invariant



Elle mesure le degré de vorticité de l'écoulement, et est



dénie par:



~ × ~v | 2 Ω ≡ |∇ Le spectre de l'enstrophie est relié à celui de l'énergie par



(D.8)



2



Ωk ≈ k Ek .



La simplication qui a cours dans une turbulence à trois dimensions, consistant à supposer que le transfert d'information entre les échelles se fait au travers d'interactions entre paires de vecteurs d'onde, n'est plus légitime à deux dimensions. En eet, les interactions par paires ne peuvent transférer à la fois de l'énergie et de l'enstrophie de manière conservative entre des vecteurs d'onde diérents.



Il faut alors étudier les in-



teractions entre triades: les transferts se font entre les vecteurs d'onde



~k = p~ + ~q.



~k , p~, ~q



tels que



Le théorème de Fjortoft, qui sert de base à l'étude phénoménologique de



?



la turbulence bi-dimensionnelle, ore alors la solution du problème [ ].



Reprenons la



démonstration simpliée proposée par Lesieur [4]. Considérons l'interaction d'une triade k1 , k2 , k3 , telle que k2 = 2k1 et k3 = 3k1 ( 2 ) . La conservation de l'énergie cinétique E et



2



La démonstration de ce théorème s'applique à des conditions moins restrictives sur k, p et q , et son résultat est en accord avec les simulations numériques. Il a cependant été démontré qu'il pouvait ne plus être vrai dans le cas d'une triade de vecteurs d'onde ayant des orientations relatives arbitraires [4].
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Ω implique δEi ≡ E(ki , t2 ) − E(ki , t1 ) de l'enstrophie
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qu'entre deux instant



t1



et



t2 ,



la variation d'énergie par mode



satisfait les deux contraintes imposées par la conservation de



l'énergie:



δE1 + δE2 + δE3 = 0



(D.9)



et la conservation de l'enstrophie:



k12 δE1 + k22 δE2 + k32 δE3 = 0



(D.10)



Ces contraintes impliquent:



5 δE1 = − δE2 8 5 k12 δE1 = − k22 δE2 32



3 δE3 = − δE2 8 27 k32 δE3 = − k22 δE2 32



; ;



(D.11) (D.12)



Ces résultats montrent que, si l'énergie est transférée du nombre d'onde central



k1



et



k3 ,



c'est à dire si



k2



k2



vers



k1 sera plus k1 , gure ??.



perd de l'énergie, alors la part d'énergie reçue par



grande que celle reçue par



k3 ,



tandis que



k3



recevra plus d'enstrophie que



Bien sûr, la situation sera inversée si, au lieu de perdre de l'énergie, le vecteur d'onde



k2



en gagne. Mais pour satisfaire le second principe de la thermodynamique, qui impose



une contrainte d'augmentation de l'entropie du système, on peut raisonnablement admettre que les termes non-linéaires vont avoir pour eet d'étaler l'énergie: la situation où l'énergie est étalée sur plusieurs modes, sur



k2 ,



k1



et



k3



en l'occurrence, au lieu d'être concentrée



est la seule qui assure une augmentation du désordre.



situation, telle que



δE2 < 0,



Ainsi, c'est la première



qui prime.



1/k0 . Le théorème de Fjortoft k < k0 , tandis que le transfert modes k > k0 . En d'autres termes,



Supposons alors que l'énergie soit injectée à une échelle



suggère que plus d'énergie est transférée vers les gros modes d'enstrophie se fait préférentiellement vers les petits



dans la limite où le transfert d'énergie se fait sans dissipation, cela revient à dire que le taux de transfert de l'énergie



ε¯



déni au paragraphe précédent est négatif.



C'est le



processus de cascade inverse. Par analogie avec la cascade d'énergie, et puisque l'enstrophie tend à être transférée vers les petits modes, plusieurs auteurs ont suggéré simultanément que ce transfert d'enstrophie se produisait à un taux constant



η¯,



indépendant de



k



? ?, ?].



[ ,



Une simple



analyse dimensionnelle conduit alors à un spectre en énergie de la forme :



E(k) ≈ η¯2/3 k −3



(D.13)



Cette conjecture d'une cascade d'enstrophie est utile à l'étude des mesures expérimentales de la turbulence atmosphérique, car il est connu depuis longtemps que les mouvements à



?



grande échelle dans l'atmosphère sont quasi bi-dimensionnels [ ]. Plusieurs simulations numériques de turbulence uide à deux dimensions ont également reproduit ce spectre −3 en k [ , ].



? ?
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La gure



??



est une vue schématique du spectre énergétique d'une turbulence bi-



L'énergie est injectée à l'échelle spatiale 1/k0 . La cascade −5/3 inverse d'énergie se traduit par un spectre en k pour k < k0 , tandis que la cascade −3 directe d'enstrophie génère un spectre en k pour k > k0 . Un exemple expérimental dimensionnelle idéale [4].



de cascade inverse d'énergie a récemment été obtenu dans une solution magnétisée de



?



chlorure de sodium, sujette à une turbulence bi-dimensionnelle [ ].
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Appendix E Les ondes de Rossby E.1 Position du problème Nous cherchons à dériver les équations qui gouvernent la dynamique d'un uide en mouvement à la surface d'une sphère animée d'une rotation constante comme indiqué gure



??.



Ω



autour de l'axe



~ez ,



Nous faisons en outre plusieurs hypothèses concernant ce uide:



1. Il est incompressible, de sorte que sa vitesse



~v



est à divergence nulle:



2. L'épaisseur de la couche de uide est petite devant le rayon



~ v=0 ∇.~



r de la sphère (hypothèse



"shallow water")



3. Le mouvement du uide est supposé se faire dans le plan normal à la surface de la sphère, de sorte que



~v .~er = 0



4. Les termes de viscosité ainsi que ceux de friction sont en outre supposés négligeables (la pression



P



est donc scalaire)



Ces hypothèses ont été utilisées dans les années quarante par le météorologue suédois CarlGustav Arvid Rossby (1898-1957) pour modéliser la circulation atmosphérique globale à la surface de la Terre.



Le premier point implique que la vitesse du uide peut se mettre sous la forme suivante:



~ ~ ×ψ ~v ≡ −∇ où



ψ



(E.1)



est appelée la fonction courant ou "stream function". En supposant le problème



indépendant de l'altitude (cette contrainte, levée en Annexe, ne change rien au résultat nal), on montre alors aisément que les hypothèses 2 et 3 conduisent au choix suivant pour



~: ψ ~ = ψ(θ, ϕ) ~er ψ 133



(E.2)
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r.



est transverse à la surface de la sphère et est indépendant du rayon



fait



~ , que ~ er ≡ ∇r



on montre que le vecteur vitesse peut alors s'écrire



1



En utilisant le



:



0 1 ~ ∂ϕ ψ ~v = −∇ψ × ~er = − r.sinθ 1 ∂θ ψ r



(E.3)



Une quantité importante en turbulence uide est la vorticité



ω ~,



dénie comme le



rotationnel de la vitesse du uide:



~ × ~v ω ~ ≡∇ Elle est une mesure de la fréquence de rotation des tourbillons ou présents dans l'écoulement.



vortex



éventuellement



Dans le cas étudié, cette vorticité prend la forme simple



suivante:



ω ~ = ∇2⊥ ψ ~er



(E.4)



où l'indice "⊥" fait référence à la normale à la surface. On constate donc que la vorticité est orthogonale à la surface de la sphère.



E.2 Dynamique de la fonction de courant ψ Dans un référentiel en rotation, l'équation de Navier-Stokes doit être modiée pour prendre en compte les forces centrifuge et de Coriolis. On pourra par exemple se référer au livre "Goldstein" [3]. Dans ce cas, en l'absence de viscosité, l'équation de Navier-Stokes s'écrit [5]:



~ + F~ − Ω ~ × (Ω ~ × ~r) − 2Ω ~ × ~v ~ v = − 1 ∇P ∂t~v + (~v .∇)~ ρ ~ dérive d'un potentiel, F~ = −∇φ ~ . On supposera par la suite que la force F



(E.5) L'avant dernier rΩ2 ), tandis



terme de l'équation E.5 correspond à la force centrifuge (proportionnelle à que le dernier terme est la force de Coriolis.



On remarque que la force centrifuge peut également se mettre sous la forme et que:



2 1 2



~ r|2 , |Ω×~



~ v = 1 ∇v ~ 2 − ~v × ω (~v .∇)~ ~ 2



On peut alors réécrire l'équation de Navier-Stokes dans un référentiel en rotation de la manière suivante:







 P 1 1 2 2 ~ × ~r| − 2Ω ~ × ~v ~ ∂t~v − ~v × ω ~ = −∇ + φ + v − |Ω ρ 2 2 1 on



(E.6)



~ = −∇ ~ ×ψ ~ × (ψ ∇r) ~ = −ψ ∇ ~ × ∇r ~ − ∇ψ ~ × ∇r ~ , le premier terme étant a alors en eet: ~v ≡ −∇ nul car égal au rotationnel d'un gradient. 2 pour s'en convaincre, on peut utiliser l'expression du vecteur rotation dans la base (~ ~ = er , ~eθ , ~eϕ ): Ω Ω (cos θ ~er − sin θ ~eθ ), pour vérier que les deux expressions de la force centrifuge sont toutes deux égales à rΩ2 sin θ(sin θ ~er − cos θ ~eθ )



E.2.
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où l'on a utilisé l'hypothèse d'incompressibilité du uide (ρ La dynamique de la vorticité



ω ~



ψ
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= cst).



du uide s'obtient en prenant le rotationnel de l'équa-



tion E.6 précédente. Le rotationnel d'un gradient étant nul, ne reste nalement plus que la force de Coriolis dans le membre de droite:



h i ~ × ~v × (~ω + 2Ω) ~ ∂t ω ~ =∇ Le membre de droite



R.H.S.



(E.7)



(pour "Right Hand Side") de l'équation E.7 se décompose



en quatre termes:



h i  i    h ~ ∇.~ ~ ∇ ~ ~v − ~v .∇ ~ (~ω + 2Ω) ~ ~ v + (~ω + 2Ω). ~ ω + 2Ω) ~ ~v − (~ω + 2Ω) R.H.S. = ∇.(~ {z } | {z } | {z } | {z } | ~ A



Le vecteur



~ B



~ B



~ C



(E.8)



~ D



~ A



est nul du fait de l'hypothèse d'incompressibilité. La projection de



la normale à la surface



~er



est nulle car



termes, leur projection sur



~er



~v .~er = 0



par hypothèse. Quant aux deux derniers



donne:



h



i  ~ er = (ω ~er .∇ ~ + 2Ω. ~ ∇)~ ~ v .~er = 2Ω(cos θ ∂r − • C.~ utilisé l'expression de



~v



sur



(eq.E.3) et le fait que



sin θ r



 ∂θ )~v .~er = − 2Ω ∂ϕ ψ r2



∂θ~eθ = −~er



3



où l'on a



.



~ er = (~v .∇) ~ [(∇2 ψ + 2Ω cos θ)~er − 2Ω sin θ~eθ ] .~er • D.~ ⊥ h i 2 2 ~ ~ ~ ~ = (~v .∇)(∇⊥ ψ + 2Ω cos θ) + 2Ω sin θvθ ∇θ = (~v .∇)∇⊥ ψ = − (∇ψ × ~er ).∇ ∇2⊥ ψ En reportant ces deux expressions dans l'équation sur la vorticité eq.E.7 projetée sur on obtient nalement une équation sur



~er ,



ψ:



h i ~ × ~er ).∇ ~ ∇2 ψ − 2Ω ∂ϕ ψ ∂t ∇2⊥ ψ = (∇ψ ⊥ r2



(E.9)



Le terme non linéaire de cette équation peut également se mettre sous la forme d'un crochet de Poisson, soit:



  2Ω ∂t ∇2⊥ ψ + ψ, ∇2⊥ ψ = − 2 ∂ϕ ψ r



(E.10)



où les crochets de Poisson sont dénis de la manière suivante [f, g] ≡ ∇θ∇ϕ(∂θ f ∂ϕ g −∂ϕ f ∂θ g), avec ∇θ∇ϕ = 1/(r2 sin θ). Le crochet de Poisson de toute quantité scalaire f du type



3 en



[ψ, f ] correspond à l'advection de f



à la vitesse



~ ×~er . ~v = −∇ψ



La vitesse



~v



étant



utilisant par exemple l'expression de la base sphérique dans la base cartésienne: 



  ~er sin θ cos ϕ  ~eθ  =  cos θ cos ϕ ~eϕ − sin ϕ



sin θ sin ϕ cos θ sin ϕ cos ϕ



  cos θ ~ex − sin θ   ~ey  , 0 ~ez



on obtient les relations suivantes: ∂θ~er = ~eθ ; ∂θ~eθ = −~er ; ∂θ~eϕ = 0; ∂ϕ~er = sin θ~eϕ ; ∂ϕ~eθ = cos θ~eϕ ; ∂ϕ~eϕ = −(sin θ~er + cos θ~eθ )
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à divergence nulle, il correspond également à la divergence du ux convectif du scalaire



f,



soit



~ v ). ∇.(f~



La turbulence née de l'équation non linéaire E.10 est un paradigme à la fois pour les mouvements géostrophiques des atmosphères planétaires ainsi que pour la turbulence d'ondes de dérive dans un plasma magnétisé. En eet, l'équation gouvernant l'évolution de



ψ



eq.E.10 est analogue à celle décrivant la dynamique à deux dimensions du potentiel



électrique dans un plasma magnétisé



− dans la limite "ions froids" et lorsque les électrons



?



sont supposés adiabatiques. Cette dernière équation, obtenue par Hasegawa-Mima [ ], a fait l'objet de nombreuses études car elle décrit de manière simple la dynamique non linéaire des ondes de dérives dans les plasmas magnétisés, à l'origine de nombreuses



4



instabilités entre autres dans les tokamaks . L'analogie formelle entre les ondes de Rossby dans un uide incompressible évoluant à la surface d'une sphère en rotation uniforme et les ondes de dérive dans un plasma magnétisé est détaillée dans le tableau suivant:



Fluide en rotation



Plasma magnétisé



ψ fréquence de rotation Ω rayon de la sphère r normale à la sphère ~ er ~ force de Coriolis 2~ v×Ω



φ pulsation de Larmor ωB ≡ eB/m rayon de courbure R direction du champ magnétique ~ b ~ force de Lorentz ~ j×B



fonction de courant



potentiel électrique



E.3 Remarque Nous regardons ici l'eet de la prise en compte d'une dépendance radiale de la fonction de courant



ψ.



Si les équations E.1-E.3 restent inchangées, l'expression de la vorticité est



quant à elle modiée comme suit:



ω ~ = ∇2⊥ ψ ~er −



 1  ~ ∂r r∇⊥ ψ r



(E.11)



On remarque que le second terme est entièrement contenu dans le plan normal à la surface de la sphère. Dans ces conditions, il nous faut reconsidérer la projection sur des vecteurs



~ C



et



~ D



~er



de l'équation E.8:



~ er = − 2Ω2 ∂ϕ ψ − • C.~ r ~ er = [ψ, ∇2 ψ] + • D.~ ⊥



1 r 1 r



nh   i o ~ ~ ~v .~er = − 2Ω2 ∂ϕ ψ + ∂r r∇⊥ ψ .∇ r



1 r



[ψ, ∂r ψ]



[ψ, ∂r ψ].



Finalement, la projection sur la normale à la surface



~er



de l'équation sur la vorticité



eq.E.7 reste inchangée, de sorte que l'on retrouve également dans ce cas le résultat de



4 stricto



sensu, l'équation de Hasegawa-Mima comporte un terme supplémentaire dans la dérivée temporelle, du type ∂t (∇2⊥ − ρ−2 c )ψ , ρc étant le rayon de Larmor. Son équivalent pour les uides est un terme en λ2 , où λ est l'inverse de la longueur caractéristique de l'inhomogénéité verticale de l'atmosphère. Ce résultat, qui s'appuie sur des hypothèses sensiblement diérentes de celles que nous avons faites ici, a été initialemement dérivé par Charney [?].



E.3.
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REMARQUE



l'équation E.10:



  ~ − D).~ ~ er = − ψ, ∇2⊥ ψ − 2Ω ∂ϕ ψ ∂t ∇2⊥ ψ = (C r2
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