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AVANT-PROPOS Ce recueil d’exercices et problèmes corrigés est destiné aux étudiants du 1er cycle universitaire suivant un enseignement autour de la physique statistique. Chaque thème commence par quelques rappels de cours. Pour plus de détails, on renvoit le lecteur au site de l’auteur :



http://femto-physique.fr/physique_statistique/ Les énoncés sont assortis d’un niveau de difficulté allant d’un astérisque à quatre. Bien que subjective, cette classification tente de suivre la règle suivante : Exercice ou QCM évaluant l’acquisition des connaissances. Exercice simple demandant un minimum de calcul et de formalisation. Exercice plus technique. Problème souvent inspiré des Concours aux Grandes Écoles demandant un esprit de synthèse et de recherche.



W



* ** *** ****



PR EV IE



Enfin, les solutions des exercices sont regroupés en fin d’ouvrage. Un soin tout particulier a été fourni pour proposer des solutions entièrement rédigées. Précisons tout de même que chaque correction propose un exemple de traitement d’un exercice lequel peut parfois se résoudre d’une autre manière. En vous souhaitant bonne lecture. J IMMY R OUSSEL
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PROBABILITÉS ET STATISTIQUES



RÉSUMÉ DE COURS Notion de probabilité – Lors d’une expérience aléatoire, l’ensemble de tous les résultats possibles est l’univers ≠ des possibles. Chaque résultat possible sera appelé évènement e i . En terme mathématique, la probabilité P sur un ensemble fini ≠ est une application de ≠ dans [0 ;1] telle que • 0∑P ∑1 P • e i 2≠ P ( e i ) = 1 (normalisation) • P ( e) = 1 ° P ( e) (complémentarité) • P ( e 1 [ e 2 ) = P1 + P2 ° P ( e 1 \ e 2 ) (loi OU)
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• P (;) = 0



• Pour deux événements qui s’excluent mutuellement (événements disjoints ou incompatibles) on a P ( e 1 [ e 2 ) = P1 + P2 • La probabilité que deux événements e 1 et e 2 se produisent vaut
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P ( e 1 \ e 2 ) = P ( e 1 | e 2 )P ( e 2 )



où P ( e 1 | e 2 ) désigne la probabilité conditionnelle de l’événement e 1 sachant e 2 .



• Ainsi, pour deux événements indépendants on a P ( e 1 | e 2 ) = P ( e 1 ) de telle sorte que P ( e 1 \ e 2 ) = P1 £ P2



Moyenne statistique – Par définition, la moyenne (ou espérance) de la variable aléatoire x est notée x et vaut



x¥



X i



P i xi



~



(1)



Lorsque deux variables aléatoires sont indépendantes,



x y = x.y



~



(2)



Variance et écart-type – On quantifie la dispersion des tirages de x autour de la moyenne par l’écart-type æ x . Le carré de l’écart-type, appelé variance, vaut æ2x ¥ ( x ° x)2 = x2 ° x2



~



(3)



Somme de variables aléatoires – Si S est la somme de N variables aléatoires indépendantes de moyenne x et d’écart-type æ on a : p S = N x et æS = N æ ~ (4) Formule de Stirling – Lorsque N ¿ 1, on peut utiliser l’approximation suivante : ln N ! ' N ln N ° N



Distribution binomiale – La loi binomiale de paramètres N et p est la loi de probabilité discrète qui modélise le nombre de succès dans une répétition indépendante de N expériences aléatoires identiques où la probabilité de succès de chaque expérience est égale à p. La probabilité de n succès dans une répétition de N expériences vaut N! P ( n, N ) = p n (1 ° p) N °n ~ (5) n!( N ° n)! Page 6/56
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Ex. 1 – Jeu de cartes * Quelle est la probabilité d’obtenir trois as en tirant trois cartes dans un jeu de trente deux cartes ? Ex. 2 – Jeux de dés ** Jouons avec des dés à six faces. 1. Quelle est la probabilité d’obtenir un total de 5 en lançant 2 dés ? 2. Quelle est la probabilité d’obtenir le triplet (4,2,1) en lançant 3 dés ? 3. Quelle est la probabilité P1 d’obtenir 3 fois de suite un 6 en 3 lancés consécutifs de dé ?
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4. Quelle est la probabilité P2 de ne jamais obtenir un 6 en 3 coups ? 5. Quelle est la probabilité P3 de tirer au moins une fois le 6 en 3 coups ? Ex. 3 – Compter sur le hasard **
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Un individu ne possédant pas toutes ses facultés cherche à ouvrir la porte de son domicile, initialement fermée à clé. Il possède un trousseau de cinq clés, dont une seule ouvre la porte. Hélas, après chaque essai, il perd la mémoire de la clé testée de sorte que toutes les clés ont la même chance d’être choisie à chaque essai. 1. Quelle est la probabilité de ne pas encore avoir trouvé la bonne clé après avoir essayé N fois ? 2. Quelle est la probabilité de la trouver au N -ieme essai ?



Indication : Il faut donc échouer lors des (N ° 1) premiers essais puis tomber sur la bonne clé la fois d’après.



3. Si cet individu utilise la même brillante procédure à chaque soir, quel est –en moyenne– le nombre d’essais avant de trouver la bonne clé ? Donnée : On pourra utiliser le résultat mathématique suivant : 1 X



k=1



k p k°1 =



1



(1 ° p)2



Ex. 4 – Roulette russe **



Le « jeu » de la roulette russe consiste à mettre une cartouche dans le barillet d’un révolver à 6 coups, à tourner ce dernier de manière aléatoire puis à pointer le revolver sur sa tempe avant d’actionner la détente. 1. Quelle est la probabilité P n d’être toujours en vie après avoir joué n fois ? 2. Quelle est la probabilité de mourir exactement au n-ième coup ? 3. Quelle est le nombre moyen de fois qu’un joueur peut jouer ?



Donnée : On pourra utiliser le résultat mathématique suivant : 1 X



k=1



k p k°1 =



1



(1 ° p)2



Ex. 5 – Choix aléatoire ** 1000 personnes choisissent au hasard un nombre entre 1 et 500. 1. Quelle est la probabilité P1 pour qu’exactement 3 personnes aient choisi 22 ?
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2. Quelle est la probabilité P2 pour qu’au moins 3 personnes aient choisi 22 ? Ex. 6 – Mesurer un faible risque ** Dans un troupeau de vaches, chaque vache a une probabilité p = 1% d’être malade. On dispose d’un test qui produit un taux t = 0, 1% de faux positifs (c’est-à-dire que ce test déclare malades des vaches qui sont saines, 1 fois sur mille) et un taux de faux négatifs identique. 1. Quelle est la probabilité qu’une vache soit déclarée malade par le test ? Commenter. 2. Reprendre la question avec p = 10°5 . Ex. 7 – Formule de Stirling ***



W



On regroupe n personnes.



1. Quelle est la probabilité P n pour que personne n’ait le même jour anniversaire ? Indication : Pour simplifier, on considérera que toutes les années possèdent 365 jours.



2. Donner une approximation de ln P n à l’aide de la formule de Stirling.



PR EV IE



3. Tracer ln P n en fonction de n et déterminer combien faut-il réunir de personnes pour avoir plus d’une chance sur deux de trouver au moins un couple partageant la même date anniversaire.



Ex. 8 – Propagation des incertitudes ***



Le résultat d’une mesure est exprimé sous la forme d’un intervalle de valeurs probables



x = x ± æx



où x est la meilleure estimation de la grandeur mesurée et æ x l’incertitude-type sur la mesure. Plus précisément l’intervalle [ x ° æ x, x + æ x] est défini comme l’intervalle dans lequel se trouve la valeur vraie avec une probabilité (on dit aussi niveau de confiance) de 68%. Mathématiquement, æ x représente l’écart-type de la distribution des mesures. 1. Considérons une grandeur physique G liée à deux autres grandeurs indépendantes x et y par la relation



G = ax + b y



On mesure x et y avec des incertitudes-type æ x et æ y . A partir de la propriété de la variance d’une somme, montrer que l’incertitude-type æG de G est donnée par q æG = (aæ x )2 + ( bæ y )2



2. De manière générale si dG = ad x + bd y alors



æG =



En déduire l’incertitude de G lorsque G = x/ y.



q



(aæ x )2 + ( bæ y )2



3. Application : On mesure la tension aux bornes d’un conducteur ohmique ainsi que l’intensité du courant qui le traverse. On obtient les valeurs (assorties de leur-incertitude type)



U = 2, 12 ± 0, 02 V et



I = 0, 31 ± 0, 03 A



En déduire la résistance R ainsi que son incertitude-type. Page 8/56
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Ex. 9 – Fluctuations dans un gaz parfait *** Un gaz parfait formé de N molécules M i=1...N discernables est en équilibre à l’intérieur d’un récipient de volume V . Considérons une partie P du récipient de volume V0 < V et associons à chaque molécule une variable aléatoire x i telle que ( 1 si M i est dans P , xi = 0 sinon P 1. Avec quelle probabilité x i = 1 ? Que représente la variable n = i x i ? 2. Quel est le nombre moyen n de molécules dans P ? Commenter le résultat. æn 3. Que vaut l’écart-type relatif ? n



Ex. 10 – Moment magnétique ***



W



4. Application numérique : N = 6.1023 , V = 25.10°3 m3 et V0 = 10°9 m3 . Conclure.
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Un ensemble de spins numérotés de 1 à N possédant un moment magnétique µ est placé dans une région ! ° ° où règne un champ magnétique B . Chaque spin a la probabilité p = 0, 51 d’avoir son moment magnétique ! µ ! ° o parallèle à B et la probabilité q = 0, 49 d’avoir son moment antiparallèle. Pour chaque spin n i , on note m i la projection suivant l’axe du champ magnétique du moment magnétique. 1. Calculer la valeur moyenne m et l’écart type æm associés à m i . 2. On définit le moment magnétique macroscopique par



M=



X i



mi



Calculer la valeur moyenne M et l’écart type æ M associé à M . æM 3. En déduire l’écart type relatif . Faire l’application numérique avec N = 100 puis N = 1024 . M



Ex. 11 – Balade moléculaire ***



On considère une molécule dans un gaz à un instant quelconque t = 0. Ses collisions ont lieu au hasard. On note b d t la probabilité pour que la molécule subisse une collision pendant la durée d t ( b est constante). Par ailleurs, P0 ( t) désigne la probabilité pour que la molécule n’ait pas subi de choc à l’instant t. 1. Que peut-on dire de P0 ( t) quand t = 0, et quand t ! 1 ? Montrer en cherchant à exprimer P0 ( t + d t) que



P0 ( t) = e°b t



2. Quelle est la probabilité f ( t) d t pour qu’une molécule n’ayant subi aucune collision au temps t en subisse une entre les instants t et t + d t ? Que vaut alors l’intégrale Z+1 I= f ( t) d t 0



3. En déduire le temps moyen ø de première collision qui est aussi la durée moyenne entre deux collisions. 4. Calculer également la moyenne des carrés des temps de première collision en fonction de ø. 5. Quelle est la probabilité P1 ( t) pour qu’il y ait exactement 1 choc entre les instants 0 et t ?
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Ex. 12 – Loi de Poisson et radioactivité *** Lorsqu’un événement est associée à une très faible probabilité p ø 1 (on parle d’un événement rare), la probabilité pour que n événements de ce type aient lieu est donnée par la loi de Poisson : ∏n exp(°∏)



P ∏ ( n) =



n!



où ∏ est une constante positive. 1. Cette loi est-elle normalisée ? Donnée : On rappelle que ex =



1 xk 1 kx k°1 1 k(k ° 1)x k°2 X X X = = k! k=0 k! k=0 k! k=0
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2. Montrer que la valeur moyenne n et la variance sont égales.



Considérons une source radioactive émettant des particules Æ. Les particules Æ sont émises de façon aléatoire avec une probabilité par unité de temps constante et égale à 1/ø. On montre alors que la probabilité P n ( t) d’émettre n particules Æ pendant l’intervalle [0, t] suit la loi de Poisson : ( t/ø)n ° t/ø e n!
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P n ( t) =



3. Une source radioactive émet 24 particules Æ par minute en moyenne. Que vaut la constante de temps radioactive ø ? 4. Quelle est la probabilité d’observer exactement 24 désintégrations pendant une minute ? 5. Comparer cette dernière avec celle d’observer exactement 23 désintégrations pendant une minute. Commenter.



Ex. 13 – Détente de Joule ***



On considère la détente de Joule d’un gaz parfait de N molécules. Le gaz occupe le compartiment A, de volume V , dans l’état initial et les compartiments A+B de volume 2V dans l’état final. Volume V



Volume V



A



B



Système isolé



détente



Volume V



Volume V



Système isolé



On adopte le modèle microscopique suivant : on considère qu’après un certain temps (temps de relaxation du système) toutes les positions sont équiprobables et l’état de chaque molécule est entièrement déterminé par la variable aléatoire x définie par (



x = 1 La molécule est dans le compartiment A , x = 0 sinon.



1. Quelle est la probabilité P ( n) d’avoir n molécules dans le compartiment A ? 2. Quelle est la valeur de n la plus probable ? Indication : Chercher le maximum de ln P(n) en utilisant l’approximation de Stirling.



3. Que vaut l’écart-type æn associé à n ? Estimer les fluctuations relatives pour N = 1020 .
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28 mars 2019 - T 18. Hankinson, Hannah. Augustana (S.D.). 81. 78. 159. +15. T 25. Stone, Alex. Augustana (S.D.). 85. 77. 162. +18. T 45. Poppens, McKayla.
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PREVIEW - Do Not Print 

rise to Å“. Å’ ..Å“Å“. J Å“ Å“ Å“Å“Å“Å“..Ë™Ë™. You. Å“ Å“ Å“ Å“..Ë™Ë™. Ã“ Å“Å“ Å“Å“. From the. Ã“ Å“ Å“ Å“Å“. -. & ? ..Å“Å“ j Å“Å“ Ë™Ë™ heav ens. 29 ..Å“Å“. J Å“ Å“. Ë™. Ë™. Ã“ ..Å“Å“ j Å“Å“ to the.










 


[image: alt]





French 7 Notes Preview 

ont servi Ã  cela. AprÃ¨s la RÃ©volution, le franÃ§ais est proclamÃ© langue de la nation toute entiÃ¨re, mais c'Ã©tait en rÃ©alitÃ© la bourgeoisie qui a surtout rÃ©glÃ© et utilisÃ© ...
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PREVIEW - Do Not Print 

100 - Hallelujah (Your Love Is Amazing). BRENTON BROWN and BRIAN DOERKSEN. Arranged by David Shipps. Piano arranged by Carl Seal. Piano.
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Preview - Stefan Edberg 

Sep 21, 1992 - Fernandez. Flushing .... why seven seeds failed to reach the round the quarters to Fernandez. ... seventh-seeded Boris Becker in a five-.
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Preview - Stefan Edberg 

Serv, Inc., has tried to exploit his reticence. The agency's slick port- folio reads: ... papers have married us twice!" says Ed. berg. Olsen was Wilander's childhood.
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Preview - Stefan Edberg 

Jan 6, 2015 - comeback year for the Swiss and assesses the impact that Stefan Edberg has had on the latest chapter of a unique career. Paul Newman is ...
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PREVIEW - Do Not Print 

Last time to Coda fi. Ë™. Å’ Å“ Å“ Å“ Å“. D. Bm. A. C#. Lamb, wor thy is the. REPEAT to Verse. Å“Å’Å“.Å“ Å“. D. E. Lamb. A w. A2 men. Ë™. Ã“. -. -. 54 - Agnus Dei.
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Bestiary of Krynn Web Preview 

Two gray stripes run down its abdomen and .... accessory utilizes mechanics developed for the new DUNGEONS & DRAGONSÂ® game by Jonathan Tweet,.










 


[image: alt]





classenumerique/referents/preview/889701/cj7c3hcd5000i1410wv87umk2 
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classenumerique/referents/preview/895951/cj7c0970c013p1510bj3gfapb 
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Scratch: A Sneak Preview - MIT 

266-286. MIT Press: Cambridge, MA. It is too early in ... J. (1996). Tactile programming: A unified manipulation paradigm supporting program comprehension,.
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classenumerique/referents/preview/889785/cj7bi56lx00v01410kphi9mam 
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