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Si X est de dimension N < p, l'isomorphisme W~, fournit d'ailleurs, pour tout entier n > 1, un analogue de la d~composition de 2.1 pour le complexe de de Rham. 
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Introduction Soit X un sch6ma propre et lisse sur un corps k. La cohomologie de de Rham de l'aboutissement de la suite spectrale de Hodge



X/k, H*R(X/k): = H*(X, f2"X/k),est (0.1)



Ei11---HJ(X, i(2x/k)~ Hio+RJ(X)k).



On sait que, si k est de caract6ristique z6ro, (0.1) d6g6n6re en El: pour X projectif, cela r6sulte de la th6orie de Hodge, et le cas propre se ram6ne au cas projectif par le lemme de Chow et la r6solution des singularit6s (cf. [5, 5.5]). La premi6re d6monstration de ce fair n'utilisant pas la th6orie de Hodge a 6t6 donn6e par Faltings [8], comme application de son th6or6me d'existence d'une d6composition de Hodge-Tate pour la cohomologie 6tale p-adique des vari6t6s propres et lisses sur les corps locaux d'in6gale caract6ristique. Si k est de caract6ristique p > 0, il peut arriver que (0.1) ne d6g6n6re pas en E1 (cf. Mumford [22] et 2.5 (i)). Toutefois, Kato a montr6 r6cemment [14] que, pour k parfait de caract6ristique p > 0 et X projectif et lisse sur k, si l'on suppose que X est de dimension < p e t se rel+ve sur l'anneau W(k) des vecteurs de Witt de k, alors ce ph6nom+ne ne se produit pas. Fontaine et Messing [10] ont 6tendu ce r6sultat au cas propre, et d6duit, par un argument standard, la
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d6g6n6rescence de (0.1) en caract6ristique z6ro. Cette seconde d6monstration utilise des techniques cristallines. Nous donnons ici une d6monstration 616mentaire d'un r6sultat plus pr6cis que celui de Kato et Fontaine-Messing, et qui est le suivant. Supposons k parfait, de caract6ristique p > 0, et soit X un k-sch6ma lisse (de dimension quelconque, et non n6cessairement propre). Soient X' d6duit de X par l'extension des scalaires k-~k, 2~--,2p, et F : X ~ X ' le Frobenius relatif (1.1)9 Nour prouvons que chaque rel6vement lisse )~ de X sur l'anneau W2(k) des vecteurs de Witt de longueur 2 d6termine un isomorphisme (0.2)



r



( ~ f2X,/k i [ -- i] ~'C n. On a Hiz =,L = HiL (resp. 0) si i < n (resp. i > n). On pose z _nL = H~L (resp. 0) si i > n (resp. i < n). Le d6cal6 L[n] est le complexe de composantes L[n]~= Li +" et de diff6rentielle dzt.l = ( - - 1)"dr Pour M un objet de A, on note encore M le complexe r6duit h M plac6 en degr6 0; M[n] est alors le complexe r6duit h M plac6 en degr6 - n . 1.5. Si X est un sch6ma, on note D(X):=D(X, Cx) la cat6gorie d6riv6e de la cat6gorie des (fix-modules. 1.6. Soient ~ u n sch6ma et S u n sous-sch6ma ferm6 d6fini par un id6al de carr6 nul. Si X est un S-sch6ma plat, on dit que X est relevable sur S si X admet un rel+vement sur ~, i.e. un g-sch6ma plat )7 muni d'un isomorphisme )7 x sS-~X; si X est lisse sur S, _~ est automatiquement lisse sur S.



2. D~composition du complexe de de Rham et applications (cas d'un corps parfait) Th~or~me2.1. Soient k un corps parfait de caract~ristique p > 0 , S=Spec(k), ~= Spec( W2(k)) (1.3), et soit X un S-schema lisse. A tout S-schema lisse X relevant X



est associ~ canoniquement un isomorphisme i . ._% 9 ~o~: @f2x,/s[--t ] z1,_ comme la compos6e de A~f:g2xv s 1 --*AiZF.g2x/s et du produit A iZF.f2x/s--+ZF.g2x/s 1 i (Z d6signant le noyau de d). (iii) Les rel6vements locaux de F forment un torseur sur X' sous le faisceau ~om(~2~,/s,F,(_gx)=Ox,/s| x des d6rivations de X' /t valeurs dans F.(9. La classe c de ce torseur dans HI(X ', Ox,/s| est l'obstruction/t l'existence d'un rel6vement global ff : )~ ~)~' de F. Avec les notations de (d) ci-dessus, et ~ un
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signe pros d6pendant des conventions choisies, c est la classe du cocycle (h~j). Par construction m~me de ~p~,la classe c, consid6r6e comme fl6che de f2~c,/s[ - 1] dans F.(9 dans D(X') n'est autre que la compos6e de ~p~ et de la projection naturelle F.f2"x/s ~ F . d ) x , i.e. l'obstruction fi repr6senter r par un morphisme de complexes. (iv) Supposons que X admette un rel6vement formel lisse XAsur W(k), et soit m un entier < p - 1 . L'isomorphisme lp, du th+or6me d'Ogus [3, 8.20] donne le tronqu6 z_ 0 et L . (9(D ) > 0 pour tout diviseur effectif D sur X). Alors on a: (2.8.1) (2.8.2)



HJ(X, Oi| HJ(X, f2i|



pour -~)=0



i+j>sup(d, 2 d - p ) ,



pour



i+j~ et des th6or6mes d'annulation ~ la Kodaira. (ii) Raynaud [24] et Szpiro [9] ont construit des exemples de couples (X, L), o/1 X / k est une surface projective lisse et L un faisceau inversible ample sur X tels que HI(X,L-1)+O. Ces surfaces ne se rel6vent donc pas sur W2(k). (iii) Soit X un k-sch6ma lisse. On verra en 3.6 que si X ne se rel6ve pas sur Wz(k), alors z peut atre invisible au niveau de la suite spectrale de Hodge ou d'6nonc6s d'annulation ~ la Kodaira: pour p > 7, Raynaud sait construire, par la m6thode de Godeaux-Serre [25], une surface X lisse et projective sur Fp, ne se relevant pas sur Z/p z, et telle que: a) la suite spectrale de Hodge vers de Rham de X d6g6n6re en E1 b) tout faisceau inversible ample sur X satisfait au th6or+me d'annulation de Kodaira-Akizuki-Nakano.



Corollaire 2.11 (Kodaira-Akizuki-Nakano [1, 18], Ramanujam [23]). Soient K un corps de caractOristique O, X un K-schOma projectif lisse, purement de dimension d, et L un faisceau inversible sur X. On suppose que L e s t ample, ou que d = 2 et que L e s t numdriquement positif. Alors on a HJ(x, Qi@L)=O



pour



i+j>d



( ou, ce qui revient au mOme, par dualitO de Serre, H J(x , f2i | L - 1) = 0 pour i + j < d ). On d6duit 2.11 de 2.8 comme on a d6duit 2.6 de 2.1 ; nous omettrons les d6tails (pour le cas num6riquement positif, cf. [21, p. 42]). Corollaire 2.12 (eLefschetz faible~), cf. Berthelot [2]). Avec les notations de 2.1, soit X un k-schdma projectif et lisse purement de dimension d, et D C X un diviseur lisse. On suppose X et D relevables sur W2(k) et D ample. Alors la flOche de restriction H"oR(X/k)-~ H"oR(D/k) est un isomorphisme pour n < inf(p, d ) - 1 et une injection pour n = inf(p, d ) - 1. Le noyau f2x(logO)(-O ) de f 2 x ~ O b [cf. 4.2.2(c)] admet un d6vissage (~filtration par le poids>>) 0 ~f2x( -- O)~f2x(logO ) ( -- O)--, f2j~-1( _ D ) ~ 0 . La conclusion de 2.12 signifie que



n " ( x , f2"x(logO)(-O))=O



pour



n Yr'K[-I],



~ ~



-"~,WOK[I] '



off



E=(~VfOK---~K~ d-~K 1) est le c6ne (concentr6 en degr6s - 1, 0, 1) de 3r176 q le quasi-isomorphisme donn6 par la projection de K 1 sur Jf~IK, et pr la projection 6vidente. Posons M = ~r176 N = ~vte1K, et notons N le dual de N. La classe e(K) est encore l'image de IdN ~ H~ N | dans H2(T, N | = H2(T, Ytbm(~lK, WOK)) par le morphisme compos6 HO(T,~|



q HI(T,I~|



-IdN@pr



, H2(T,N|



Or c = (h, - g , f ) ~ (~(U.,/V|



= (~2(U., N |



~(U.,-~r|176



~~



N|



~)



est un 1-cocycle, d'image IdN par q, et --h par - I d N | Donc e(K)= - c l sc(K). Construisons maintenant a. Soit s u n objet global de sc(K), d6crit par un hyperrecouvrement U. ~ T, sur U o une section f : 3(f~K ~ K 1 de la projection de K sur W 1K, et sur Ul, h : W 1K ~ K ~ tel que d* f - d* f = dh et d ~ h - d*h + d~h = 0. Alors (h, f ) : ~r (U., K) = c~l(U, K~176 K') est un morphisme de ~ t ~ I K [ - 1 ] dans c~(U.,K), dont l'image a(s) dans Hommr)(3f~K[--1],K) est une dScomposition de K. Par des arguments analogues ~t ceux de la preuve de 2.1 (d), on v6rifie que a(s) est ind6pendant des choix de (U., f, h), et ne dSpend que de la classe de s ~t isomorphisme prSs. I1 reste ~t v6rifier que, si t est un second objet global, on a a(t)-~(s)=t-s dans
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Ext ~(3r ~~ On peut supposer que test d6crit par (U., g, k) et qu'on a, sur Uo, u:~'f~IK~K ~ tel que g - f = d u . Le carr6



d* f



"ld*g



h



dlU



, d* f



1 ~d*g



d~u



k



fournit



v=d~u+k-h-d*u:~,vt~lK--*J~f~



sur Ui,



un 1-cocycle de U. ~i valeurs dans ~,~om(~lK,~f~ dont l'image dans HI(T,.~om(WiK, WOK)) est (avec des conventions ad6quates) la classe de t - s . Avec les notations ci-dessus, on a alors



(k, g) - (h, f ) = v + du : JFI K-*C~(U., K), off u est consid4rh ici comme fl4che de W1K dans ~~ et d dhsigne la diff6rentielle totale du complexe c~(U.,K). On a donc bien a ( t ) - a ( s ) = t - s, ce qui achhve la dhmonstration de (b). 3.4. Soient S un schema de caract4ristique p >0, X un schhma lisse sur S, et F : X - - . X ' le Frobenius relatif (1.1). Supposons donn6 un sch6ma S plat sur Z/p 2 dont S est la r4duction modulo p. On se propose de d6crire la gerbe des scindages de K = z= 1, il existe N' v6rifiant 1 < N ' < N , pN'>N. Pour un tel N', l'endomorphisme de Frobenius Fs de S se factorise par T = Spec(A x), A1 = A~raN': X



F ~'X'



~'XT (



~'X



S



~T c



~S.



L'hypoth6se de r6currence s'applique h Xr/T: pour i + j = n, R~f, OixT/r est libre de rang h iJ, de formation compatible fi tout changement de base. En particulier (changement de base S ~ T), R Jf , f2~x,/sest libre de rang h ij, et l'hypoth6se cE~ = cE~ pour i+j = n assure que R"f, t2"x/s est libre, de rang ~ h ij d'apr6s (4.1.2.3). Les i+j=n



in6galit6s (4.1.2.1) et (4.1.2.2) sont donc des 6galit6s et 4.1.2 en r6sulte.



Remarque 4.1.3. Soient f : X ~ S comme en 4.1.1 et b u n entier. L'hypoth6se (a) de 4.1.2 est v6rifi6e si f est propre. D'autre part, si Z 2 dim(X/S).



Remarque 4.1.6. L'6nonc6 3.7 fournit des conditions suffisantes assurant que l'hypoth6se de d6composabilit6 de 4.1.4 (ou 4.1.5) est v6rifi6e. On prendra garde que la condition de relevabilit6 porte sur X' et non X. Toutefois, si, pour ~ comme en 3.7, rendomorphisme de Frobenius F s de S adrnet un re16vement Fs ~i S, alors tout rel6vement X de X sur ~ d6finit, par changement de base par Fs, un rel6vement de X' sur S. Un tel rel6vement F~ existe par exemple si S est affine et lisse sur un corps parfait k de caract6ristique p, et S est un rel6vement de S sur WE(k).



D6cornposition du complexe de de Rham
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4.2. POles logarithmiques 4.2.1. Soient S un sch6ma de caract6ristique p > 0, X un S-sch6ma lisse, et D C X un diviseur/t croisements n o r m a u x relatif. Soit O'x/s(logD) le complexe de de R h a m relatif/L p61es logarithmiques de long de D. O n a encore un isomorphisme de Cartier (cf. Katz [15, 7.2]): i 9 C - 1 : f2X,/s(lOg D t ) ~~ ~ i F.f2x/s(logD)"



(4.2.1.1)



Plus g6n6ralement, soient A, B, et D = A + B des diviseurs /t croisements n o r m a u x relatifs sur X (A et B sont d o n c transverses l ' u n / l l'autre), et posons



~'x/s(A, B): = f2x/s(log D) ( - A).



(4.2.1.2)



O n v6rifie par un calcul local (r6duction au cas off X = S[t] est la droite affine sur S et D l e diviseur (t)) que l'inclusion



f2"x/s(logO ) ( - p A ) ~ f2"x/s(A, B) est un quasi-isomorphisme. Son image directe par F . est un quasi-isomorphisme



(F , f2"x/s(logD)) ( -- A ' ) ~ F ,O'x/s(A, B) . P a r composition avec (4.2.1.1) tensoris6 avec C ( - A ' ) isomorphisme (4.2.1.3)



C - 1 " . f2x,/s(A, i , B ,) ~-



on obtient d o n c un



iF,f2x/s(A, 9 B).



Remarques4.2.2.



(a) La d6finition (4.2.1.2) garde un sens sur une base S quelconque. P o u r X la droite affine sur S, de coordonn6e t, D le diviseur (t), on a



t2"x/s(logD)=((gs[t]~(gs[t]d---~), f2"x/s(logD ) ( - D) = (t(gs[t ] ~ (gs[t]dt) . Soient a, b, c des entiers > O, n = a + b + c, et p o u r I < i < n, Eila droite affine sur S, de coordon6e t i, D i le diviseur (t~). Soient X = E1 Xs ... • E, et D = A + B le diviseur d6fini par A =



pr 7
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