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Chapitre XI



Statique des milieux curvilignes



MOTS CLÉS Solide élancé. Milieu curviligne. Courbe directrice. Statique des fils. Tension. Section transversale. Microstructure. Statique des poutres. Distributeurs des vitesses des particules. Torseurs des efforts extérieurs. Torseurs des efforts intérieurs. Effort normal. Effort tranchant. Moment de torsion. Moment fléchissant. Condition de Navier-Bernoulli. Extrémités. Appuis. Assemblages. Isostaticité. Hyperstaticité. Hypostaticité.
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En bref... De nombreuses structures utilisées dans la pratique industrielle sont constituées d’éléments élancés. Cette particularité géométrique suggère la mise en œuvre d’une modélisation unidimensionnelle rattachée à une courbe directrice pour l’analyse de ce type d’éléments (section 1). Dans une première approche par la méthode des puissances virtuelles, le système est modélisé géométriquement comme un ensemble de particules définies uniquement par leur position (abscisse curviligne) sur la courbe directrice. Un mouvement réel du système est ainsi décrit par le champ des vitesses de ces particules dans la configuration actuelle. Les mouvements virtuels considérés sont définis de façon semblable et cohérente pour l’application de la méthode : pour chacun d’eux on se donne un champ de vecteurs continu et continûment différentiable sur la courbe directrice dans la configuration actuelle. La modélisation des efforts extérieurs est constituée de forces concentrées exercées aux extrémités et en un nombre discret de points sur le système, et de forces linéiques réparties sur la courbe directrice. La construction de la modélisation conduit à la représentation des efforts intérieurs par un champ scalaire que l’on identifie comme la tension du milieu curviligne. Les efforts intérieurs sont des efforts de contact entre deux particules adjacentes du système ; ils sont réductibles à une force tangente à la courbe directrice au point considéré et dont l’intensité est la tension en ce point. Ce modèle est pertinent, de façon générale, pour l’étude de la statique des fils et des câbles sans raideur. Il s’applique aussi aux poutres et aux arcs, lorsque la géométrie de la courbe directrice et le chargement imposé satisfont des conditions de compatibilité (section 2). Pour rendre compte de la « raideur » des éléments tridimensionnels élancés, la modélisation unidimensionnelle doit être enrichie. Le système étudié est alors modélisé comme un ensemble de particules définies par leur position géométrique sur la courbe directrice et par l’orientation d’une microstructure transversale attachée à chacune d’elles : le mouvement réel est décrit par le champ de distributeurs défini en chaque point de la courbe directrice dans sa configuration actuelle par le mouvement rigidifiant de la particule orientée ainsi constituée. Les mouvements virtuels considérés sont définis de façon semblable : pour chacun d’eux on se donne un champ de distributeurs, continu et continûment différentiable, sur la courbe direc-
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trice dans la configuration actuelle. Les efforts extérieurs sont modélisés par des torseurs appliqués aux extrémités et en un nombre discret de points du système et par une densité linéique de torseurs sur la courbe directrice. Les efforts intérieurs sont des efforts de contact, représentés par un champ de torseurs défini sur la courbe directrice. Entre deux particules adjacentes du système, des efforts de contact sont réductibles au torseur d’efforts intérieurs. La terminologie classique utilisée pour les éléments de réduction de ce torseur au point courant de la courbe directrice se réfère à la microstructure transversale, section droite, dont elle reflète le rôle essentiel dans la transmission des efforts de contact, et à la courbe directrice elle-même qui rappelle que c’est l’élancement du solide tridimensionnel étudié qui motive la modélisation unidimensionnelle : effort normal, effort tranchant, moment de torsion, moment fléchissant. La confrontation de cette modélisation avec celle du milieu continu tridimensionnel classique permet d’expliciter le champ des efforts intérieurs dans le milieu curviligne en fonction du champ des contraintes dans le solide tridimensionnel élancé. Une attention particulière est portée aux mouvements virtuels satisfaisant la condition de Navier-Bernoulli qui lie le mouvement de la microstructure transversale à celui de la courbe directrice, en raison de leur intervention fréquente dans les lois de comportement couramment utilisées pour les milieux curvilignes. On remarque que la contribution de l’effort tranchant dans la puissance virtuelle des efforts intérieurs est nulle pour de tels mouvements (section 3). L’analyse des structures nécessite la définition des conditions d’extrémités, d’appuis, et d’assemblages pour les éléments constitutifs. L’intégration explicite des équations d’équilibre met en évidence qu’en l’absence d’appuis continus le degré d’hyperstaticité des structures ainsi modélisées est toujours fini. S’il est supérieur ou égal à 1, la structure est hyperstatique. Pour un problème donné, l’existence d’une solution d’équilibre nécessite que les données sur les efforts extérieurs soient compatibles avec l’équilibre global et avec les conditions d’assemblages. Du point de vue cinématique, l’intégration d’un champ de taux de déformation sur chaque élément constitutif est toujours possible ; la compatibilité géométrique impose le respect des conditions d’assemblages. Pour être cinématiquement admissible, le mouvement virtuel de la structure doit, en outre, respecter les conditions d’appuis.
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Principales notations



Notation AB s RA , RB f (s) ′



AB



′



′



′



RSA′ , RSB ′



Signification



1ère formule



arc de courbe directrice : description géométrique de S



(2.1)



abscisse curviligne du point courant P



(2.1)



forces extérieures appliquées aux extrémités de S



(2.1)



densité linéique de forces extérieures



(2.1)



description géométrique de S



(2.3)



′



forces extérieures appliquées aux extrémités de S ′ ⊂ S



(2.3)



t (s)



vecteur unitaire tangent à la courbe directrice



(2.9)



X (s)



tension du milieu curviligne en P



(2.12)



ˆ (s) D



taux d’extension virtuel de la courbe directrice



(2.13)



force extérieure concentrée



(2.25)



champ de distributeurs d’un mouvement réel sur AB



(3.1)



éléments de réduction en P du distributeur { U (s) }



(3.1)



mouvement virtuel



(3.2)



[ f (s) ]



densité linéique de torseurs d’efforts extérieurs



(3.4)



m (s)



densité linéique de moments extérieurs



(3.4)



moments extérieurs appliqués aux extrémités de S



(3.6)



Fi {U} U (s) , Ω (s) ˆ U



HA , HB [R A ] , [R B ]



torseurs d’efforts extérieurs appliqués aux extrémités de S



(3.7)
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Principales notations



Notation ′



′



[ RSA′ ] , [ RSB ′ ] ′



′



H SA′ , H SB ′



Signification



1ère formule



torseurs d’efforts extérieurs appliqués aux extrémités de S ′ ⊂ S



(3.10)



moments extérieurs appliqués aux extrémités de S ′ ⊂ S



(3.10)



taux de déformation virtuel du milieu curviligne en P



(3.14)



torseur d’efforts intérieurs en P



(3.15)



éléments de réduction de [ X (s)] en P



(3.19)



torseur d’efforts extérieurs concentrés



(3.38)



N (s)



effort normal en P



(3.48)



V (s)



effort tranchant en P



(3.48)



C (s)



moment de torsion en P



(3.49)



moment fléchissant en P



(3.49)



ˆ (s) selon t (s) composante de Ω



(3.70)



effort tranchant, moment fléchissant pour un élément plan chargé dans son plan



(4.30)



ˆ (s)} {D [ X (s)] X (s) , Γ (s) [ Fi ]



M (s) ˆt (s) Ω



V (s) , M (s)
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Statique des milieux curvilignes



1



Problématique d’une modélisation unidimensionnelle



On se propose de présenter maintenant deux approches de la modélisation unidimensionnelle des milieux continus. Le point de départ de cette théorie des milieux curvilignes est évidemment géométrique, fondé sur la constatation que de nombreux solides utilisés comme éléments de structures dans la pratique des constructions (civiles, industrielles, navales, aéronautiques, etc.) ont une forme élancée (figure 1) : ceci conduit à imaginer d’en faire l’étude mécanique sur une géométrie unidimensionnelle définie par une courbe directrice. Si l’on dit parfois qu’une telle description est « moins fine » que celle du même solide dans le formalisme du milieu continu tridimensionnel, cette affirmation géométriquement justifiée n’implique aucun jugement de valeur quant à la pertinence de la modélisation concernée. Celle-ci ne peut être estimée que sous l’angle de l’adéquation du modèle aux applications que l’on veut en faire. La notion intuitive du milieu curviligne est ainsi initialement liée à celle de solide tridimensionnel élancé. On définira ici un tel solide par le fait que l’on peut y tracer une courbe (à tangente continue, ou continue par morceaux) telle que le diamètre maximal de la section du solide normalement à cette courbe soit petit devant la dimension longitudinale caractéristique. Toutefois, rien n’interdit d’imaginer de construire une modélisation unidimensionnelle pour un solide tridimensionnel sans caractéristique géométrique particulière, mais la validation d’une telle modélisation par les résultats auxquels elle permet d’aboutir montre que ce n’est que dans la mesure où l’hypothèse d’élancement est satisfaite, avec des conditions de chargement et d’appui (conditions aux limites) convenables, que l’on peut raisonnablement espérer obtenir ainsi des résultats acceptables. Un problème essentiel quant à l’application de ce modèle à la réalité d’un solide tridimensionnel sera de situer de façon pertinente, la courbe directrice dans la géométrie tridimensionnelle du solide étudié. Même pour les solides élancés le problème se pose, encore qu’il soit parfois occulté par la façon dont ces éléments de structures sont décrits géométriquement. En effet la courbe introduite dans la définition donnée plus haut d’un solidé élancé n’est évidemment pas unique : s’il paraît naturel que la modélisation « milieu curviligne » soit faite en se rapportant à une telle courbe, rien ne permet a priori d’en fixer le choix. La démarche adoptée dans la présentation de ce chapitre considère cette ligne comme une donnée dans la configuration actuelle, sur laquelle on procède à la construction de la modélisation. Le problème du positionnement de la courbe directrice dans le solide tridimensionnel sera abordé au chapitre
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suivant, car il est notamment lié à l’écriture de la loi de comportement de l’élément de milieu curviligne. Comme au chapitre V pour le milieu continu tridimensionnel, l’outil de base dans la construction d’une telle modélisation est la méthode des puissances virtuelles. On appliquera la méthode à deux reprises : une première approche, inspirée directement de la démarche suivie pour la modélisation du milieu continu tridimensionnel, aboutira à une modélisation des efforts intérieurs qui convient dans la pratique pour écrire la statique des fils et des câbles sans raideur. Une seconde approche, plus large, permettra de modéliser les solides élancés qui résistent à des sollicitations de flexion, torsion, etc., tels que les poutres et les arcs. Le lien entre les modélisations ainsi construites pour le milieu curviligne et celle établie au chapitre V pour le milieu continu tridimensionnel, où les efforts intérieurs sont représentés par le champ de contrainte, sera fait au paragraphe 3.12. Sur les bases posées on développera au chapitre suivant une première approche de la théorie des milieux curvilignes élastiques en introduisant la loi de comportement élastique pour ces milieux qui résulte • soit d’expériences directes sur ce type d’éléments structuraux, • soit de la loi de comportement du matériau constitutif dans le formalisme du milieu continu tridimensionnel, en utilisant les solutions connues des problèmes simples relatifs aux barres cylindriques étudiées dans les chapitres VIII et IX. Cette présentation répond à un triple objectif : • en raison de son importance pratique évidente, donner une introduction à la théorie des milieux curvilignes sans rentrer dans le détail des applications qui font l’objet de nombreux ouvrages plus spécialisés ; • mettre en évidence, sur un exemple aisément perceptible et concret, la nécessité de construire une modélisation pour le milieu continu unidimensionnel qui se révèle être l’homologue des milieux continus tridimensionnels non classiques, de type micropolaire, présentés au chapitre V (§ 5.3), dont les éléments constitutifs ne peuvent plus être considérés comme de simples « points matériels » ; • à cette occasion, illustrer à la fois l’efficacité et le caractère systèmatique de la méthode des puissances virtuelles pour la modélisation des efforts. On se limitera au point de vue de la statique, c’est-à-dire que l’on ne se préoccupera pas de l’expression de la puissance virtuelle des quantités d’accélération puisque sa valeur sera supposée identiquement nulle.



1 – Problématique d’une modélisation unidimensionnelle



Figure 1 – https ://materiauxenarchitecturemoderne.wordpress.com • Viaduc du Viaur (1895-1902). Paul Bodin. En acier (3800 t), d’une portée de 460 m, culmine à 116 m au-dessus du Viaur (Tarn, France). • Système de voutes avec ossature de métal – fer et fonte – (1862-1865). Louis-Auguste Boileau.
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Statique des fils



2.1



Modélisation géométrique. Mouvements réels



On se propose d’abord de construire, sur la courbe directrice plongée dans l’espace R3 , la modélisation unidimensionnelle d’un milieu continu homologue de celle établie



au chapitre V (section 3) pour le milieu continu tridimensionnel « classique ». La courbe directrice donnée dans sa configuration actuelle κt est munie d’une orientation (sens de parcours) ; une origine O étant choisie, s désigne l’abscisse curviligne du point courant. Du point de vue physique, l’objectif de la modélisation en cours consiste en quelque sorte à « écraser » un élément tridimensionnel élancé sur sa courbe directrice. Du point de vue géométrique, cela conduit à considérer que le système unidimensionnel est, à son tour, constitué de particules P , points matériels « dilués » (cf. chapitre I, § 2.1) de longueur ds , caractérisées par leur position sur la courbe directrice repérée par l’abscisse curviligne s . Un système S est défini comme l’ensemble des particules qui occupent un arc AB sur la courbe directrice. Par convention, A et B sont typiquement l’origine et l’extrémité du système : sA < sB . Un sous-système S ′ de S est constitué des particules de S qui occupent un segment A B ′ découpé par la pensée, dans l’arc AB : sA < sA′ < sB ′ < sB (Figure 2) . L’extérieur de S ′ dans S , noté (S − S ′ ), est donc défini sur la courbe directrice par sA ≤ s < sA′ et sB ≥ s > sB ′ . ′



Figure 2 – Description géométrique d’un milieu curviligne



L’évolution géométrique à l’instant t du milieu unidimensionnel ainsi défini est caractérisée par l’évolution des positions géométriques des particules du système, c’està-dire par le champ des vitesses U de R3 , fonction de s . La continuité du milieu exprime, ici encore, que des particules voisines à l’instant t demeurent voisines au cours de l’évolution. Le champ U est supposé continu, continûment différentiable par morceaux, sur AB . (À noter que la continuité par morceaux a peu de sens physique ici).
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Espace vectoriel des mouvements virtuels



L’espace vectoriel des mouvements virtuels de S considérés pour la construction ˆ de R3 , continus de la modélisation des efforts est défini par les champs de vecteurs U et continûment différentiables sur AB. Comme dans les constructions précédentes (chapitre V) on procédera ensuite, une fois la modélisation établie, à son extension ˆ continus et continûment au cas des mouvements virtuels définis par des champs U différentiables par morceaux (§ 2.9). Pour un sous-système S ′ les mouvements virtuels sont définis de la même façon ˆ continus et continûment différentiables par morceaux par des champs de virtuels U sur A′ B ′ .



2.3



Puissance virtuelle des efforts extérieurs



Système S De la même façon qu’au chapitre V pour le milieu continu tridimensionnel, on suppose que la puissance virtuelle des efforts extérieurs à S résulte de deux contributions : • d’une part, un terme « de volume » qui correspond à des forces réparties définies sur AB par une densité linéique f (s) ; la force « élémentaire » répartie est donc, pour l’élément ds , égale à f (s) ds ; • d’autre part, un terme « de contour », au bord du système S sur la courbe directrice, qui correspond à des forces concentrées exercées aux extrémités A et B , notées RA et RB . La puissance virtuelle des efforts extérieurs s’écrit ainsi pour S :  ˆ m.v. , ∀U    (2.1) Z   ˆ) = ˆ (sA ) + R . U ˆ (sB ) . ˆ (s) ds + R . U  P(e) (U f (s) . U A B AB



Sous-système S ′ de S



Pour un sous-système quelconque S ′ de S on suppose que les efforts extérieurs, c’est-à-dire exercés sur S ′ par l’extérieur de S ′ , y compris (S − S ′ ) , sont de même nature. • Les forces réparties sont définies, en chaque point P de A′ B ′ , par la densité ′ linéique f S (s) . On construit la modélisation en faisant l’hypothèse que ′



∀ S ′ ⊂ S , f S (s) ≡ f (s) ,



(2.2) ′



c’est-à-dire que f S (s) est indépendant du sous-système considéré : il n’y a pas d’action à distance entre les particules du système.
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Figure 3 – Efforts extérieurs sur le système et sur un sous-système



′



′



• Aux extrémités A′ et B ′ les forces concentrées exercées sont RSA′ et RSB ′ . La puissance virtuelle des efforts extérieurs s’écrit ainsi pour S ′ :  ˆ m.v. , ∀ S′ ⊂ S , ∀ U    (2.3) Z   ˆ (sA′ ) + RS ′′ . U ˆ (sB ′ ) . ˆ (s) ds + RS ′′ . U ˆ) =  P ′ (U f (s) . U A



(e)



B



A′ B ′



Malgré la similitude des notations entre les formules (2.1) et (2.3), dont on profitera S′ dans la suite, on rappelle la différence de points de vue entre RA et RB d’une part, RA ′ ′ et RSB ′ de l’autre (cf. chapitre V, § 2.2) : les premières sont des données au contour, les secondes seront déterminées par la modélisation achevée. Torseur des efforts extérieurs au système ou à un sous-système L’identification du torseur des efforts extérieurs à un sous-système S ′ est immédiate. On a ainsi, profitant de la similitude des notations, pour S ′ et S lui-même : [ Fe′ ] = [ O , F ′e , C ′0 ]



(2.4) avec



(2.5)



2.4



          



F ′e =



Z



′



′



f (s) ds + RSA′ + RSB ′



A′ B ′



C ′0 =



Z



A′ B ′



′



′



OP ∧ f (s) ds + OA′ ∧ RSA′ + OB ′ ∧ RSB ′ .



Puissance virtuelle des efforts intérieurs



On fait l’hypothèse que, pour S ou pour un sous-système quelconque S ′ la forme ˆ , qui exprime la puissance virtuelle des linéaire continue, fonctionnelle du champ U



2 – Statique des fils
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ˆ) . efforts intérieurs est l’intégrale sur AB ou sur A′ B ′ d’une densité linéique p(i) (U Cette densité est supposée indépendante du sous-système considéré et fonction ˆ ˆ (s) et dU , (s) : linéaire des seules valeurs locales U ds  ˆ m.v.  pour S , ∀ U     Z     ˆ ˆ ) ds  p(i) (U  P(i) (U ) = AB (2.6)  ˆ m.v.  ∀ S′ ⊂ , ∀ U     Z    ′  ˆ ˆ ) ds p(i) (U  P(i) (U ) = A′ B ′



où



(2.7)



ˆ ˆ (s) − X (s) . dU (s) . ˆ ) = −a (s) . U p(i) (U ds



La loi des actions mutuelles (chapitre IV, § 6.3) impose que : ∀ S′ ⊆ S



(2.8)



,



[ Fi′ ] = 0 ,



où le torseur [ Fi′ ] est identifié par (chapitre IV, § 6.2) : (2.9)  ′ ′ ˆ ˆ ˆ }  0  ∀ A B ⊆ AB , ∀ {D} = {O , U 0 , ω Z Z  ˆ = −U ˆ .  [ Fi′ ] . {D} (s) ds − ω ˆ a (OP ∧ a (s) + t (s) ∧ X (s)) ds . . 0 0 A′ B ′



A′ B ′



Il résulte ainsi de (2.8) :



(2.10)



a (s) ≡ 0



sur AB



(2.11)



t (s) ∧ X (s) ≡ 0



sur AB



(cf. chapitre V, § 3.2) ,



c’est-à-dire que X (s) doit, en tout point de AB être colinéaire à t (s) . On pose : (2.12)



∀ P ∈ AB , X (s) = X (s) t (s)



où X (s) est une fonction scalaire, et (2.13)



ˆ ˆ (s) = d U (s) . t (s) D ds



qui représente le taux d’extension virtuel de la courbe directrice au point P . L’expression la plus générale de la densité linéique de puissance virtuelle des efforts intérieurs, de la forme (2.7), compatible avec la loi des actions mutuelles s’écrit donc : (2.14)



ˆ ) = −X (s) D ˆ (s) p(i) (U



homologue de l’équation (3.8) au chapitre V.
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2.5



Chapitre XI – Statique des milieux curvilignes



Équations d’équilibre



À partir des expressions précédentes pour les puissances virtuelles des efforts extérieurs et intérieurs, la puissance virtuelle des quantités d’accélération étant posée nulle, on obtient les équations de la statique pour ce modèle en exploitant le principe des puissances virtuelles qui s’écrit, en profitant de la similitude des notations (2.1) et (2.3) :



(2.15)



            



ˆ m.v. , pour S et ∀ S ′ ⊂ S , ∀ U Z ˆ (s) ds + RSA′′ . U ˆ (sA′ ) + RSB′′ . U ˆ (sB ′ ) f (s) . U Z A′ B ′ ˆ (s) ds = 0 . X (s) D − A′ B ′



On suppose la continuité et la continue différentiabilité sur AB du champ d’efforts intérieurs X (s) = X (s) t (s) ; l’équation (2.15) se transforme en intégrant par parties et l’on obtient :



(2.16)



          



ˆ m.v. , pour S et ∀ S ′ ⊂ S , ∀ U Z d X (s) S′ ˆ ˆ (s) ds + (X (sA′ ) + RA + f (s)) . U ( ′ ) . U (sA′ ) ds A′ B ′ ′ ˆ (sB ′ ) = 0 −(X (sB ′ ) − RSB ′ ) . U



homologue des équations (2.20) ou (3.12) du chapitre V. On déduit de cette équation appliquée au système S , compte-tenu du caractère ˆ continu et continûment différentiable sur AB , arbitraire du champ U L’équation différentielle vectorielle pour le champ X = X t sur AB ∀ P ∈ AB (2.17)



d X (s) + f (s) = 0 ds X (s) = X (s) t (s)



et les conditions aux limites pour X = X t aux extrémités A et B de S



(2.18)



X (sA ) = X (sA ) t (sA ) = −RA X (sB ) = X (sB ) t (sB ) = RB



2 – Statique des fils
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Les équations d’équilibre (2.16) et (2.17) ne sont évidemment compatibles que si la condition d’équilibre global du système S est satisfaite   [Fe ] = [O, F e , C 0 ] = 0    R (2.19) F e = AB f (s) ds + RA + RB   R   C 0 = AB OP ∧ f (s) ds + OA ∧ RA + OB ∧ RB .



ˆ arbitraire continu et continûAppliquée à un sous-système S ′ quelconque avec U ment différentiable sur A′ B ′ , l’équation (2.16) donne les conditions aux extrémités A′ et B ′ qui déterminent, à partir de la connaissance du champ des efforts intérieurs ′ ′ X , les efforts extérieurs RSA′ et RSB ′ appliqués à S ′ : ′



RSA′ = −X (sA′ ) = −X (sA′ ) t (sA′ )



(2.20)



′



RSB ′ = X (sB ′ ) = X (sB ′ ) t (sB ′ ) .



2.6



Cohérence du modèle. Interprétation physique



Équations de champ



n (s) dt (s) = ds ρ (s) t (s) b (s) dn (s) =− − ds ρ (s) τ (s) db(s) n (s) = ds τ (s)



Figure 4 – Formules de Frenet : ρ (s) et τ (s) rayons de courbure et de torsion au point P



L’équation vectorielle (2.17) représente trois équations scalaires que l’on peut par exemple expliciter dans la base locale du trièdre orthonormé direct (t (s) , n (s) , b (s)) défini au point courant P de AB par les formules de Frenet rappelées sur la figure 4. On obtient ainsi :  dX(s)   + ft (s) = 0   ds   X (s) (2.21) + fn (s) = 0   ρ (s)     fb (s) = 0 .
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On remarque que ces équations ne sont compatibles, c’est-à-dire que le modèle n’est cohérent, que si la densité linéique de forces extérieures vérifie en plus de la condition d’équilibre global (2.19), sur la courbe directrice AB considérée dans la configuration actuelle, les équations :    fb (s) = 0 (2.22)   ft (s) = d (ρ (s) fn (s)) . ds



Ces conditions de compatibilité expriment que la densité linéique de forces extérieures doit se trouver dans le plan défini au point P de la courbe directrice par la tangente t(s) et la normale n(s) (plan osculateur) et que sa variation en fonction de l’abscisse curviligne est liée au rayon de courbure de la courbe directrice. Conditions aux limites De même les conditions aux limites (2.18) montrent que les forces extérieures RA et RB appliquées à l’origine et à l’extrémité du système doivent être dirigées selon les tangentes à la courbe directrice aux points A et B.



Les conditions de compatibilité (2.18) et (2.22) sont à rapprocher des équations de compatibilité (2.24) à (2.27) écrites au chapitre V pour la cohérence de la modélisation des efforts intérieurs par un champ scalaire dans le cas du milieu continu tridimensionnel. Pour des efforts extérieurs donnés satisfaisant (2.19), elles constituent les équations de la courbe directrice pour que l’équilibre soit possible. Efforts extérieurs sur un sous-système Les équations (2.20) déterminent les efforts extérieurs appliqués aux extrémités d’un sous-système quelconque S ′ à partir du champ des efforts intérieurs dans S : ′ ′ on constate que RSA′ et RSB ′ sont respectivement tangents à la courbe directrice en ′ A′ et B ′ et ne dépendent que des positions de ces points. Cela signifie que RSA′ est ′ indépendant du sous-système S ′ dont il est l’origine et que RSB ′ est indépendant du système S ′ dont il est l’extrémité (1) . Ce résultat, évidemment homologue de celui établi au chapitre V pour le milieu continu tridimensionnel, justifie de simplifier les notations en faisant disparaître l’ex′ ′ posant S ′ : RSA′ désormais remplacé par RA′ et RSB ′ par RB ′ . Il traduit la cohérence du modèle et fournit son interprétation physique. D’après l’hypothèse faite au § 2.3, les particules du système n’exercent aucune action à distance les unes sur les autres (cf. (2.2)) ; cela implique que la force extérieure exercée en B ′ sur S ′ ne résulte que de l’action de la particule de S située immédiatement en aval de B ′ , donc dans S − S ′ , sur la particule de S située immédiatement en amont de (1) Noter que pour le milieu unidimensionnel les notions d’origine et d’extrémité sur la courbe directrice orientée et les signes − et + dans les équations (2.20) viennent en substitution du concept de normale extérieure.
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B ′ , donc dans S ′ . Le champ des efforts intérieurs X traduit les actions de contact exercées entre les particules de S . Loi fondamentale de la statique Pour le système S la loi fondamentale de la statique est l’équation (2.20) qui s’impose comme condition de compatibilité des données. Pour un sous-système S ′ , la condition d’équilibre global ∀ S′ ⊆ S



(2.23)



,



[ Fe′ ] = 0 ,



résulte sans difficulté de (2.17) et (2.20).



2.7



Discontinuités du champ d’efforts intérieurs



On a supposé, dans l’établissement des équations d’équilibre au paragraphe 2.5, que le champ d’efforts intérieurs X = X t était continu et continûment différentiable sur AB . On examine maintenant la possibilité pour ce champ d’être continu et continûment différentiable par morceaux . On désigne par Pi , (i = 1 , . . . , n), les points de AB où X est discontinu et l’on reprend le raisonnement du paragraphe 2.5 à partir de la formule (2.15) inchangée, écrite pour le système S . L’intégration par parties de la dernière intégrale de l’équation (2.15) donne maintenant :  ˆ m.v. ,  ∀U     Z    d X (s)  ˆ (s) ds  + f (s)) . U (  ds AB (2.24)  ˆ (sA ) − (X (sB ) − RB ) . U ˆ (sB )  + (X (sA ) + RA ) . U     X   − ˆ  (X (s+ +  i ) − X (si )) . U (si ) = 0 .  i



On en déduit encore les équations (2.17) et (2.18). De plus, cette équation établit la continuité du champ X lorsque les efforts extérieurs sont uniquement constitués de la densité linéique f et des forces concentrées RA et RB . En revanche, si dans la représentation des efforts extérieurs au système on introduit des forces concentrées F i appliquées aux points Pi de AB , c’est-à-dire si Z X ˆ ˆ (s) ds + R . U ˆ (sA ) + R . U ˆ (sB ) + ˆ (si ) , (2.25) P(e) (U ) = Fi .U f (s) . U A B AB



i



le dernier terme de l’équation (2.24) prend la forme (2.26)



X i



− ˆ (X (s+ i ) − X (si ) + F i ) . U (si ) .
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− Posant [[ X (si ) ]] = X (s+ i ) − X (si ) on en déduit l’équation aux discontinui(2) tés pour le champ X en chaque point Pi :



X (s) = X (s) t (s)



(2.27)



[[ X (si ) ]] + F i = 0 Si l’on considère un sous-système S ′ de S , les équations (2.20) qui déterminent les forces extérieures appliquées aux extrémités de S ′ ne sont pas modifiées, sauf si l’extrémité concernée est le point d’application Pi d’une force concentrée F i . Dans ce cas il est essentiel de préciser si la force F i est ou n’est pas appliquée au soussystème considéré, ce qui détermine la valeur de l’effort intérieur X à prendre en compte pour l’application de l’équation (2.20).



2.8



Intégration des équations d’équilibre



Les équations différentielles de champ (2.17) et (2.27) sont évidemment intégrables sur AB avec (2.18) pour conditions aux limites. On détermine ainsi explicitement l’effort intérieur X (s) au point P : (2.28)



X (s) = RB +



Z



f (σ) dσ +



PB



X



Fi



s 
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