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Lois de Poisson-Dirichlet



Contenu. Ce document pr´esente quelques aspects de la loi de Poisson-Dirichlet `a deux param`etres PD(α, θ), telle qu’elle est introduite par Pitman et Yor [14]. Nous exposons tout d’abord la loi et ses domaines d’application (partie 1). Pour un processus de Bessel de dimension 2(1 − α) (0 < α < 1), nous rappelons ensuite que les longueurs des excursions ont pour loi PD(α, 0), que ce soit sur l’intervalle [0, s] ou [0, τs ], o` u τ est l’inverse du temps local (partie 2). Cette description g´eom´etrique des lois de Poisson-Dirichlet est ensuite g´en´eralis´ee au cas ` a deux param`etres, pour lequel est exhib´e un subordinateur de sauts ad´equats (partie 3). Enfin, pour apercevoir la grande ´etendue d’application de ces lois, nous montrons comment PD(0, 1) intervient naturellement en arithm´etique (partie 4).
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Introduction : la loi de Poisson-Dirichlet PD(α, θ) et quelques applications



Dans ce m´emoire, nous nous int´eressons `a certaines distributions d’une suite de variables al´eatoires V = (V1 , . . . , Vn , . . . ) avec X V1 > V2 > · · · > 0 et Vn = 1 p.s. n



L’espace des suites v´erifiant ces deux propri´et´es est appel´e  simplexe .



1. D´efinition et propri´et´es de la loi 1.1. Notion de







size biased sampling 



Soit Vn la proportion d’individus d’esp`ece n dans une population. Alors un individu choisi au hasard aura une probabilit´e Vn d’appartenir `a l’esp`ece n. La d´efinition du  size biased picked  formalise cette id´ee : pour une suite V = (V1 , . . . ) du simplexe, une variable al´eatoire ˜ 1 est dite  size biased picked  si V ˜ 1 = Vn | V) = Vn . P(V D´efinition : la  size biased permutation . Pour V = (V1 , . . . ) une suite du simplexe, une ˜ = (V ˜ 1 , . . . ) du simplexe est dite une  size biased permutation  de V si, pour tous suite V n > 1 et j > 1, ˜ n+1 = Vj | (V ˜ 1, V ˜ 2, . . . , V ˜ n ), V) = 1 P(V ∀i∈J1,nK, On peut d´efinir plus g´en´eralement une







˜i Vj 6=V



Vj . ˜ ˜ n) 1 − (V1 + · · · + V



h-biased permutation  de la fa¸con suivante :



˜ n+1 = Vj | (V ˜ 1, V ˜ 2, . . . , V ˜ n ), V) = 1 P(V ∀i∈J1,nK, P+∞



˜i Vj 6=V



h(Vj ) , P+∞ ˜ k) h(V k=n+1



˜ k ) < +∞ p.s. Cette g´en´eralisation o` u h est une fonction mesurable positive telle que 0 < k=1 h(V est utilis´ee notamment dans [9], pour des fonctions h plus g´en´erales que h(x) = x.



1.2. La loi de Poisson-Dirichlet Soit a > 0 et b > 0. Nous rappelons qu’une variable al´eatoire `a valeurs dans ]0, 1[ est dite de loi β(a, b) si sa densit´e est Γ(a + b) a−1 x (1 − x)b−1 . Γ(a)Γ(b) De plus une variable al´eatoire ` a valeurs dans ]0, +∞[ est dite de loi gamma de param`etre θ si sa densit´e est 1 xθ−1 e−x . Γ(θ) 5
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introduction : la loi de poisson-dirichlet PD(α, θ) et quelques applications



D´efinition : la loi de Poisson-Dirichlet. Soient 0 6 α < 1 et θ > −α. Supposons que selon ˜ 1, Y ˜ 2 , . . . sont ind´ependantes avec Y ˜ n de loi une probabilit´e Pα,θ , des variables al´eatoires Y ˜ β(1 − α, θ + nα). On d´efinit alors la suite V par ˜1 = Y ˜ 1, V



˜ n = (1 − Y ˜ 1 ) . . . (1 − Y ˜ n−1 )Y ˜ n. V



˜ Alors la distribution de Poisson-Dirichlet de Soit V la suite des valeurs d´ecroissantes de V. param`etres α et θ (not´ee PD(α, θ)) est d´efinie comme la distribution de V sous Pα,θ . Cette d´efinition est due ` a Pitman et Yor [14], qui g´en´eralisent deux cas particuliers de lois de Poisson-Dirichlet : • la loi de Kingman PD(0, θ), qui interviendra naturellement dans le paragraphe suivant ; • PD(α, 0), dont Perman a montr´e qu’il s’agit de la loi des longueurs des excursions r´eordonn´ees d’un processus stable. Nous comprendrons mieux dans la partie 3, grˆace au th´eor`eme 5, pourquoi ces deux distributions apparaissent naturellement.



2. Applications diverses Dans la suite du m´emoire, nous ne nous int´eressons qu’aux applications concernant la th´eorie des excursions et la th´eorie des nombres. D’autres domaines o` u PD(α, θ) intervient sont succinctement abord´es ci-apr`es. La majeure partie des applications que nous ´evoquons (les trois premi`eres) concerne en r´ealit´e la distribution PD(0, θ) de Kingman . Pour comprendre pourquoi cette distribution intervient naturellement, nous exposons pour chacun des domaines suivants un exemple. 2.1. D´emographie : le mod`ele de Yule Soit un processus de naissance avec : • initialement aucun individu ; • un taux d’immigration de θ ; • un taux de naissance de 1 par individu. Soit I(t) le nombre total d’habitants au temps t et ξi (t) la taille de la famille du Alors on peut montrer les r´esultats suivants : ( e−t I(t) ∼ γ(θ) (ξ1 (t), ξ2 (t), ξ3 (t), . . . )I(t)−1



t→∞



∼



t→∞



(U1 , U2 (1 − U1 ), U3 (1 − U2 )(1 − U1 ), . . . )



o` u γ(θ) est une variable al´eatoire de loi gamma de param`etre θ et les Ui sont iid de densit´e θ(1 − x)θ sur [0, 1] : les proportions d´ecroissantes des familles tendent vers PD(0, θ). 2.2. Biologie Consid´erons un ´echantillon de n individus appel´es η1 , . . . , ηn et A1 (n) le nombre d’individus de premi`ere esp`ece, A2 (n) le nombre d’individus de seconde esp`ece etc. Une autre fa¸con de d´ecrire l’´echantillon est de le caract´eriser par C1 (n), le nombre d’esp`eces ayant 1 repr´esentant, P C (n), le nombre d’esp` e ces ayant 2 repr´ e sentants, etc ( iC (n) = n). On note aussi K(n) = 2 i P Ci (n) le nombre d’esp`eces dans l’´echantillon.
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On suppose que les esp`eces pr´esentes dans la population suivent une loi PD(α, θ) (ce qui est concevable au vu de l’exemple pr´ec´edent) et que les individus de l’´ echantillon sont tir´es au sort P uniform´ement dans la population. Alors si un vecteur #» a v´erifie iai = n on a la  Pitman sampling formula [11] : #» P( C(n) = #» a , Kn = k) =



a n  Y (1 − α)j−1 j 1 n! (θ + α)(θ + 2α) . . . (θ + (k − 1)α) , (θ + 1)n−1 j! aj ! j=1



o` u xn := x(x + 1) . . . (x + n − 1) est le symbole de Pochhammer. 2.3. Combinatoire Consid´erons le processus suivant, appel´e  Chinese restaurant process  : un individu (1) commence une nouvelle table. Avec probabilit´e θ/(θ + 1), (2) commence une nouvelle table, sinon il va se placer ` a droite de (1). Une fois les r − 1 premiers individus plac´es, (r) commence une nouvelle table avec probabilit´e θ/(θ + r − 1) et se place `a droite d’un des r − 1 premiers individus sinon (avec probabilit´e uniforme). Au placement de n individus on peut associer un ´el´ement du groupe sym´etrique Sn , par sa d´ecomposition en cycles `a supports disjoints. Le cas θ = 1 correspond aux permutations distribu´ees selon la mesure uniforme, pour lesquelles on peut montrer le r´esultat suivant : la suite des longueurs d´ecroissantes des ´el´ements de Sn converge faiblement vers PD(0, 1). Ce r´esultat est analogue au th´eor`eme de Billingsley, d´emontr´e en derni`ere partie, relatif aux diviseurs premiers d’un entier al´eatoire. Cependant il est difficile de voir le lien explicite entre ces objets de nature diff´erente (la d´ecomposition en facteurs premiers et la d´ecomposition en cycles `a support disjoints), mˆeme si une structure commune est donn´ee dans [1]. 2.4. Th´eorie des nombres Des liens ´etroits et inattendus entre excursions P browniennes et th´eorie des nombres sont ´evoqu´es par Biane, Pitman et Yor [4]. Soit ζ(s) = 1/ns ( 1) la fonction zeta de Riemann. Parmi les r´esultats surprenants, si on note (bu , 1 6 u 6 1) un pont brownien et r   2 Y= max bu − min bu , 06u61 π 06u61 alors on a E(Ys ) = 2ξ(s), o` u ξ est d´efinie par ξ(s) = 1/2 s(s − 1)π −s/2 Γ(s/2)ζ(s) pour 0 et ξ(1 − s) = ξ(s). Remarquons qu’il existe beaucoup d’autres variables al´eatoires d´efinies `a partir de processus de Bessel ayant la loi de Y. L’´equation ξ(1 − s) = ξ(s) permet de voir que pour toute fonction g positive mesurable on a E(g(1/Y)) = E(Yg(Y)), ˜ obtenue par  size biased sampling  `a donc la distribution de 1/Y est la mˆeme que celle de Y, partir de Y. Ceci sugg`ere une analogie avec l’´etude des lois de Poisson-Dirichlet et sugg`ere tr`es partiellement pourquoi ces lois apparaissent en arithm´etique. Faute de lien plus apparent, nous pr´ef´erons exposer une d´emonstration du th´eor`eme de Billingsley en derni`ere partie : on y comprend mieux pourquoi le  size biased sampling  et PD(0, 1) interviennent. L’id´eal serait de trouver une nouvelle d´emonstration de ce th´eor`eme fond´ee uniquement sur les propri´et´es de  size biased  sampling de la fonction ξ.
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introduction : la loi de poisson-dirichlet PD(α, θ) et quelques applications



2.5. Excursions de processus stables Il s’agit du propos des deux parties suivantes. . . Nous y constatons que les longueurs d´ecroissantes et normalis´ees des excursions de processus α-stables sont de loi PD(α, 0).



Longueurs des excursions des processus stables



Dans toute cette partie, nous consid´erons (τs , s > 0) un subordinateur α-stable, par exemple l’inverse du temps local d’un processus de Bessel (Bt , t > 0) (dont on consid`ere la version continue) de dimension 2(1 − α) (0 < α < 1). Commen¸cons par les simples remarques suivantes, `a propos des excursions de (Bs , 0 6 s 6 1) de longueur > 0 : • elles sont d´enombrables, car pour tout n ∈ N∗ on a clairement un nombre fini d’excursions ˜ = {V˜1 , V˜2 , . . . } les longueurs de longueur sup´erieure ou ´egale a` 1/n. Notons ainsi V des excursions. Comme leur somme est finie (inf´erieure ou ´egale `a un), il existe une ˜ telle que V1 > V2 > . . . De plus, comme la longueur d’une excursion permutation V des V correspond ` a un saut de l’inverse du temps local, la probabilit´e que deux excursions aient la mˆeme longueur est nulle. Dans la suite on notera donc V1 > V2 > . . . • la somme de leurs longueurs est ´egale `a 1. L’ensemble Z des z´eros du processus de Bessel est de mesure de Lebesgue presque sˆ urement nulle, comme le montre le th´eor`eme de Fubini : Z 1  Z 1 Z 1 E(µ(Z)) = E P(Bt = 0)dt = 0. E(1Bt =0 )dt = 1Bt =0 dt = 0



0



0



De plus, comme P a tout point de [0, 1] ` peut associer une excursion de longueur > 0 ou Pon ∞ ∞ un z´ero, µ(Z) + i=1 Vi = 1, donc i=1 Vi = 1.



La suite de cette partie est organis´ee de la fa¸con suivante.



1. Nous montrons tout d’abord l’´egalit´e en loi de V(t)/t et V(τs )/τs . De plus nous montrons que dans le cas d’un temps t fixe, la derni`ere longueur d’excursion peut ˆetre choisie par  size biased sampling . 2. Nous donnons ensuite une formulation math´ematique `a l’id´ee naturelle suivante :  le subordinateur ´etant ` a accroissements ind´ependants, ´etant donn´e V(τs ), tous les ordres possibles des excursions sont ´equiprobables . 3. Enfin l’identit´e V(T)/T ∼ Vt /t est ´etendue `a toute une classe de temps T. Ces parties sont directement inspir´ees de Pitman et Yor, respectivement de [12] pour les deux premi`eres et de [13] pour la derni`ere.



´ 1. Egalit´ e en loi de Vτs /τs et Vt /t Tout d’abord, remarquons que par propri´et´e de scaling des processus α-stables (pour a > 0 fix´e (τs , s > 0) ∼ (aτs/aα , s > 0)), nous avons le r´esultat suivant.
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longueurs des excursions des processus stables



Proposition. Pour tous s > 0 et t > 0 (



Vt t Vτt τt



∼ ∼



Vs s Vτs τs



D´emonstration. p Par propri´et´e de scaling, on a (Bu , 0 6 ut 6 t) ∼ t/s(B st u , 0 6 u 6 t). Ainsi, comme Vt et s Vs sont une mˆeme fonction de ces deux processus, on a Vt ∼ t s Vs . Pour la seconde in´egalit´e, nous passons cette foisci par la stabilit´e de τ , inverse du temps local. Nous avons (τu , u ∈ [0, s]) ∼ (aτu/aα , u ∈ [0, s]). Ainsi les sauts aussi ont mˆeme loi, ({∆τu , u ∈ [0, s]}, τs ) ∼ ({∆aτu/aα , u ∈ [0, s]}, aτs/aα ), donc



.



τ τs



τs/aα



{∆τu , u ∈ [0, s]}/τs ∼ {∆τu/aα , u ∈ [0, s]}/τs/aα .



u Comme les ´el´ements de Vτs sont les mˆemes que ceux 0 s s/aα de (∆τu , u ∈ [0, s]), ceci signifie exactement Vτs /τs ∼ Vτs/aα /τs/aα : la loi de Vτs /τs est ind´ependante de s. Paul L´evy a montr´e que le temps pass´e par un brownien standard dans [0, +∞[ suit la loi de l’arcsinus, pour un intervalle fixe [0, t] mais aussi pour un intervalle compris entre deux z´eros, de type [0, τs ]. Cette loi identique, malgr´e le comportement radicalement diff´erent au bout de l’intervalle (Bt est non nul p.s. alors que Bτs est nul p.s.), est remarquable et pas n´ecessairement intuitive. Le mˆeme type de r´esultat est ´egalement valable dans notre cas : Vt /t ∼ Vτs /τs . De mˆeme que pour la proposition pr´ec´edente, ceci est une cons´equence de la stabilit´e de τ , mais nettement moins imm´ediate. De plus, pour t fixe, nous allons voir que le dernier intervalle peut ˆetre choisi par  size biased sampling . Pour montrer ces r´esultats, nous aurons d’abord besoin des deux lemmes suivants. Le premier est une d´efinition tr`es visuelle du temps local, il montre que les longueurs des excursions suffisent ` a le d´efinir. Quant au second, il lie la loi d’une mesure ponctuelle de Poisson `a la loi de la mˆeme mesure ` a laquelle on enl`eve un point. Lemme : temps local et longueurs des excursions. Soit τs un subordinateur, de mesure de Levy Λ(dx), associ´e au temps local St d’un processus B. Soient V1 , V2 , . . . les longueurs des excursions de B sur [0, t]. Alors ps |i : Vi > ε| St = lim . τ ε→0 Λ(ε, ∞) D´emonstration. Remarquons que les accroissements de τ sont les ´el´ements d’un processus ponctuel de Poisson d’intensit´e Λ. Il suffit donc de montrer que pour N un tel processus on a NSt (ε, ∞)/Λ(ε, ∞) → St p.s. pour ε → 0. Commen¸cons donc par prouver que



t



Nt (ε, ∞) → t ps. Λ(ε, ∞) ε→0 Pour k ∈ N∗ , soit εk l’unique r´eel > 0 tel que Λ(εk , +∞) = k ; alors les variables al´eatoires



0



St



u
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N(εk+1 , εk ) sont ind´ependantes de mˆeme loi (de Poisson), donc d’apr`es la loi des grands nombres Nt (εk )/Λ(εk , ∞) → t p.s. pour k → ∞. Comme, pour εk+1 < ε < εk , on a Nt (εk , ∞)/Λ(εk+1 , ∞) < Nt (ε, ∞)/Λ(ε, ∞) < Nt (εk+1 , ∞)/Λ(εk , ∞), on a Nt (ε, ∞)/Λ(ε, ∞) → t p.s. Il existe donc un ensemble Ω de probabilit´e 1 tel que pour ω ∈ Ω et t ∈ Q Nt (ε, ∞)/Λ(ε, ∞) → t. Pour ω ∈ Ω et t remplac´e par St , le r´esultat demeure valable, par monotonie de Nt (ε, ∞)/Λ(ε, ∞) en t. Lemme :







Poisson sampling . Soient :



• Q la loi d’un processus ponctuel de Poisson de mesure de L´evy Λ ;



• f (x, n) une fonction mesurable d’un point x ∈ R et d’une mesure de comptage n ∈ Ω∗ ;



• X un point al´eatoire de R et N− une mesure de comptage al´eatoire sur R, d´efinis conjointement sur un mˆeme espace de probabilit´e (Ω, F , P) ; • N = N− + δX la mesure de comptage obtenue en ajoutant le point X ` a N− . Alors on a l’´equivalence



P(X ∈ dx, N ∈ dn) = f (x, n)n(dx)Q(dn) ⇔ P(X ∈ dx, N− ∈ dn) = f (x, n + δx )Λ(dx)Q(dn). D´emonstration. Si on nomme Qx la distribution de N + δx , o` u N est un processus ponctuel de Poisson d’intensit´e Λ, alors la seconde ´egalit´e ´equivaut `a P(x ∈ dx, N ∈ dn) = f (x, n)Λ(dx)Qx (dn). Il suffit donc de montrer que Qx (dn) n(dx) = . Q(dn) Λ(dx) Cette relation r´esulte de la notion de distribution de Palm, mais nous pouvons en donner au moins l’intuition. Si x n’est pas dans l’image de n, la relation est ´evidente : Qx (dn) = Q(N+δx ∈ dn) = 0. Sinon, comme les points d’une mesure al´eatoire de Poisson sont ind´ependants, on peut donner l’intuition du r´esultat en ´ecrivant, pour x ∈ Im(n), Q(dn) = Q(δ[x,x+dx] + d(n − δx )) = Λ(dx)Qx (dn), ce qui est le r´esultat souhait´e (pour une explication rigoureuse des distributions de Palm, on pourra consulter [2] chapitre 2.2). Th´eor`eme 1. Avec la notation Vt /t = {V1 , V2 , . . . }, on a les r´esultats suivants. 1.



Vt t



∼



Vτs τs



, pour tous s > 0, t > 0.



2. Soit it l’indice tel que t − Vit soit le dernier z´ero de B avant t. Alors, conditionnement ` a Vt , it est choisi par  size biased sampling  : P(it = n | Vt ) = Vn . D´emonstration. Remarquons tout d’abord, d’apr`es le premier lemme, que le temps local en t est une fonction (appel´ee Loc) de Vt : St = Loc(Vt ) p.s. Par d´efinition de Loc, on a de plus Loc(VT /X) = ST /Xα p.s., pour tous temps al´eatoires T et X, puisque cette relation est v´erifi´ee `a ω fix´e presque sˆ urement. Ainsi a-t-on les ´equivalences : Vt t



∼



Vτs τs



⇐



(



Vt t 1/α , 1/α ) St St



V



τs τs , s1/α ) ∼ ( s1/α



⇐



Vt 1/α St



⇓ ( Vtt , Loc( Vtt )) ∼ (



∼



Vτs s1/α



⇑ Vτs τs



, Loc(



Vτs τs



)) ⇒ ( Vtt , tSαt ) ∼ (



Vτs τs



, τsα ) ⇒ ( Vt , t s



1/α St



t



)∼(



Vτs τs



1/α



, s τs )
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longueurs des excursions des processus stables 1/α



Pour montrer (1), il nous suffit donc de montrer que Vt /St ∼ Vτs s1/α . Or Vτs /s1/α est la suite d´ecroissante des ´el´ements d’un processus ponctuel de Poisson d’intensit´e Λ. Ainsi, si on d´efinit N par 1/α Nt (B) = |{i : Vi (t)/St } ∈ B|, pour tout bor´elien B, il suffit de montrer que N est un processus ponctuel de Poisson d’in1/α tensit´e Λ.RDe plus, si on note Xt = Vit /St , (2) est alors ´equivalent `a P(Xt ∈ dx | Nt ) = xNt (dx)/ yNt (dy). En r´esum´e, pour montrer les deux assertions de notre th´eor`eme, il suffit d’avoir x n(dx) Q(dn), P(Xt ∈ dx, Nt ∈ dn) = R y n(dx) o` u Q est la loi d’un processus ponctuel de Poisson d’intensit´e Λ. D’apr`es le deuxi`eme lemme, il nous suffit mˆeme de montrer que P(Xt ∈ dx, N− t ∈ dn) =



x n(dx) R Q(dn), x + y Λ(dx)



esultat, il faut regarder le processus M (d´efini par Ms = τs − o` u N− t = Nt −δXt . Pour montrer ce r´ τs− ) et conditionner selon St et Yt , longueur de l’excursion traversant t. Plus pr´ecis´ement, M est un processus ponctuel de Poisson d’intensit´e Λ(dx)ds. Comme (St , Yt ) est l’unique point (s, y) v´erifiant τs− < t 6 τs− + y, on a P(St ∈ ds, Yt ∈ dy, M ∈ dm) = 1τs− 0) et τs , il existe d’autres variables al´eatoires T telles que VT Vt ∼ ∼ PD(α, 0). T t Nous rappelons ainsi le r´esultat de Pitman et Yor [13], qui donnent une large classe de temps T v´erifiant la relation pr´ec´edente. Le temps T est alors appel´e  admissible . Th´eor`eme 4. Soit cn > 0 avec



P



n cn



At =



< ∞. Soit



X



1/α



cn Vn (t) + c St



,



n



et αu = inf{t : At > u}. Alors αu est un temps admissible. La d´emonstration de ce th´eor`eme commence par deux remarques. • Si une suite de temps admissibles converge en probabilit´e vers un temps T, alors T est admissible. 1/α



• St s’´ecrit, d’apr`es la premi`ere repr´esentation de la partie suivante, comme une limite en Vn pour n → ∞. Grˆace a ` ces deux remarques, il suffit de montrer le r´esultat pour une somme finie : At = Pk emonstration repose ensuite sur une formule d’absolue continuit´e trouv´ee n=1 cn Vn (t). La d´ entre V(α1 )/α1 et V1 . Remarque. Ce th´eor`eme montre que τs est admissible, mais pas seulement. Par exemple, comme cons´equence de ce th´eor`eme, les temps Hm := inf{t, Vm (t) > 1} sont admissibles. Ceci n’est pas vraiment intuitif puisque pour H1 par exemple la plus longue excursion apparaˆıt en dernier.



Lois de Poisson-Dirichlet : quelques repr´esentations



1. PD(α, 0) : la loi des excursions 1.1. Vτs /τs a pour loi PD(α, 0) Soit τ un subordinateur, de mesure de L´evy Λ v´erifiant les conditions Z 1 xΛ(dx) < ∞. Λ(0, ∞) = ∞, ∆(1, ∞) < ∞, 0



On peut alors ordonner les sauts de τ sur (0, 1) : ∆τ1 > ∆τ2 > . . . Conform´ement aux ˜ une  size biased permutation  de notations des parties pr´ec´edentes, posons Vi = ∆τi /τ1 , V P∞ ˜ ˜ k V et ∆τ la permutation de ∆τ associ´ee. On d´efinit alors, pour tout n > 1, Tn = k=n+1 ∆τ (0 < Tn < ∞ p.s.) et Un = Tn /Tn−1 . Ainsi ˜ n = U1 . . . Un−1 (1 − Un ) ps. V Pour montrer que la loi des sauts de τ ordonn´es est PD(α, 0), il nous suffit donc de montrer que les Un sont ind´ependants de loi β(nα, 1 − α). Il s’agit pr´ecis´ement d’une partie du th´eor`eme suivant, dˆ u `a Perman, Pitman et Yor [12], qui explique pourquoi les distributions PD(α, 0) et PD(0, θ) apparaissent naturellement. Nous aurons pr´ealablement besoin du lemme suivant. Lemme. Supposons T = τ1 de densit´e f , Λ(dx) = ρ(x)dx et notons Θ(x) = xρ(x). Alors la suite (T, T1 , T2 , . . . ) est une chaˆıne de Markov de probabilit´e de transition stationnaire P(T1 ∈ dt1 | T = t) =



Θ(t − t1 ) f (t1 ) dt1 . t f (t)



Les densit´es de (T, T1 , T2 ), puis (T, U1 , U2 ) et (T2 , U1 , U2 ) sont donc respectivement (on note u = 1 − u)  Θ(t−t1 ) Θ(t1 −t2 ) f (t2 )   f (t, t1 , t2 ) = t t1 g(t, u1 , u2 ) = Θ(u1t)Θ(u1 u2 t)f .  (u1u2 t)  1  h(t , u , u ) = Θ u1 t2 Θ u2 t2 f (t ) 2



1



2



u1 u2



u1 u2



u2



2



De plus, on a des formules analogues pour les densit´es n+1-dimensionnelles de (T, T1 , . . . , Tn ), (T, U1 , . . . , Un ) et (Tn , U1 , . . . , Un ).



D´emonstration. Soit ∆τ − la mesure ponctuelle de poisson associ´ee aux sauts de τ , `a laquelle ˜ 1 . Soit B un sous-ensemble mesurable du simplexe. Alors on enl`eve ∆τ ˜ 1 ∈ dx, T1 ∈ dt1 , ∆τ − ∈ B) P(∆τ



˜ 1 ∈ dx | ∃∆τi ∈ dx)P(T1 ∈ dt1 , ∆τ − ∈ B | ∃∆τi ∈ dx, ∆τ ˜ 1 ∈ dx) = P(∃∆τi ∈ dx)P(∆τ



˜ 1 ∈ dx | ∃∆τi ∈ dx) = x/(x+t1 ) par  size biased sampling . Or P(∃∆τi ∈ dx) = ρ(x)dx, P(∆τ Enfin, comme les r´epartitions des points d’une mesure al´eatoire de Poisson dans et en dehors 17
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lois de poisson-dirichlet : quelques repr´ esentations



˜ 1 ∈ dx) = d’un voisinage de x sont ind´ependants, on a P(T1 ∈ dt1 , ∆τ − ∈ B | ∃∆τi ∈ dx, ∆τ P(T ∈ dt1 , ∆τ ∈ B). Ainsi ˜ 1 ∈ dx, T1 ∈ dt1 , ∆τ − ∈ B) = ρ(x)dx P(∆τ



x P(T ∈ dt1 , ∆τ ∈ B). x + t1



(1)



Cette relation montre que la loi de ∆τ − sachant T et T1 = t1 est ´egale `a la loi de ∆τ sachant T = t1 . De plus, ´etant donn´e ∆τ − , la suite (Tn )n>2 est obtenue par la mˆeme proc´edure que (Tn )n>1 ` a partir de ∆τ ( size biased sampling ). Ainsi la distribution conditionnelle de (Tn )n>2 sachant T et T1 = t1 est la mˆeme que celle de (Tn )n>1 sachant T = t1 : il s’agit de la propri´et´e de Markov recherch´ee. La relation (1) implique de plus que l’on a bien la formule annonc´ee pour P(T1 ∈ dt1 | T = t), puis les trois densit´es par conditionnement et utilisation de la propri´et´e de Markov, puis par changement de variable. Remarque. On aurait un lemme tout `a fait similaire dans le cas plus g´en´eral de sampling .







h-biased



Th´eor`eme 5. Avec les notations pr´ec´edentes, on a les r´esultats suivants. 1. Les variables al´eatoires τ1 et U1 sont ind´ependantes si et seulement si T a pour densit´e 1 θ θ−1 −λt λ t e , f (t) = Γ(θ) pour λ > 0 et θ > 0 (densit´e  gamma ). Alors τ1 et les Un sont ind´ependants et les Un sont de loi β(1, θ) : la distribution de V est PD(0, θ). ˜ 1 et U1 sont ind´ependantes si et seulement si τ1 2. Les variables al´eatoires τ1 − ∆τ est de distribution stable d’indice 0 < α < 1 :  α E e−λτ1 = e−cλ ,



˜ n , U1 , U2 , . . . , Un pour c > 0. Alors pour tout n les variables al´eatoires τ1 − ∆τ sont ind´ependantes et Un est de loi β(1 − α, nα) : la distribution de V est PD(α, 0).



D´emonstration. (1) Si T poss`ede la densit´e gamma, alors d’apr`es le lemme g(t, u1 , u2 ) se factorise apr`es calcul en s(t)(θuθ−1 )(θuθ−1 ), donc T, U1 et U2 sont ind´ependants, avec U1 et U2 1 2 de distribution β(θ, 1). Le mˆeme type de factorisation existe pour la densit´e de (T, U1 , . . . , Un ). R´eciproquement, si T et U1 sont ind´ependants, alors d’apr`es le lemme on doit pouvoir ´ecrire g(t, u1 ) = Θ(u1 t)f (u1 t) = φ(u1 )f (t). Mais alors g(t, u1 , u2 ) = Θ(u1 t)Θ(u1 u2 t)f (u1 u2 t) = Θ(u1 t)φ(u2 )f (u1 t) = φ(u1 )φ(u2 )f (t) etc. Ceci montre que T et tous les Ui sont ind´ependants. Pour montrer que T est alors de loi gamma, utilisons le crit`ere de Lukacs, montr´e en annexe :  si X et Y sont des variables al´ eatoires ind´ependantes positives non constantes et si X + Y est ind´ependant de X/(X + Y), alors X et Y sont de loi gamma de mˆeme facteur d’´echelle . Prenons ici X = τ1/2 et Y = τ1 − τ1/2 (ind´ependants car τ est un subordinateur). Si In indique ˜ n a lieu avant 1/2, alors les In sont deux `a deux ind´ependants de loi de Bernoulli(1/2). que ∆τ P De plus X/(X + Y) = n In U1 . . . Un , donc X/(X + Y) est ind´ependant de T = X + Y ; le crit`ere de Lukacs s’applique donc. (2) Si T est de distribution stable alors Θ(x) = Kx−α pour une certaine constante K, donc la fonction h du lemme se factorise : pour tout n, Tn , U1 , . . . , Un sont ind´ependants.



universit´ e paris 6



19



R´eciproquement, si U1 et T1 sont ind´ependants alors on doit avoir une factorisation du type 1/u1 Θ(u1 t1 /u1 )f (t1 ) = f1 (t1 )φ(u1 ) pour certaines densit´es f1 et φ. ceci impose Θ(tx) = s(t)u(x) pour des fonctions mesurables positives s et u, donc Θ(x) = Kx−α , pour une constante positive K et un 0 < α < 1 (pour satisfaire les conditions d’int´egrabilit´e de Λ). Remarque. Maintenant que nous savons que la loi de Vτs /τs est PD(α, 0), nous pouvons en d´eduire des ´equations fonctionnelles sur la loi de PD(α, 0). En effet, pour deux suites d´ecroissantes u et v, notons R´eord(u, v) (pour  r´eordonnement ) la suite d´ecroissante telle que les ´el´ements de u et v en forment une partition. Soient s1 > 0 et s2 > 0. Pour un processus de Bessel de dimension 2(1 − α), les longueurs d´ecroissantes des excursions jusqu’` a τs1 +s2 est alors le r´eordonnement de ces longueurs sur les intervalles (0, τs1 ) et (τs1 , τs1 +s2 − τs1 ). Comme τ est `a accroissements ind´ependants, les longueurs sur ces deux intervalles sont ind´ependantes. Comme de plus ces longueurs normalis´ees ont la mˆeme loi PD(α, 0), ind´ependante de s1 et s2 , on en d´eduit l’´equation fonctionnelle suivante pour la loi PD(α, 0). Soient des variables al´eatoires ind´ependantes P, P1 , P2 de loi PD(α, 0), τu α de loi E(e−λτu ) = e−uλ ; alors R´eord(τs1 P1 , τs2 P2 ) ∼ (τs1 + τs2 )P. Je ne sais pas si cette ´equation fonctionnelle est suffisante pour caract´eriser la loi de PoissonDirichlet PD(α, 0). Cette relation est difficilement exploitable pour ´etudier la loi des ´el´ements de P, except´e pour le plus grand ´el´ement M : max{τs1 M1 , τs2 M2 } ∼ (τs1 + τs2 )M. Ici aussi, cette ´equation fonctionnelle caract´erise peut-ˆetre la loi de M. 1.2. Autres repr´esentations de la loi PD(α, 0) Premi`ere repr´esentation. Soit V de distribution PD(α, 0), pour 0 < α < 1. Alors : 1. on peut ´ecrire Xn −1/α , Vn = P∞ −1/α m=1 Xm



o` u Xn = ε1 + · · · + εn , avec les εi ind´ependantes de loi exponentielle standard. 2. la limite lim nVnα existe presque sˆ urement. n→∞



D´emonstration. Nous savons que Vτ1 /τ1 est de loi PD(α, 0) pour un subordinateur α-stable, de mesure de Levy Λα [x, ∞[= Cx−α . Il nous suffit donc de montrer les assertions dans le cas o` u V = Vτ1 /τ1 . On sait que (τ1 Vn , n > 0) sont les points d’une mesure ponctuelle de Poisson d’intensit´e Λα (dx) sur ]0, ∞[. Ainsi Xn := C(τ1 Vn )−α sont les points d’une mesure ponctuelle de Poisson d’intensit´e dx sur ]0, ∞[, par simple changement de variable. Les εn = Xn − Xn−1 sont donc des variables exponentielles standard ind´ependantes, ce qui prouve 1. P De plus, Cτ1−α (nVnα )−1 = ni=1 εi /n converge vers 1 p.s. par la loi des grands nombres, donc nVnα → Cτ1−α , ce qui prouve 2. n→∞



Seconde repr´esentation. Soit V de distribution PD(α, 0), pour 0 < α < 1. Soit Rn = Vn+1 /Vn . Alors Rn est de distribution β(nα, 1) et les Ri sont ind´ependants.
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lois de poisson-dirichlet : quelques repr´ esentations



D´emonstration. En utilisant la premi`ere repr´esentation la preuve est ´el´ementaire : on a Rn = (Xn /Xn+1 )1/α . Il suffit donc de montrer que si les Xi sont les instants de sauts d’un processus de Poisson homog`ene, alors les Xn /Xn+1 sont ind´ependants de loi β(n, 1), ce qui est ´el´ementaire. Remarque. Comme cons´equence imm´ediate on a la repr´esentation suivante : si les Rn sont deux `a deux ind´ependants et de loi β(nα, 1), alors en posant  V1 = 1+R1 +R1 R21+R1 R2 R3 +... , Vn+1 = V1 R1 R2 . . . Rn V a pour loi PD(α, 0).



2. Formule d’absolue continuit´e entre PD(α, 0) et PD(α, θ). Nous connaissons d´esormais plusieurs fa¸cons de calculer la loi PD(α, 0) et nous pouvons en d´eduire la densit´e de PD(α, θ) grˆ ace au th´eor`eme suivant, donn´e sans d´emonstration, qui est une cons´equence directe du corollaire 3.15 de [9]. Th´eor`eme 6 : absolue continuit´e entre PD(α, 0) et PD(α, θ).Si τ est un subordinateur stable de param`etre α et V de loi PD(α, θ), alors pour toute fonction mesurable positive f    Vτ 1 1 f , Eα,θ (f (V)) = K Eα,0 τ1 τ1θ o` u K = cθ/α Γ(θ + 1)Γ(1 − α)θ/α /Γ(θ/α + 1). Pour avoir la densit´e k-dimensionnelle de PD(α, θ), il suffit donc de connaˆıtre la loi jointe de (τ1 , V1 , . . . , Vk ) pour un subordinateur α-stable. La formule de Perman pr´esent´ee en paragraphe 4, permet d’avoir ce r´esultat. Ces lois fini-dimensionnelles sont pr´esent´ees dans [14].



3. Processus associ´e `a PD(α, θ) De mˆeme que PD(α, 0) correspond `a la loi des longueurs des excursions r´eordonn´ees d’un subordinateur α-stable, on peut se demander s’il n’existe pas une telle repr´esentation pour la loi PD(α, θ). La r´eponse est oui et on peut construire explicitement un tel subordinateur comme le montre le th´eor`eme suivant, prouv´e dans [14]. Th´eor`eme 7. Soit 0 < α < 1 et c > 0. Soit (τs )s>0 un subordinateur de mesure de L´evy cαx−α−1 e−x dx. Ind´ependamment de τ , soit γ un gamma-subordinateur (de mesure de L´evy x−1 e−x dx). Alors la suite ordonn´ee/normalis´ee des longueurs des excursions de τ prises jusqu’au temps al´eatoire sα,θ = γ(θ/α)/(cΓ(1 − α)) a pour loi PD(α, θ). De plus, elle est ind´ependante de la variable al´eatoire T = τsα,θ , qui est de loi γ(θ). La d´emonstration de ce th´eor`eme provient fondamentalement de la remarque suivante. Soit α K = cΓ(1 − α) et σs un subordinateur α-stable avec E(e−λσs ) = e−Ksλ . La mesure de L´evy de
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τ a pour densit´e e−x par rapport ` a celle de σ, donc pour toute fonctionnelle positive mesurable F E(F(τt , 0 6 t 6 s)) = eKs E(F(σt , 0 6 t 6 s)e−σs ). Grˆace `a cette formule on passe de la loi de τ `a celle d’un subordinateur α-stable, puis avec la formule d’absolue continuit´e on a le lien avec PD(α, θ). Remarque. Contrairement ` a la formule d’absolue continuit´e, on a bien ici des limites lorsque α → 0 pour θ fix´e (en prenant c = 1/α). On retrouve alors bien la distribution de Kingman : la mesure de L´evy de τ tend vers x−1 e−x dx et sα,θ vers θ par la loi des grands nombres.



4. Lois finidimensionnelles : la formule de Perman Soit V la suite d´ecroissante normalis´ee (pour que la somme fasse 1) des sauts d’un subordinateur τ de mesure de L´evy admettant une densit´e h(x)dx. On note dans la suite v n = 1 − (v1 + · · · + vn−1 ). Th´eor`eme 8 : la formule de Perman [8]. Avec les notations pr´ec´edentes, pour tout n > 2, (τ1 , V1 , . . . , Vn ) admet pour densit´e   tn−1 vn , p1 tv n , pn (t, v1 , . . . , vn ) = h(tv1 ) . . . h(tvn−1 ) vn vn o` u p1 v´erifie de plus l’´equation int´egrale (pour t > 0 et 0 < u < 1) p1 (t, v) = t h(tv)



Z



v/(1−v)∧1 0



p1 (t(1 − v), u)du.



La preuve de ce th´eor`eme repose sur le fait suivant : si on consid`ere le subordinateur τ 0 d´efini comme τ auquel on enl`eve les n plus grands sauts, alors la loi de τ 0 conditionnellement `a (V1 , . . . , Vn ) est celle d’un subordinateur de mesure de L´evy celle de τ restreinte `a (0, Vn ). Ceci r´esulte des propri´et´es d’ind´ependance des processus ponctuels de Poisson et donne facilement la premi`ere ´equation. Pour obtenir l’´equation fonctionnelle de p1 , il suffit de constater que c’est la premi`ere marginale de p2 , pour laquelle on utilise la formule pr´ec´edente. Remarque. On voit facilement que l’´equation int´egrale de Perman pour p1 d´etermine cette fonction de mani`ere unique, en se restreignant successivement aux cas o` u v ∈]1/2, 1[, v ∈ ]1/3, 1/2], v ∈]1/4, 1/3] etc.



Le th´eor`eme de Billingsley



´ 1. Enonc´ e Pour un entier m, on note : • #» p k (m) le vecteur des k plus grands facteurs premiers distincts de m, p1 > · · · > pk (avec certains termes ´eventuellement ´egaux `a 1 si m a moins de k facteurs premiers distincts) ; • #» q k (m) le vecteur des k plus grands facteurs premiers (´eventuellement r´ep´et´es) de m, q1 > · · · > k(avec certains termes ´eventuellement ´egaux `a 1 si m a moins de k facteurs premiers) ; #» • P k (m) = (log p1 (m)/ log m, . . . , log pk (m)/ log m) ; #» • Q k (m) = (log q1 (m)/ log m, . . . , log qk (m)/ log m). Voici l’´enonc´e du th´eor`eme tel qu’il est propos´e par Billingsley [5]. #» = log m/ log #» Th´eor`eme 9. Soit k ∈ N∗ fix´e. Pour m ∈ N∗ , notons m p k (m). Alors, il k existe une mesure µ sur [0, 1] telle que pour tout bor´elien B de [0, 1]k 1 #» ∈ B}| → µ(B). |{m ∈ J1, nK : m n→∞ n De plus, la mesure µ poss`ede une densit´e d´efinie comme suit. R Qv Pv u Uv = {1 < t1 < · · · < tv < x : i=1 1/ti < 1}. • Soit Hv (x) = Uv i=1 dti /ti , o`



• Alors la marginale de µ restreinte ` a la premi`ere coordonn´ee a pour densit´e P∞ f (x) = x−1 v=0 (−1)v Hv (x − 1). • La mesure µ a alors pour densit´e f (x1 , . . . , xk ) =



k X 1 1− x i=1 i



!



k Y 1 x i=1 i



! "



f xk



k X 1 1− x i=1 i



!#



.



Remarque. Grˆace au th´eor`eme de Perman pr´ec´edemment vu, apr`es quelques calculs on reconnaˆıt pour les 1/xi la loi PD(0, 1). Le th´eor`eme de Billingsley peut donc s’´enoncer comme suit. La loi Pn d´efinie par Pn (B) = PD(0, 1).



1 n |{m



#» ∈ J1, nK : P k (m) ∈ B}| converge faiblement vers



La d´emonstration originelle de Billingsley repose P sur des comparaisons s´erie-int´egrale et n’utilise que la propri´et´e arithm´etique suivante : p∈P∩J1,nK 1/p = log log n + c + o(1). Nous lui pr´ef´erons ici la d´emonstration suivante, due `a Donnelly et Grimmett [6], plus probabiliste et qui fait apparaˆıtre la notion de  size biased sampling . De plus elle n’utilise 23
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le th´ eor` eme de billingsley



que la relation arithm´etique montrer que la pr´ec´edente.



P



p∈P∩J1,nK log p/p



= log n + O(1), l´eg`erement moins difficile `a



2. D´emonstration de Donnelly et Grimmett P Soit N(n) = p∈P pγp,n un entier choisi uniform´ement dans J1, nK. On pose M(n) = p γp,n le nombre de facteurs premiers de N(n) (compt´es avec multiplicit´e). Soit ensuite (˜ qi (n))16i6M(n) une  h-biased permutation  de la suite des facteurs premiers q1 (n) > · · · > qM(n) (n) de N(n), avec la fonction h(x) = log x :  γqi (n),n log qi (n)  P(˜ q1 (n) = qi (n)) = log N(n) Q



 P(˜ ql (n) = qi (n) | N(n), q˜1 (n), . . . , q˜l−1 (n)) =



γqk



log qi (n) log Rl (n)



i (n),n



k o` u γp,n = max{0, γp,n − |i < k : qi (n) = p|} et Rl (n) = N(n)/(˜ q1 (n) . . . q˜l−1 (n)). On pose de plus ( log q˜i (n) si 1 6 i 6 M(n) log Ri (n) Bi (n) = 0 si i > M(n) #» Dans la suite, on ´ecrira  B(n)  pour les k premi`eres coordonn´ees B1 , . . . , Bk , o` u k est sp´ecifi´e par le contexte. On a alors la proposition centrale suivante.



#» Proposition. Pour tout k ∈ N∗ , le vecteur B(n) converge faiblement vers la mesure de Lek besgue sur [0, 1] . Avant de montrer cette proposition, voyons pourquoi il implique la convergence faible de #» #» Qk (N(n)) vers la loi PD(0, 1). Supposons son r´esultat juste et consid´erons le vecteur C(n) d´efini par ( log q˜i (n) si 1 6 i 6 M(n) log N(n) Ci (n) = 0 si i > M(n) Alors on peut v´erifier facilement que C1 (n) = B1 (n), C2 (n) = (1 − B1 (n))B2 (n), C3 (n) = (1 − B1 (n))(1 − B2 (n))B3 (n) . . . #» #» Comme la loi de B(n) tend vers une loi uniforme, celle de C(n) tend vers l’image de cette loi par l’application pr´ec´edente, c’est-`a-dire exactement la loi GEM de param`etre 1. On en #» #» d´eduit que la loi de Qk (N(n)), qui n’est rien d’autre que le r´eordonnement de C(n), tend vers l’image de GEM par r´eordonnement, c’est `a dire PD(0, 1) par d´efinition. On peut donc ´enoncer le r´esultat suivant. Th´eor`eme 10. Soit k ∈ N∗ et N(n) un entier tir´e au hasard uniform´ement dans J1, nK. Alors la loi de (log q1 (N(n))/ log N(n), . . . , log qk (N(n))/ log N(n)) tend vers celle des k premi`eres coordonn´ees de PD(0, 1). #» D´emonstration de la proposition. Nous voulons montrer que pour tous #» a , b ∈]0, 1[k avec Qk #» #» #» #» a < b , on a P( #» a 6 B(n) 6 b ) → i=1 (bi − ai ). n→∞



Premi`ere ´etape. Il nous suffit en r´ealit´e de montrer que k



Y #» #» (bi − ai ). lim inf P( #» a 6 B(n) 6 b ) > n→∞



i=1



(1)
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#» En effet, si ce n’´etait pas suffisant, on pourrait trouver #» c < d dans [0, 1]k avec lim supn→∞ P( #» c 6 Qk #» #» B(n) 6 d ) > i=1 (di − ci ). Si nous partitionnons le cube unit´e en r cubes Ci , dont un serait Q C1 = ki=1 [ci , di ], nous aurions donc (en notant λ la mesure de Lebesgue) 1 = lim sup n→∞



r X i=1



r



X #» #» #» P( B(n) ∈ Ci ) > lim inf P( B(n) ∈ Ci ) + lim sup P( B(n) ∈ C1 ) n→∞ i=2 r X



>



i=2



n→∞



r



X #» λ(Ci ) + λ(C1 ) > 1, λ(Ci ) + lim sup P( B(n) ∈ C1 ) > n→∞



i=2



ce qui est contradictoire. Il nous suffit donc de montrer (1). #» #» Seconde ´etape. Remarquons que la condition #» a 6 B(n) 6 b s’´ecrit aussi, pour tout 1 6 u Ri (n) = N(n)/(˜ q1 (n) . . . q˜i−1 (n)), donc i 6 k, Ri (n)ai 6 q˜i (n) 6 Ri (n)bi , o` X #» #» P( #» a 6 B(n) 6 b ) = P(N(n) = m, ∀1 6 i 6 k q˜i (m) = pi ) Ω



o` uΩ=



(



k



(m, p1 , . . . , pk ) ∈ J1, nK × P : ∀1 6 i 6 k,



Soit 0 < ε < 1 et posons ( Ωε =



(m, p1 , . . . , pk ) ∈ Jεn, nK × P k : ∀1 6 i 6 k,











m p1 . . . pi−1



n p1 . . . pi−1



ai



ai



6 pi 6



6 pi 6











m p1 . . . pi−1



εn p1 . . . pi−1



bi )



bi )



.



.



P #» #» Alors Ωε ⊂ Ω, donc P( #» a 6 B(n) 6 b ) > Ωε P(N(n) = m, ∀1 6 i 6 k q˜i (m) = pi ). De plus, comme les q˜i sont choisis par  log-biased sampling , on a pour tous les ´el´ements de Ω0 P(N(n) = m, ∀1 6 i 6 k q˜i (m) = pi ) = 1p1 ...pk |m > 1p1 ...pk |m



n γpi ,n log pi 1Y n i=1 log(m/(p1 . . . pi−1 ))



n n 1Y log pi log pi 1Y > 1p1 ...pk |m . n i=1 log(m/(p1 . . . pi−1 )) n i=1 log(n/(p1 . . . pi−1 ))



Posons, pour #» p = (p1 , . . . , pk ) donn´e, ni = n/(p1 . . . pi−1 ). Alors, en sommant l’expression pr´ec´edente sur tous les ´el´ements m de Ωε multiples de p1 . . . pk , on obtient Y  k X log pi 1 #» #» #» . 1−ε− P( a 6 B(n) 6 b ) > n p log ni k+1 #» #» i=1 i p |∃m:(m, p )∈Ωε



Qk u ν = i=1 (1 − bi ) > Comme, pour tout i, ni+1 = ni /pi > ni /(εni )bi > ni1−bi , on a ni+1 > nν o` 0. Ainsi   k X Y 1 log pi #» #» #» P( a 6 B(n) 6 b ) > 1 − ε − ν . (2) n pi log ni #» p |∃m:(m, #p»)∈Ωε i=1 P Troisi`eme ´etape. On utilise ici le r´esultat arithm´etique suivant : p∈P∩J1,KK log p/p = log K+ P p es que m > M, O(1). On a donc, pour un certain M > 0, mai 6p6(εm)bi plog log m > bi − ai − ε d` si bien que pour tout n > M1/ν



a



X



ni i 6p6(εni )bi



log p > bi − ai − ε. p log ni
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le th´ eor` eme de billingsley



En sommant les termes de (2) selon pk , pk−1 , . . . , p1 , nous en d´eduisons que pour n > M1/ν #» #» P( #» a 6 B k (n) 6 b ) >



 k  1 Y (ni − ai − ε). 1−ε− ν n i=1



On obtient alors la minoration souhait´ee de la lim inf pour ε → 0. Remarque. Parmi les propri´et´es int´eressantes impliqu´ees par ce th´eor`eme, si m est distribu´e uniform´ement dans J1, nK, alors P(q1 (m) . . . qk (m) > mb ) admet une limite finie f (k, b) ∈]0, 1[ pour tout b ∈]0, 1[.



´ 3. Equivalence des deux th´eor`emes La d´emonstration pr´ec´edente donne la distribution asymptotique des facteurs premiers compt´es avec leur multiplicit´e. Ceci n’est donc pas exactement le th´eor`eme de Billingsley. Cependant, on peut facilement passer du r´esultat de Donnelly et Grimmett `a celui de Billingsley. Pour le montrer, commen¸cons par le lemme suivant. Lemme. Soit k ∈ N∗ . Soit N l’ensemble des entiers n > 1 tels qu’il existe p ∈ P avec p2 | n et p parmi les k plus grands facteurs premiers de n. Alors N est de densit´e nulle dans N. D´emonstration. Soit l ∈ J1, k − 1K. D’apr`es le th´eor`eme de Donnelly et Grimmett, la loi #» limite de Qk (N(n)) admet un densit´e f (x1 , . . . , xk ) donc, pour tout ε > 0, lim sup P(ql (N(n)) = ql+1 (N(n))) 6 lim sup P(|ql (N(n)) − ql+1 (N(n)| < ε) n→∞ n→∞ Z = 1|xl −xl+1 | 0 (issu de 0) est la solution de l’´equation diff´erentielle stochastique Zt = 2



Z tp |Zs |dβs + δt. 0



Un processus de Bessel R de dimension δ est la racine carr´ee d’un processus carr´e de Bessel de dimension δ.



de



Cette d´efinition est consistante : on a unicit´e de la solution, due au caract`ere 1/2-h¨ old´erien √ .



Propri´et´es de polarit´e. On a les cas de polarit´e suivants pour un processus de Bessel de dimension δ. • Pour 0 6 δ < 2 le point 0 est atteint presque sˆ urement. Pour δ = 0 il est absorbant et sinon instantan´ement r´efl´echissant • Pour δ > 2 le point 0 est polaire. De plus R n’est une semimartingale que pour δ > 1. D´efinition du temps local d’un processus de Bessel. Soit R un processus de Bessel de dimension δ = 2(1 − α) (0 < α < 1). • Il existe un unique processus croissant continu (Lt , t > 0) tel que R2α t − Lt soit une martingale. De plus L est port´e par les z´eros de (Rt , t > 0). • Il existe une famille bicontinue (Lxt , t > 0, x > 0) v´erifiant L0t = Lt et la formule d’occuRt R∞ pation 0 h(Rs )ds = α1 0 h(x)Lxt x1−2α dx, pour toute fonction bor´elienne f : R+ → R+ . Rt Pour x > 0 on a de plus Lxt = α x2α−1 limε→0 ε−1 0 1x6Rs 6x+ε ds. Probabilit´e de transition d’un processus de Bessel. Pour B de dimension δ, on a pδt (x, y)



1 = t



 δ/2−1  xy  x2 +y2 x , y e− 2t Iδ/2−1 y t y2



pδt (0, y) = 21−δ/2 Γ(δ/2)t−δ/2 y δ−1 e− 2t 27
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annexes



o` u Iu est la fonction de Bessel de param`etre u. L’inverse du temps local en 0 est α-stable. Pour la d´efinition donn´ee pr´ec´edemment du temps local L0t , en notant son inverse τs = inf{t > 0 | L0t > s}, alors pour tout a > 0 (τs , s > 0) ∼ (aτs/aα , s > 0).  α u c > 0. Ceci implique imm´ediatement E e−λτs = e−csλ , o`



La m´ethode donn´ee par Molchanov et Ostrowski [7] pour prouver ce r´esultat est la suivante : grˆace ` a un r´esultat de Skorokhod [16] il suffit de prouver que P(τas < t) = P(a1/α τs < t) pour avoir l’identit´e en loi des processus (car ils sont croissants `a accroissements iid), il suffit donc de prouver que P(L0t > as) = P(L0a−1/α t > s). Cette ´egalit´e est v´erifi´ee car grˆ ace `a la formule de densit´e de transition pr´ec´edente, Molchanov et Ostrowski ont calcul´e la loi de L0t (en passant par ses moments) : ∞  X  t (iλ)tmα Γ(α)m = E1/α (iΓ(α)tα λ), E eiλL0 = Γ(1 + mα) m=0



o` u E1/α est appel´ee fonction de Mittag-Leffler. On en d´eduit que P(L0t < u) n’est fonction que de u/tα , d’o` u le r´esultat.



2. Le crit`ere de Lukacs On veut montrer le crit`ere de Lukacs :  si X et Y sont des variables al´eatoires ind´ependantes positives non constantes et si X + Y est ind´ependant de X/(X + Y), alors X et Y sont de loi gamma de mˆeme facteur d’´echelle . Soient X et Y des variables al´eatoires v´erifiant les conditions de l’´enonc´e. Pour toute variable al´eatoire U positive on pose fU la fonction telle que pour tout θ 6 0.  E eθU = efU (θ) Posons Z = X/(X + Y). Par ind´ependance on peut ´ecrire   E eα(X+Y)+θZ = efX (α) efY (α) efZ (θ) . En diff´erentiant selon ∂ 2 /∂θ∂α et en prenant θ = 0 on obtient



fX0 (α) = fZ0 (0)(fX0 (α) + fY0 (α)), si bien qu’il existe une constante c1 ∈]0, 1[ telle que  fX (α) = c1 fX+Y (α) . fY (α) = (1 − c1 )fX+Y (α) On a de plus c1 = E(Z). En posant c2 = E(Z2 ) = fZ00 (0) + c21 et en appliquant ∂ 4 /∂θ2 ∂ 2 α2 `a l’´equation initiale, on obtient 00 0 fX00 (θ) + fX0 (θ)2 = c2 (fX+Y (θ) + fX+Y (θ)2 ),
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si bien qu’en utilisant fX (θ) = c1 fX+Y (θ), on obtient 00 fX+Y (θ) =



c2 − c21 0 f (θ)2 . c2 − c1 X+Y



Remarquons qu’ici ni le num´erateur ni le d´enominateur ne peuvent ˆetre nuls car sinon X et Y poss´ederaient des Dirac. Or apr`es calcul on peut trouver une variable al´eatoire γ de loi gamma telle que ( c −c2 fγ00 (θ) = c22 −c11 fγ0 (θ)2 , 0 fγ0 (0) = fX+Y (0) donc fX+Y = fγ par le th´eor`eme de Cauchy-Lipschitz. On en d´eduit que X + Y est de loi gamma, donc X = c1 (X + Y) et Y = (1 − c1 )(X + Y) sont de loi gamma de mˆeme param`etre.
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