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NUMBER 4



DEVANT DE L'HOMME RATIONNEL LE COMPORTEMENT LE RISQUE: CRITIQUE DES POSTULATS ET AXIOMES DE L'ECOLE AMERICAINE1 PAR



M.



ENGLISH



ALLAIS2 SUMMARY



The most important points of this article can be summarized as follows: (1) Contrary to the apparent belief of many authors, the concept of cardinal utility, s(x), can be defined in an operational manner either by considering equivalent differences of levels of satisfaction or by use of the Weber-Fechner minimum sensible or psychological threshold. Thus one can associate a psychological value s(x) with each monetary value x. lUne premiere version de cet article a 6te donnee dans une etude plus gen6rale intitulee "Notes th6oriques sur l'incertitude de l'avenir et le risque" qui a ete pr6sent6e au Congres Europeen d'Econometrie en Septembre 1951. Une deuxieme version en a ete present6e sous forme d'une communication au Colloque International sur le Risque qui s'est tenu a Paris en Mai 1952. Le lecteur pourra trouver dans le m6moire que nous avons redig6 a cette occasion toutes les justifications math6matiques des r6sultats indiqu6s cidessous avec de nombreux exemples que, faute de place, nous n'avons pu faire figurer dans cet article. Nous ne saurions trop conseiller au lecteur qui s'int6resserait aux indications qui suivent de se reporter a ce m6moire. EDITOR'S NOTE: The problem discussed in Professor Allais' paper is of an extremely subtle sort and it seems to be difficult to reach a general agreement on the main points at issue. I had a vivid impression of these difficulties at the Paris colloquium in May, 1952. One evening when a small number of the prominent contributors to this field of study found themselves gathered around a table under the most pleasant exterior circumstances, it even proved to be quite a bit of a task to clear up in a satisfactory way misunderstandings in the course of the conversation. The version of Professor Allais' paper, which is now published in ECONOMETRICA, has emerged after many informal exchanges of views, including work done by editorial referees. Hardly anything more is now to be gained by a continuation of such procedures. The paper is therefore now published as it stands on the author's responsibility. The editor is convinced that the paper will be a most valuable means of preventing inbreeding of thoughts in this important field.-R.F. MM. Capoulade, de 2 Nous croyons devoir remercier ici tout particulierement Finetti, Mathieu, Lavaill, Lesourne, Mass6, Mercier, et Morlat pour leurs observations et suggestions qui nous ont et6 particulierement precieuses. 503
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(2) There are four considerations which must necessarily be taken into account, even in a first approximation, by every theory of risk if it is to be realistic and is to bring out what is absolutely essential to every choice involving risk. (i) The distinction between monetary and psychological values. (ii) The distortion of objective probabilities and the appearance of subjective probabilities. (iii) The mathematical expectation of psychological values (the mean of the probability distribution of psychological values). (iv) The dispersion (variance) as well as general properties of the form of the probability distribution of psychological values. Consideration (iv) seems to us to be in fact the one that is specific to the theory of risk. In many cases, it can be much more important than the other three. (3) Other considerations enter into choices involving risk, such as the expenses entailed by every gamble, the pleasure derived from the gamble per se, the magnitude of the minimum sensible, etc., but these elements can be regarded as secondary and can be neglected in a first approximation. (4) Everybody recognizes the fact that man in reality does not behave according to the principle of Bernoulli. There does exist a profound difference, however, in points of view as to how a rational man ought to behave. According to the American school, a rational man must conform to the principle of Bernoulli. In our view, this is a mistake which in fact is tantamount to neglecting the fourth specific element in the psychology of risk. (5) If rationality is to be defined as adherence to one of the systems of axioms which leads to a Bernoulli type formulation, then obviously no discussion is possible. Such a definition, therefore, has no interest per se. That is to say that rationality, to be interesting from a scientific point of view, must be defined, in our opinion, in either of two ways. First, it may be defined in the abstract by referring to a general criterion of internal consistency employed in the social sciences, that is, a criterion implying the coherence of desired ends and the use of appropriate means for attaining them. Secondly, rationality can be defined experimentally by observing the actions of people who can be regarded as acting in a rational manner. (6) The principle of internal consistency implies only: (a) the use of objective probabilities when they exist, and (b) the axiom of absolute preference which states that out of two situations,
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one is certainly preferable if, for all possible outcomes, it yields a greater gain. Together these two conditions are less restrictive than the formulation of Bernoulli. Consequently, there are rational types of behavior (in the sense of rationality defined above) which do not obey the Bernoulli formulation. It cannot be said, therefore, that a rational man must behave according to the Bernoulli principle. The experimental observation of the behavior of men who are considered rational by public opinion, invalidates Bernoulli's principle. Four classes of facts are particularly significant in this regard: (i) The manner in which very prudent people behave in gambling small sums. (ii) The choice of risks bordering on certainty that contradicts the independence principle of Savage. (iii) The choice of risks bordering on certainty that contradicts the substitutability principle of Samuelson. (iv) The behavior of entrepreneurs when great losses are possible. Whatever their attraction might be, none of the fundamental postulates leading to the Bernoulli principle as formulated by the American school can withstand analysis. All are based on false evidence. For the rational man, there does not exist in general an indicator B(x) such that the optimum situation could be defined by maximizing the expected value of B(xi). In particular cases where the psychology of the rational man is such that this indicator exists, it necessarily follows that B(x) = s(x), up to a linear transformation. The justification of Bernoulli's formulation, even as a first approximation, by the law of large numbers is pure illusion. In the most general case, the connection between monetary values and psychological values, and the dispersion of psychological values are inseparably mixed and no experience bearing upon the choices involving risk could determine the function s(x). Such a function can be determined only through introspective observation of equivalent differences of levels of satisfaction and of sensible psychological thresholds. It is only in the very particular psychological case in which the indicator B(x) would be identical with the psychological value s(x) that the observation of risky choices could enable one to determine the psychological value s(x).
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1. LA PR?SENTE etude est essentiellement destin6e A un expos6 critique des postulats et axiomes des th6ories du risque de l'6cole am6ricaine. Pour proc6der a cet expos6 critique, le mieux nous parait de diviser notre expos6 en deux parties; dans la premiere nous essaierons de faire comprendre quelle est notre propre conception, dans la seconde nous procederons, compte tenu des indications donn6es dans la premiere partie, A une analyse critique du principe de Bernoulli et tout particulierement des differents axiomes de l'6cole am6ricaine. D'une mani6re g6n6rale nous essaierons de faire appel A l'intuition et d'eviter dans toute la mesure du possible un formalisme math6matique trop abstrait, qui en r6alit6 n'a que trop souvent pour effet de d6tourner l'attention des veritables difficult6s et de masquer des aspects essentiels. Les math6matiques ne sont qu'un moyen de transformation; seule compte en fait la discussion des premisses et des r6sultats.3 I. CONSIDERATIONS



PRELIMINAIRES



2. Eldments psychologiques intervenant dans les choix comportant un risque. II convient de distinguer soigneusement parmi les 6l6ments qui interviennent dans les choix comportant un risque, ceux de ces 6l6ments qui jouent un role essentiel de ceux qui ne jouent qu'un r6le accessoire. Cette distinction peut etre illustr6e par un exemple particulierement simple. On peut faire la th6orie de la d6termination du prix de march6 par l'intervention des courbes d'offre et de demande en n6gligeant en premiere approximation les frais occasionn6s aux acheteurs et aux vendeurs par les operations de vente et d'achat, car l'analyse montre que ces el6ments ne jouent en g6n6ral qu'un role accessoire et que ce serait masquer ce qu'il y a de fondamental dans la th6orie des prix que de tenir compte dans une premi?ereapproximation des frais occasionn6s par les 6changes. La meme distinction vaut pour le risque. Parmi tous les 6l6ments psychologiques qui interviennent, il y en a certains (A), qui jouent un r6le capital, qu'on ne saurait n6gliger, m6me dans une premiere approximation, sans d6naturer gravement les ph6nomennes,et d'autres (B), au contraire, qu'on peut tr6s bien n'introduire que dans une deuxieme approximation A titre de correctifs.4 Pour abr6ger l'exposition nous ne tiendrons compte ici que des 6l6ments fondamentaux. 3. Elements fondamentaux intervenant dans les choix comportant un risque. I1y a quatre 6l6ments dont toute th6orie du risque doit necessairement tenir compte si elle veut etre r6aliste et d6gager ce qui est absolument essentiel dans tout choix aleatoire. 3 Voir l'introduction A la deuxibme 6dition de notre Traitg d'Economie Pure [1, pp. 31-40]. 4 Tels sont les frais correspondant a tout jeu, le plaisir de jouer consid6r6 en lui-m8me, la grandeur du seuil minimum perceptible, etc.
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4. ELEMENT I: La deformation psychologiquedes valeurs mone'taireset la courburede la satisfaction absolue. Ce dont un individu tient compte VALEUR PSYCHOLOGIQ,UE



VALEUR MONETAIRE FIGURE 1



dans un choix al6atoire, ce n'est pas de la valeur monetaire g du gain possible, mais de la valeur psychologique - = s(g) attachee a ce gain."6 I1 en resulte que si la satisfaction marginale s'(g) est d6croissante et 5 Dans notre Traitg d'Economie Pure [11 nous avons designe la valeur psychologique par "satisfaction absolue" par opposition a l'indice de satisfaction purement ordinale. Dans la terminologie anglo-saxonne cette valeur psychologique est designee par l'expression "cardinal utility." (Voir Traite d'Economie Pure [1, Introduction n? 12 et pp. 156-1771.Voir 6galement Lange 113]et Armstrong [6].) 6 Le concept de valeur psychologique joue Anotre avis un role essentiel dans la th6orie des choix aleatoires. Comme ce concept est aujourd'hui vivement critiqu6 par de nombreux auteurs, nous ne croyons pas inutile de donner ici quelques indications.



Tout d'abord il est possible de donner A ce concept, qui en tout 6tat de cause repond A notre intuition, une definition operationnelle en recourant soit aux echelons psychologiques 6quivalents soit aux seuils minima perceptibles. La presque totalite des personnes questionnees r6pondent sans aucune h6sitation par l'affirmative Ala question suivante: "Pr6fbrez-vous un h6ritage de 100millions A un h6ritage de 10.000 frs. plus intens6ment qu'un heritage de 10.000 frs. A un h6ritage de 1.000 frs?" Leur absence d'h6sitation montre que sans aucun doute possible la notion d'6chelons psychologiques equivalents correspond pour elles A une realit6 psychologique effective. Par ailleurs et en fait, le l6gislateur recourt effectivement A un tel concept lorsqu'il 6tablit des impots progressifs sur le revenu. On peut en effet consid6rer que pbsent d'un meme poids aux yeux du l6gislateur, du moins en regime d6mocratique, les 6chelons minima perceptibles des differents individus. Dans le r6gime politique le plus gen6ral, ces grandeurs nous paraissent encore intervenir, mais seulement avec des coefficients de ponderation diff6rents. Il est assez curieux que depuis Pareto un concept aussi important, et qui se prete admirablement A l'expose de certaines questions comme la theorie des choix (Allais [1, pp. 373 A375 notamment]) ou la theorie du risque ait 6te peu A peu banni de la th6orie 6conomique. Soulignons enfin que nous ne recourons, dans ce qui suit, au concept de satisfaction absolue que pour faire comprendre notre propre point de vue, mais comme le lecteur pourra le v6rifier, ce recours n'est pas absolument necessaire pour la r6futation des theses de l'ecole am6ricaine que nous pr6sentons dans la deuxieme partie de cet expose.
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si cette d6croissance est suffisamment forte (courbure accus6e), un gain d6cuple d'un autre pourra au point de vue psychologique n'avoir qu'une valeur double, ou peut-etre meme inf6rieure. 5. ELEMENT II: La d6formation subjective des probabilites objectives. Certaines personnes qui ont confiance en leur etoile sous-estiment la probabilit6 des 6venements qui leur sont d6favorables et surestiment la probabilit6 des 6venements qui leur sont favorables. C'est l'inverse pour les personnes qui s'estiment poursuivies par la malchance. 1 y a ainsi une d6formation subjective des probabilit6s objectives.7 De toute fagon, il est visible qu'un individu ne peut tenir compte que des probabilites telles qu'il se les imagine, et non des probabilites telles qu'elles sont effectivement.I1 n'y a donc aucune raison pour que les probabilit6s subjectives soient 6gales aux probabilit&s objectives. Seul, par exemple, un statisticien de profession peut se faire une idWecorrecte de ce que signifie une probabilite 6gale A une chance sur cent. II y a meme des cas oA la notion de probabilit6 objective disparalt completement, sans qu'il en soit de meme de celle de probabilit6 subjective. Ces cas correspondent aux coups isol6s. On ne peut plus ici d6finir de fr6quence, et, n6anmoins, on peut d6finir une probabilit6 subjective par comparaison avec un ph6nomene oA existe une probabilit6 objective. Dans ce qui suit nous representerons respectivement par les symboles pi et pi les probabilit6s objectives et subjectives. 6. EL:MENT III: La ponderation suivant les probabilitis des valeurs psychologiques et la consid6ration des esp&rancesmathematiques (moment d'ordre 1) de la distribution des probabilites des valeurs mon6taires. En premiere approximation, on peut remplacer la consideration de la distribution des probabilit6s des valeurs psychologiques par la consid6ration de la seule esp6rance math6matique. Cette approximation est tout a fait analogue A celle qui consiste a representer un ensemble de chiffres par un seul egal a leur moyenne. Elle en a naturellement tous les avantages et 6galement aussi tous les inconv6nients. Si l'on tient compte a la fois des trois premiers 6l6ments, on est amen6 a consid6rer, pour appr6cier la valeur d'une perspective al6atoire, non pas l'esp6rance math6matique des valeurs monetaires, mais la valeur mon6taire dont la valeur psychologique est egale a l'esp6rance math6matique des valeurs psychologiques attach6es aux diff6rents gains possibles, et A consid6rer la relation p2 (92) + * + Pn,9(9n), probabilit6 objective d'un dvenementdoit Atre entendue comme une grandeurdont la frdquenceobserveede cet evvnementest la mesure exp6rimentale. On peut distinguer la frdquenceestimee exp6rimentalement,ou probabilitd objective,et la frequenceestimee psychologiquement,ou probabilit6subjective.
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formulation qu'on peut appeler formulation de Bernoulli en memoire du premier auteur qui I'ait propos6e. Ainsi ce ne sont pas ici les valeurs mon6taires, mais les valeurs psychologiques qui se combinent suivant la rbgle des valeurs probables. 7. ELUMENT IV: La prise en consideration de la forme des distributions de probabilites des valeurs psychologiques et en particulier de leur disper(P(9)
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sion (momentd'ordre2). Une perspective al6atoire est en fait repr6sent6e par la courbe C1 de distribution des probabilit6s des diff6rents gains, repr6sentative des valeurs (p(g) de la densitd des probabilites objectives. Mais si on tient compte des elements II et III ce qu'un individu prend en consid6ration, ce n'est pas la courbe Ci, mais la courbe C2, des probabilites subjectives des correspondant a la distribution , valeurs psychologiques (2)
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De deux perspectives aleatoires auxquelles correspondent pour les valeurs psychologiques -y des distributions laplaciennes et une meme valeur moyeinne, celle qui offre la dispersion la plus faible, soit I, sera preferee si l'individu est prudent. Si l'individu aime le risque, ce sera au contraire la perspective qui offre la dispersion la plus grande, soit II, qui sera pr6feree. Ainsi, a la dispersion des valeurs psychologiques correspond un quatrieme 6lement qui correspond au plaisir (ou au deplaisir) attache au risque consid6r6 en lui-meme,8 c'est-a-dire a la participation 'a un jeu oiu existent des 6carts. Cet 6l6ment explique que l'on peut aimer jouer a la boule, meme si (comme c'est probable pour les petites sommes) il n'y a pas deformation psychologique des valeurs mon6taires, et meme si l'on estime les probabilit6s a leurs valeurs objectives, telles qu'elles sont rve'lees par l'exp6rience. On peut j ouer au poker meme avec plus fort que soi si le plaisir de participer a une combinaison ocuexistent des ecarts est suffisamment fort pour compenser la perte probable. Ce plaisir ou d6plaisir attach6 au risque vient constituer un 6l6ment suppl6mentaire s'ajoutant au pur calcul fonde sur la ponderation probabiliste (objective ou subjective suivant les cas) des satisfactions attacb6es aux diverses eventualit6s. Il doit etre soigneusement distingu6 de l'element I correspondant a la deformation psychologique des valeurs monetaires bien que ces deux 6lements soient en g6neral etroitementassocies et qu'ils puissent donner des effets analogues. 8. Dispersion des valeurs monetaires et dispersion des valeurs psychologiques. I1 y a lieu de pr6ciser en effet que le fait que l'individu soit sensible a la dispersion des gains monetaires par rapport a leur moyenne tient d la fois aux trois elements I, IJJ, et IV. Meme si un individu 6tait insensible a la dispersion des valeurs psychologiques (Element IV), il serait sensible a la dispersion des valeurs mon6taires en raison de la courbure de la satisfaction absolue. Car a deux variations Agyet zAg2de signes opposes, mais egales en valeur absolue, correspondent des variations &y, et A2 des valeurs psychologiques dont les valeurs absolues sont inegales. C'est cette symetrie des effets, au point de vue des valeurs monetaires, des elements I et IV qui obscurcit toutes les discussions actuelles.9 10 8En anglais, "pleasure of gambling". Cet 6l6ment doit etre soigneusement distingu6 du plaisir attache a l'operation materielle du jeu "pleasure of the game" qui peut etre consid6r6 comme un 6l6ment accessoire. 9 Cette sym6trie peur etre particuli'erement bien illustree par 1'exemple concret suivant: Supposons qu'un voyageur se trouve a Marseille sans argent et qu'il desire absolument rentrer a Paris. S'il n'a que 100 frs. en poche, tout jeu qui lui donnera la probabilite la plus grande de gagner le prix de son voyage sera pour
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Mais la sensibilit6 'a la dispersion des valeurs monetaires en raison de la courbure de la satisfaction est de nature tout a fait distincte de la sensibilit6 A la dispersion des valeurs psychologiques. Elle ne fait pas intervenir ce qui constitue c notre avis l'element caracteristique fondamental de la psychologie du risque, la sensibilite a la dispersion des valeurs psychologiques. 9. Valeur psychologique de la dispersion considere'een elle-meme. En fait, ce a quoi la plupart des individus sont sensibles, c'est a l'existence d'une possibilite de grandes pertes ou de grands gains. Certes ces grandes pertes et ces grands gains sont 6values avec une autre 6chelle, l'6chelle des valeurs psychologiques, mais cette op6ration une fois faite, cette existence peut avoir en elle-meme une tres grande importance.
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Pour celui qui desire a tout prix une forte somme, le jeu peut etre le seul moyen rationnel de se le procurer. Et cela n'a rien a faire avec l'un quelconque des trois premiers elements I A III. En realite l'el6ment IV qui correspond au plus ou moins grand etalement des gains et des pertes evaluees en valeurs psychologiques est, a notre avis, un element fondamental qui j oue un role absolument essentiel dans les choix comportant un risque. Dans de nombreux cas, il peut jouer un role beaucoup plus important que la consideration de l'esperance mathematique, la deformation sublui plus avantageux et la rbgle de la maximation de l'esp6rance math6matique des gains mon6taires n'aura pour lui aucun interet, meme en premiere approximation. Dans un tel exemple le comportement de notre voyageur peut tout aussi bien s'expliquer par la d6formation psychologique des valeurs monetaires (El6ment I) en attribuant une grande valeur a la valeur psychologique s(g) lorsque g est superieur au prix du billet, ou par l'avantage procur6 par la participation a un jeu qui donne la possibilit6 d'obtenir des gains sup6rieurs au prix du billet (El6ment IV). 10C'est 6galement la raison pour laquelle aucune observation de choix al6atoires ne pourra arriver a d6terminer la satisfaction absolue s(g). Les 6lements I et IV sont en r6alit6 indissociables. (Voir les indications donnees au ?9.)



512



M. ALLAIS



jective des valeurs mon6taires ou la d6formation subjective des probabilit6s objectives. Et l'erreur que l'on commet peut etre plus grande lorsque l'on n6glige la dispersion des valeurs psychologiques que lorsque l'on assimile les valeurs psychologiques aux valeurs mon6taires. Dans le cas le plus g6n6ral, on doit consid6rer que par rapport A la rbgle simpliste de pond6ration des valeurs mon6taires suivant les probabilit6s objectives, les 6l6ments 1, II, et IV correspondant A la d6formation psychologique des valeurs mon6taires et des probabilit6s objectives et A la dispersion des valeurs psychologiques, sont des 6l6ments correctifs d'importance analogue. On ne saurait ainsi n6gliger la dispersion des valeurs psychologiques meme dans une premibre approximation. C'est meme A notre avis l'Mment sp&ifique de la psychologie du risque. I1 est extremement regrettable qu'il puisse souvent 8tre masqu6 par le jeu de l'6l1ment I correspondant A la d6formation psychologique des valeurs mon6taires. En r6alit6 cet 6l6ment IV intervient dans tous les cas et il est absolument impossible de realiser des experiences oui l'on pourrait presumer son absence. La cons6quence en est, comme nous I'avons dejA indiqu6, l'impossibilit6 de d6terminer par l'observation des choix al6atoires la fonction s(g) de satisfaction absolue. 10. La Psychologie pure du risque. Nous dirons que la psychologie du risque est pure lorsqu'elle ne fait intervenir que les quatre 6l6ments fondamentaux (A) et aucun des 6l6ments secondaires (B). C'est en fait sur cette psychologie pure que portent toutes les discussions actuelles de sorte que l'on peut sans inconv6nient, au moins dans une premiere approximation, n6gliger tous les 6lements de la psychologie du risque autres que les 616ments fondamentaux. 11. Developpementhistoriquede la conception thgoriquede la psychologie pure du risque. La conception th6orique de la psychologie pure du risque a successivement franchi quatre 6tapes:11 a) Dans une premiere etape on a pens6 que la valeur V d'une perspective al6atoire etait 6gale a l'esperance math6matique qui lui est attach6e: V - plgl + p2g2 +*



(3)



+



Pngn



c'est-a-dire a la valeur moyenne des gains pond6r6e suivant les probabilit6s objectives. b) Dans une deuxitme etape on a fait intervenir les valeurs psychologiques et on les a substitu6es aux valeurs mon6taires dans la formule prec6dente. On a ainsi propos6 la formulation (4)



s(V)



=



Pl (g1)



+



P28(g2)



+



*



+ pn,(qn),



ou les pi sont les probabilit6s objectives. 11En r6alitMil semble bien que certains auteurs n'aient encore franchi que les trois premibres. Certains m6me se refusent A franchir la troisibme.
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Ainsi, dans cette formulation, ce ne sont plus les revenus qui se combinent suivant la regle des valeurs probables, mais les satisfactions attachees a ces revenus. Cette hypothese est celle a laquelle a ete naturellement conduit Bernoulli pour expliquer le paradoxe de St-Petersbourg et qu'a reprise ulterieurement Laplace dans sa theorie des esp6rances morales. C'est egalement a une formule de ce type qu'ont ete conduits dans un pass6 tout recent Neumann et Morgenstern [21].12 c) Dans une troisieme etape on est arrive' l'idee que ce dont un individu tient compte, ce n'est pas des probabilites objectives, mais des representations psychologiques qu'il s'en fait, c'est-h-dire des probabilites subjectives. On est ainsi arrive A la formulation (5)



s(V)



=



Pl3(gq) + P29(g2)+



-*.



+ P3(gUn),



ou'les p sont les probabilites subjectives. C'est encore la formulation de Bernoulli, mais ici on tient compte de la substitution des probabilites subjectives aux probabilit6s objectives. d) Dans une qtatrieme e'tapeenfin, on est arrive a la conception qu'il fallait tenir compte non seulement de la moyenne pond6ree suivant leurs probabilites des valeurs psychologiques y = s(g), mais egalement de l'ensemble de la distribution des probabilites, d'oiu la formulation (6)



s(V) =h[(y)]Y



out h est une certaine fonctionnelle de la densite de probabilite 44(y). Dans cette quatrieme etape de la pensee qui est precisement la notre, on considere que la dispersion des valeurs psychologiques autour de leur moyenne est certainement un element aussi important que la deformation psychologique des valeurs mon6taires et des probabilites objectives, et on soutient que, meme dans une premiere approximation, on doit tenir compte du moment d'ordre deux de la distribution des valeurs psychologiques. 12. Equivalence d'une suite de choix aleatoires avec un choix aleatoire unique. Supposons que l'individu ait successivement a effectuer un certain nombre de choix al6atoires. On peut par exemple considerer les choix successifs entre les perspectives aleatoires (P0) et (Pt), (P1) et (P1), ... I (P.) et (P'), etc. I1 est visible que la suite de ces d6cisions peut se ramener a un choix unique entre differentes perspectives aleatoires. II suffit a cet effet de combiner entre elles les perspectives (P) et (P') suivant les principes du calcul des probabilites. 12 C'est, A notre avis tout au moins, egalement le cas de Marschak [18] bien qu'il pr6tende que l'indicateur B(g) auquel il arrive tienne compte 6galement de la dispersion des valeurs psychologiques.



514



M. ALLAIS



Ainsi et par exemple, si on consid6re les quatre perspectives ind6pendantes,13 ( I)
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300fr.



et les deux choix successifs (P0) ou (Po) et (Pi) ou (Pn), ces deux choix peuvent se ramener a un choix unique entre les quatre perspectives (P0, Pi), (P0, Pt), (Pt, Pi), et (Pt, 1P), r6sultant de la combinaison des perspectives 6l6mentaires suivant le principe des probabilit6s composees. Ainsi la perspective (P0, Pi) aura la distribution suivante: 1/j
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Dans ce qui suit, et sauf indication contraire, nous supposerons que cette r6duction a toujours ete effectuee et que par consequentil s'agit toujours d'un choix unique.'4 II.



CRITIQUE



DU PRINCIPE



DE BERNOULLI



EN TANT QUE REGLE



D 'UN HOMME RATIONNEL



DE COMPORTEMENT



L'etat de la question 13. Le principe de Bernoulli. D'apres le principe de Bernoulli, A tout gain g de probabilite p on peut faire correspondre un indicateur B(g) tel que la valeur V d'une perspective aleatoire donnant des pro, g 9n soit donn6e babilitespi, P2, * , p. de gagnerdes gains g, 92, par la relation



B(V) = 13 La



pi B(gi).



notation 100 fr. 21



0



fr.



signifie une chance sur deux de gagner 100 fr. et une chance sur deux de ne rien gagner. 14 Comme nous le verrons, cette procedure a I'avantage d'6liminer certaines difficult6s provenant de la r6p6tition d'un meme choix aleatoire.
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14. Les theses des partisans du principe de Bernoulli. Autant qu'on puisse en juger, la formulation bernoullienne, telle que l'ont originellement presentee Neumann-Morgenstern, comporte trois caracteres: (1) Elle s'applique a toute personne ayant un champ de choix ordonne. (2) Elle arrive a un index B(g) qui est identifie avec la satisfaction absolue.15 L'observation des choix aleatoires effectivement r6alis6s doit permettre de determiner la satisfaction absolue (cardinal utility). Cette these suppose naturellement implicitement que la formulation de Bernoulli est capable de representer convenablement le comportement de l'homme reel et par suite de le pr6voir.16 (3) Elle fait intervenir comme coefficients de ponderation des probabilites objectives. La deuxieme formulation qui a et6 presentee, celle de M. Marschak, presente trois caracteres: (1) Elle ne correspond pas au comportement de l'homme reel, mais au comportement que devrait avoir un homme "Crationnel".17 (2) Elle aboutit a un index B(g) qui, d'apres les declarations des tenants de cette formulation (Marschak, Samuelson, Friedman), est distinct de la satisfaction absolue s(g).18 (3) Elle fait intervenir comme la pr6c6dente des probabilites objectives. La troisieme formulation de Savage presente 6galement trois caracteres: (1) Comme la prec6dente elle ne vaut que pour un comportement "rationnel". (2) Elle aboutit a un index B(g) qui, comme la pr6cedente serait distincte de la satisfaction absolue s(g). (3) Elle fait intervenir des probabilites subjectives. Ces trois positions sont donc distinctes. On voit ainsi que deux theses ont ete soutenues par l'6cole americaine: (1) Le comportement des hommes r6els peut etre represente par la formulation de Bernoulli et cette formulation conjuguee avec l'observation des choix aleatoires donne un moyen de determiner la satisfaction absolue (ou cardinal utility). (2) Seul le comportement des hommes rationnels peut etre represente par la formulation de Bernoulli. 15. La question actuellementen discussion. Il parait admis aujourd'hui par tous les partisans de la formulation de Bernoulli: (1) qu'elle ne vaut en aucune facon pour decrire le comportement d'un homme reel, mais seulement pour decrire le comportement d'un homme dit "rationnel"; (2) que l'indicateur B(g) est distinct de la satisfaction absolue s(g). 15



A une transformation lin6aire pres naturellement, prkcisons-le une fois pour



toutes. 16 C'est d'ailleurs la position prise par Friedman et Savage [111] et par Mosteller et Nogee [201. 17 Pr6cisons bien que dans l'analyse de Neumann Morgenstern il n'est jamais parl6 de la condition de "rationalite", au moins de maniere explicite. 18 Signalons ici que M. Friedman soutenait initialement que les deux indicateurs B et s 6taient identiques a une transformation lin6aire pres, mais il a du depuis adopter une position de repli.
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Le point de vue suivant lequel il y aurait identite entre les indicateurs B(g) et s(g) a du etre peu a peu abandonne'9 et personne ne soutient plus aujourd'hui la these suivant laquelle on peut mesurer la satisfaction absolue (cardinal utility) par l'examen des choix al6atoires, tels qu'ils nous sont donnes par l'observation,20 these qui implique que le comportement des hommes reels peut etre convenablement repr6sente par la formulation de Bernoulli. Ainsi la premiere th6se de l'6cole americaine a ete abandonn6e et il n'y a actuellement de differences de points de vue qu'en ce qui concerne la definition du concept de probabilit6. M. Savagflesoutient avec M. de Finetti qu'il n'y a que des probabilites subjectives alors que M. Marschak fait intervenir des probabilit6s objectives. Toutefois nous pensons que lorsqu'il s'agit du comportement d'un homme rationnel, M. Savage serait d'accord pour reconnaitre qu'il doit prendre en consid6ration les probabilites objectives definies par r6ference aux fr6quences observees exp6rimentalement. Dans ces conditions on peut considerer que la these centrale des partisans de la formulation bernoullienne21est que pour tout individu rationnel il existe necessairement un index B(g) tel que la valeur V de toute perspective aleatoire soit donnee par la relation (7)



B(V) = Ei piB(gi)



avec



(8)



zi=



1,



ou' les pi sont les probabilites objectives. D'apres leur point de vue l'indicateur B(g) tient compte 'a la fois de la deformation psychologique des valeurs monetaires et du plaisir (ou d6plaisir) plus ou moins grand attach6 a la forme de la distribution des 19 Ainsi MM. Friedman et Savage qui, dans leur article [111de 1948, admettaient que la formule de Bernoulli faisait intervenir l'utilit6 cardinale ont aujourd'hui abandonn6 ce point de vue et ne parlent plus que d'un indicateur g6n6rateur des choix. Toutefois dans bien de ses 6crits M. Friedman paralt encore identifier ces deux concepts. 20 Il est facile de voir pourquoi il en a Wt6 ainsi. Si on admettait en effet l'identit6 B(g) - (g), il serait manifeste que la formulation de Bernoulli n6glige la dispersion des valeurs psychologiques (El6ment IV de notre analyse) et on serait amend A qualifier d'irrationnelle l'attitude d'un homme prudent qui attache une grande importance a cette dispersion. C'est la une position manifestement intenable. 21 Notamment MM. Baumol, de Finetti, Friedman, Marschak, NeumannMorgenstern, Samuelson, et Savage. Il est a souligner que M. Samuelson qui, il y a trois ans, avait un point de vue assez analogue au notre est passe depuis dans l'autre camp.
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probabilit6s des valeurs psychologiques, c'est-A-dire des 6l6ments (A) I et (A) IV de notre analyse. II convient de noter en passant que ces 6l6ments ne sont pas qualifi6s d"'irrationnels". I1 est admis qu'un individu "rationnel" peut avoir une 6chelle des valeurs psychologiques diff6rentes de 1'6chelledes valeurs monetaires et qu'il peut avoir une propension plus ou moins grande pour la s6curit6 ou pour le risque. II parait admis que c'est Ih une question de psychologie et non de "rationnalit6". Dans ce qui suit nous allons d6velopper une argumentation mettant en doute la validit6 de la relation (7) pour un homme rationnel. Notre these est que non seulement la formulation de Bernoulli ne peut, ni repr6senter convenablement le comportement de l'homme r6el, ni permettre de d6terminer la satisfaction absolue, mais que, meme pour un homme rationnel, la d6pendance entre la valeur V et les gains g est en general d'une forme beaucoup plus complexe: (9)



s(V) = f(gl,



g2,



- *



g n) pl)



p2)



''



* **pn)



de sorte qu'en g6nerralil n'existe pas d'indicateur B(g) satisfaisant d la formulation de Bernoulli. D'apres nous, il peut parfaitement arriver qu'un homme rationnel se comporte conform6ment au principe de Bernoulli, mais dans ce cas son indicateur s'identifie n6cessairement avec sa satisfaction absolue, et on 22 a B(g) _(g) de sorte que s'il se conforme au principe de Bernoulli, ce sera en raison de sa psychologie particuli6re en matiere de risque qui le rend indiff6rent A la dispersion des valeurs psychologiques. Mais en g6n6ral il n'y a aucune raison, tout au contraire, pour qu'il en soit ainsi. Compte tenu de ce que nous avons dit a propos de la dispersion des valeurs de la psychologie (El6ment IV), notre point de vue est ainsi que la theorie psychologique du risque de l'ecole americaine ne'glige des ses axiomes de depart l'e'lementspecifique de cette psychologie, savoir la dispersion des valeurs psychologiques. Les d6ductions savantes de 1'ecole americaine ne doivent pas ici nous faire illusion. Seules, en fait, comptent les pr6misses de d6part et l'interpr6tation des resultats. L'6laboration math6matique des d6ductions, si complexe qu'elle puisse etre, ni'a pas d'interet en soi (si ce n'est naturellement un interet purement mathematique que nous n 'avons pas a retenir du point de vue economique qui nous occupe ici). 22



fois.



A une transformation lin6aire pres naturellement, rappelons-le encore une



518



M. ALLAIS



En aucun cas, la complexite et la valeur scientifique des deductions ne sauraient donner une valeur scientifique aux premisses. 16. D4finition de la rationalite. Pour aboutir a la formulation de Bernoulli l'ecole americaine part de systemes d'axiomes ou de postulats. Or, il est en fait visible, et c'est la un point tres important, qu'on ne saurait en aucun cas definir la rationalit6 par l'ob6issance A l'un quelconque de ces systemes, car, dans ce cas, il n'y aurait plus de discussion possible du tout. La formulation de Bernoulli est en effet rigoureusement 6quivalente a l'un quelconque de ces systemes d'axiomes, et la discussion de la these suivant laquelle un homme rationnel devrait se comporter suivant la formule de Bernoulli, lorsque la rationalite est d6finie par l'obeissance a un des systemes d'axiomes dont elle est deduite, ne presente manifestement aucune espece d'int6ret. C'est une proposition purement tautologique, done sans valeur scientifique. La discussion de la proposition "un homme rationnel doit se conformer a la formulation de Bernoulli" ne peut avoir de sens que si la rationalit6 est d6finie autrement que par la r6f6rence directe ou indirecte a cette formulation. I1 convient donc de d6finir ce que l'on entend par "rationalite". Or, on peut concevoir deux definitions possibles de la rationalit6 suivant que l'on se place sur le plan abstrait du raisonnement ou sur celui de l'experience. 17. Definition abstraite de la rationalite. En dehors de la pseudo d6finition de la rationalite par l'ob6issance a leurs axiomes, les tenants de la formulation de Bernoulli ne pr6sentent aucune definition precise de la rationalit6. Compte tenu de cette lacune, nous sommes donc oblig6s de recourir a la d6finition qui nous semble se d6gager de la logique scientifique, suivant laquelle un homme est reput6 rationnel lorsque (a) il poursuit des fins coh6rentes avec elles-memes, (b) il emploie des moyens appropri6s aux fins poursuivies. Or, ces deux conditions entrainent comme seules cons6quences: (1) que le champ de choix soit ordonne, (2) que si deux perspectives aleatoires sont telles que la premiere comporte dans tous les cas possibles des gains plus elev6s que la seconde, la premiere sera preferee A la seconde. I1 est commode d'appeler cette condition, avec MM. Masse et Morlat, axiome de preference absolue. (3) que l'on considere les probabilit6s objectives. Les points (1) et (2) sont admis par tout le monde; quant au point (3) il parait difficilement soutenable qu'il y ait interet a substituer aux probabilites objectives des probabilit6s subjectives qui en soient distinctes, car, d'un point de vue scientifique, l'utilisation de probabilit6s objectives est une condition de l'efficacite de l'action.
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II est tres important de souligner que les trois points ci-dessus sont les seules cons6quences de la condition de coherence. On ne peut en particulier en aucune fagon admettre que le cinquieme axiome d'ind6pendance de Savage ou I'axiome de substitution de Samuelson constituent des conditions de coherence. Le cinquieme axiome d'ind6pendance de Savage est le suivant. Considerons une urne contenant n boules identiques. A chacune d'elles est attache, un gain gi de probabilit6 1/n. On peut repr6senter g6ometriquement cette perspective aleatoire par une courbe I en escaliers dont chaque palier est represente en abscisse par une longueur 1/n et dont chaque ordonn6e est representee par le gain gi, les diff6rents gains etant ranges par ordre croissant de gauche A droite.



FIGURE, 6



FIGURE 7



Dans le cas le plus ge'ne'ral on aura naturellementune courbecontinue du type II.



Le cinqui'emeaxiomede SavageconsisteA direque si deuxperspectives ale'atoires I et II ont une partie communeIb et IIb, elles restent encore



equivalentes lorsque cette partie commune subit une translation qui 'amMne par exemple enIb,, Ilb, . Or, en fait si deux perspectivese'quivalentesont une partie commune,



on ne voit aucune raisonne'cessairepour que cette e'quivalencesubsiste lorsquecette partie communesubit une translation.II est au contraire manifeste que cette translationmodifiela forme de la distributiondes probabilite'sdes val'eurspsychologiques.13 De me'meen ce qui concerneI'axiomede substitution de Samuelson, 23



Voir ci-dessous (?27) la critique de'taill6e du cinquieme axiome de Savage.
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on ne peut consid6rer en aucune fagon qu'il puisse s'imposer d'un point de vue rationnel. Soient en effet (PE) et (P2) deux perspectives 6quivalentes, l'6quivalence s'exprimant par la relation symbolique (P1) = (P2).



L'axiome de substitution signifie que (P3) 6tant une perspective al6atoire quelconque, on doit avoir, quel que soit a, a (Pl) + (1



-



a)(P3) = a (P2) + (1 - a)(P3),



ou le symbole [a(P1) + (1 - a)(P3)] repr6sente un billet de loterie donnant la probabilit6 a de gagner la perspective (P1) et la probabilit6 (1 - a) de gagner la perspective (P3). Cet axiome se justifie, dit-on, parce que, que l'evenement Ea de probabilit6 a se realise ou non, l'individu consid6r6 se trouvera finalement en possession de deux perspectives 6quivalentes. Ce point de vue est en r6alit6 inacceptable, car il suppose le premier tirage correspondant aux probabilites [a, (1 - a)] comme neutre, alors qu'il ne l'est pas, et il se place "ex post" alors qu'il 24 faut se placer "ex ante'. En d6finitive avec les notations qui pr6cedent, la psychologie rationnelle la plus g6n6rale s'exprimera selon nous par la relation ,,



s(V) = h[4(y)], oii h est une fonctionnelle de la densite des probabilit6s objectives 4,(y) des valeurs psychologiques -y, simplement assujettie 'a v6rifier



l'axiome de pr6f6rence absolue. Il n'y a en particulier aucune raison pour que la conduite d'un individu qui ne se conforme pas a la relation



s(V)-E



pis(g,)



puisse etre consid6ree comme irrationnelle, car on ne saurait consid6rer comme irrationnelle une attitude psychologique devant le risque qui tient compte de la dispersion des valeurs psychologiques. On ne saurait en fait consid6rer comme irrationnel un homme prudent qui prefere avoir une moindre esp6rance math6matique psychologique s'il peut ben6ficier d'une dispersion plus faible. On ne saurait non plus consid6rer comme irrationnel un individu qui aime le risque en tant que tel, c'est-a-dire un individu qui pr6fe?reavoir une moindre esp6rance math6matique psychologique a condition de pouvoir disposer de quelques possibilites d'un gain psychologique tres eleve. On pourra dire, si on 24



Voir ?28 et ?33 ci-dessous.
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veut, qu'un tel individu est imprudent, ce qu'il peut etre en effet,25mais en aucun cas il ne nous paralt possible de dire qu'il est irrationnel. On ne saurait trop le souligner, en dehors de la condition de coherence, il n'y a pas de critere de la rationnalite'des fins conside'rgesen elles-mgmes. Ces fins sont absolument arbitraires. Aimer les perspectives aleatoires pr6sentant une tr6s grande dispersion pourra sembler irrationnel a un homme prudent, mais pour celui qui a cette inclination elle n'a rien en elle meme qui soit irrationnel. I1 en est ici comme en matiere de gou'ts. Ils sont ce qu'ils sont. Ce sont des donnees qui different d'un individu 'a 'autre. 18. D'ftnition experimentale de la rationalite. Si on ne veut pas, ou si on ne peut pas, recourir a une definition abstraite de la rationalite, on ne peut que recourir a l'experience et observer ce que font effectivement les hommes dont on a par ailleurs des raisons de penser qu'ils se comportentrationnellement.26 La r4futation de la formulation bernoullienne 19. Conditions d'une refutation de la formulation bernoullienne. Pour r6futer la formulation bernoullienne, il suffit, puisque cette formulation pr6tend etre g6n6rale, de presenter un seul exemple de comportement rationnel qui soit en desaccord, soit avec la formulation finale, soit avec l'un quelconque des systemes de postulats auxquels elle est equivalente. Ceci 6tant bien pr6cise, notre refutation du principe de Bernoulli comprendra deux parties. Dans la premiere, nous montrerons pourquoi, lorsque la rationalite est definie d'une maniere abstraite, le comportement d'un homme rationnel ne suit pas n6cessairement le principe de Bernoulli. Dans la deuxieme partie, nous examinerons quelques comportements d'hommes, que l'opinion commune consid&recomme rationnels, qui sont incompatibles avec la formulation de Bernoulli. Pour simplifier,27notre discussion se placera dans le cas d'un choix aleatoire unique. 28 25 Encore que dans certains cas un individu prudent et rationnel peut parfaitement preferer la disperson a l'esperance mathematique. 26 A notre avis les partisans du principe de Bernoulli devraient donner une reponse claire aux trois questions suivantes: (1) Definissez-vous directement, ou non, la rationalit6 par l'ob6issance a vos axiomes? (2) Dans la negative, admettezvous une definition abstraite de la rationalite et laquelle? (3) A defaut d'une d6finition abstraite, autre que celle qui se definit par l'obeissance A vos axiomes, admettez-vous que la rationalite puisse se d6finir par l'observation du comportement de personnes que l'opinion commune considere comme rationnelles? 27 Voir ?12 et ?35 ci-dessous. 28 C'est d'ailleurs le cadre admis par les tenants de l'ecole am6ricaine.
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A. RIfutation du principe de bernoulli 4 partir de la definition abstraite de la rationalite. 20. La rationalite' ne saurait impliquer la formulation de Bernoulli. Si l'on admet la d6finition que nous avons donn6e de la rationalit6 (et en dehors de cette definition, aucune autre n'est proposee, si ce n'est des pseudo d6finitions qui dans le d6bat qui nous occupe ne m6nent qu'a des propositions tautologiques), les seules implications d'une conduite rationnelle sont: (a) l'utilisation d'un champ de choix ordonn6, (b) le recours aux probabilit6s objectives, (c) l'observation de l'axiome de preference absolue.29 Or, il est facile de montrer qu'il est impossible de d6duire de ces trois propri6t6s l'existence d'un indicateur B(g) tel que l'on ait



B(V) =- pB(gi), oa V est la valeur de la perspective aleatoire (gl
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(Voir la demonstration que nous en avons donn6e [3, no. 55].) I1 en r6sulte que: (1) pour Atre rationnel un individu donne ne doit pas necessairement se comporter comme le voudrait le principe de Bernoulli; (2) qu'en r6alite, les cons6quences de la definition abstraite de la rationalite 6tant moins restrictives que les axiomes de l'ecole bernoullienne, ces axiomes contiennent quelque chose de plus qui, en fait, peut etre irrationnel! 21. Exemples de comportement satisfaisant a l'axiome de pr4f6rence absolue sans satisfaire a la formulation de Bernoulli. Il est facile de donner des exemples particulierement simples de psychologies que satisfont au critere de pr6f6rence absolue sans satisfaire a celui de Bernoulli. 22. (1) Le choix entre diff6rents gains g de probabilite p. Supposons qu'un individu ait a choisir entre des perspectives aleatoires dont chacune est constitu6e par un gain gi de probabilite pi et supposons que son indice d'indifference soit (10)



s = f(g, P).



y a lieu de remarquer(et cette observationest extremementimportante dans le d6bat qui nous occupe) que nous n'avons pas d6fini la rationalit6 par l'axiomede pr6f6renceabsolue.Si nous le faisions,nous tomberionsdansla memeerreurque l'6coleamericaine. 29 II



L'axiome de pr6ference absolue n'est qu'une cons6quencedu caractbre de co-



h6renceavec elles-memesque doiventavoirles finspoursuiviesparun individu.
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Cette fonction satisfait au critere de pr6f6rence absolue si on a A la fois _f >



(11)



?



'Of> 0,



mais elle ne satisfait pas en g6n6ral a la formulation de Bernoulli, car celle-ci exigerait que l'on ait S = F[pB(g)],



(12)



ou F et B sont des fonctions croissantes, autrement dit que l'indice de pr6f6rence soit une fonction croissante du produit pB(g). On v6rifie ainsi que la formulation de Bernoulli est beaucoup plus restrictive. 23. (2) Le choix entre des perspectives gaussiennes. Supposons qu'un individu ait a choisir entre diff6rentes perspectives al6atoires (P) caract6ris6es par des distributions de Gauss de moyenne M et d'6cart type 1, et supposons que, pour effectuer ce choix particulier, ses lignes d'indiff6rence soient de la forme S = f(Mx).



(13)



Pour que l'axiome de pr6ference absolue soit v6rifi6, on peut facilement montrer qu'il est necessaire et suffisant que, pour une valeur donn4e de 2, l'indice S soit une fonction croissante de M, c'est-a-dire que l'on ait (14)



fM>O



et il est 6galement facile de voir qu'en g6neral il n'existe aucun indicateur B(x), fonction croissante de x pour toute valeur de x, tel que l'on puisse avoir f(M, 1)



0=



B(x)



\



dx



On v6rifie ainsi sur ce nouvel exemple que la formulation de Bernoulli est beaucoup plus restrictive que les seules implications de la rationalit6. 24. (3) Le choix entre diff6rentes perspectives de gain moyen M et de probabilite q d'une perte superieure a P. Supposons qu'un individu ait a choisir entre diff6rentes perspectives dont chacune est caract6risee par un gain moyen M et une probabilit6 q d'avoir une perte superieure "aP. On peut facilement verifier que tout champ de choix (15)



S =f(M,q)
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satisfera a l'axiome de preference absolue A condition que l'on ait a la fois



(16)



aS < 0,



as >



Mais on peut montrer qu'en general une telle psychologie ne satisfait pas a la formulation de Bernoulli et que seule satisfait A cette formulation une fonction du type (17)



S



=



f(M



-



aq),



ou a est une constante positive. On verifie ainsi qu'en general un champ de choix du type (15) et (16) satisfait a l'axiome de pr6ference absolue sans v6rifier la formulation de Bernoulli. Indiquons enfin que l'impossibilite en general de presenter par la formulation bernoullienne la psychologie d'un individu qui se comporte en faisant un arbitrage entre l'esperance mathematique attach6e a ses gains monetaires et sa probabilite de perdre une somme superieure A une valeur donnee vaut egalement lorsque l'arbitrage a lieu entre l'esperance mathematique attachee aux valeurs psychologiques et la probabilit6 d'une perte superieure a une valeur donnee. Dans ces trois exemples on ne voit vraiment pas pourquoi la psychologie consideree serait irrationnelle. B. Refutation du principe de bernoulli d partir de la d6finition experimentale de la rationalite. 25. Si a defaut d'une definition abstraite de la rationalite, qui n'aboutisse pas a des propositions tautologiques, on recourt a une definition experimentale par l'observation de ce que font des hommes rationnels et tout a fait au courant du calcul des probabilites, on peut opposer au principe de Bernoulli, ou a l'un quelconque des systemes d'axiomes ou de postulats equivalents, les faits d'experience suivants: 26. (1) Le comportementdes gens fres prudents dans les choix aleatoires mettant en jeu de petites sommes. Dans le domaine local, pour de petites valeurs des gains g, on peut consid6rer que la variation de l'indicateur B(g) est sensiblement lineaire, de sorte que dans ce cas l'element correspondant a la courbure se trouve 6limine. Si donc il existait un indicateur de Bernoulli, on devrait avoir v =



pitgi,



autrement dit, la valeur d'une perspective aleatoire serait egale a son esperance math6matique.
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Or, l'experience montre que des gens tr?esprudents et que l'opinion commune consid6re comme rationnels peuvent preferer 40 frs. sirs A une chance sur deux de gagner 100 frs. ou encore 400 frs. certains 'a une chance sur deux de gagner 1.000 frs. Lorsque la question est pos6e, il doit naturellement etre bien pr6cis6 qu'il s'agit d'une offre unique qui ne se repetera pas, et par suite d'un choix unique.30 Cette constatation exp6rimentale est incontestable, et on ne voit pas tr6s bien comment, d'un point de vue rationnel, on pourrait critiquer un individu qui a une pr6f6rence marqu6e pour la s6curit&. Un tel comportement met donc en echec la position fondamentale de l'6cole am6ricaine.31



27. (2) Les choix aleatoires au voisinage de la certitudemettanten echec le principe d'independance de Savage. D'apres le cinqui6me axiome de Savage, l'ordre de pr6f6rence de deux perspectives al6atoires (1) et (2) (Figure 8) ayant une partie commune n'est pas modifie par un d&-
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FIGURE 8



placement quelconque de leur partie commune. On peut appeler ce principe, principe d'ind6pendance, car il met en 6vidence un caracthre essentiel de la formulation de Bernoulli. I1 est facile de fabriquer de nombreux exemples oiudes gens consid6r6s comme parfaitement rationnels r6pondront d'une manibre contraire A l'axiome fondamental de M. Savage et cela sans aucune h6sitation.32 les ?12 et ?35 ci-dessous. Soulignons que M. Savage nous a object6 qu'un tel comportement pouveit s'expliquer par une courbure trbs forte de l'indicateur. Cette explication qui parait A priori peu vraisemblable est naturellement possible th6oriquement, mais pratiquement elle est infirm6e par le fait que l'indicateur d6termin6 par l'analyse d'autres choix al6atoires a n6cessairement une courbure faible pour des petites sommes. Ceci montre de manibre d6cisive qu'il n'existe pas en g6n6ral un indicateur susceptible d'expliquer les choix al6atoires par la formulation de Bernoulli. Le sondage que nous avons effectu6 depuis le colloque de Mai 1952 a donn6 des r6sultats absolumentd6cisifs dans notre sens, et nous les publierons prochainement. 32 Dans le sondage que nous avons organis6 A la suite du Colloque de Mai 1952, 80 Voir 31
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Pour ce faire, il suffit, en regle generale, de se placer dans des cas extremes oi l'avantage (ou l'inconv6nient) de la complementarite peut devenir particulierement marque. Tel est en particulier le cas des choix entre des gains certains et des gains al6atoires, lorsque les gains B
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ont une grande valeur par rapport 'a la fortune du joueur. Dans de tels cas, on peut mettre en evidence l'importance psychologique consid6rable que peut avoir, consider6 en lui-meme, l'avantage de la certitude. nous avons utilise de nombreux exemples de ce type. Indiquons simplement ici que tous les tests auxquels nous avons eu recours se sont inspir6s de l'id6e fondamentale que la valeur psychologique d'un gain de probabilit6 donnee n'est pas ind6pendante, comme le voudrait l'hypothese de Bernoulli, des gains attach6s aux autres probabilites.
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Les figures 9 et 10 donnent la representation geom6trique des deux questions suivantes: (1) Pr4f4rez-vous la situation A 4 la situation B? SITUATION



Certitude de recevoir 100 millions.



A:



110 chances sur 100 de gagner 500 millions. 89 chances sur 100 de gagner 100 millions. SITUATION B



1 chance sur 100 de ne rien gagner. (2) Pr4f6rez-vous la situation C &la situation D? 11



SITUATION C



SITUATIOND



chances sur 100 de gagner100millions.



89 chances sur 100 de ne rien gagner.



f 10 chances chances sur 100 de gagner500millions. sur 100 de ne rien gagner.



go90



Si le postulat de M. Savage 6tait justifi6, la pr6f6rence A > B devrait entrainer la pr6f6rence C > D. Or, et precisementpour la plupart des gens tre'sprudents, dont la courbure de la satisfaction n'est pas trop grande et que l'opinton commune considere comme tres rationnels, ontobserveles reponses A > B,



C 0 am



a



< 0.



~~aq



Dbs que la probabilite q, attachee a une operation, devient appre'ciable, il faut que le gain probable devienne considerable pour qu'ils l'entreprenirent. Ceux qui sont trbs prudents 6limineront meme purement et simplement toutes les perspectives aleatoires leur donnant une probabilite de ruine supe'rieurea une certaine valeur. Or nous avons vu qu'une pref6rence du type (21) satisfait a l'axiome de pre-ferenceabsolue, et qu'elle ne peut satisfaire a la formulation de Bernoulli que si elle est de la forme35 S



= f(M



-



aq).



Des lors, si on admet, ce qui parait psychologiquementtrWsnaturel et 34 Tel est le cas du joueur considere dans la note 62 du ?35 ci-dessous qui fait n6cessairement un arbitrage entre son gain probable au bout de n coups et sa probabilite correspondante de ruine. 35 ?24.
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certainement tres rationel, que M crolt beaucoup plus vite que q pour un niveau de satisfaction donne,36 37 une telle constitution lineaire des lignes d'indiff6rence est absolument exclue. 36 Peut-on vraiment consid6rer comme irrationnel un homme qui dans chaque choix alatoire se d6cide en faisant un arbitrage entre le gain probable M et la probabilite q de subir une perte superieure a une certaine somme X, perte qu'il ne veut d6passer en aucun cas, qui pour les faibles valeurs de M et de q se comporte suivant le principe de Bernoulli (droites parallWles),mais qui se refuse absolument A participer a toute entreprise comportant pour lui une probabilite sup6rieure A 90% de perdre la somme X.



M



q



qo



Les lignes d'indifference d'un tel homme seraient pourtant de la forme ci-contre absolument incompatible en g6n6ral avec la formulation de Bernoulli. 37Si on suppose, ce qui paralt psychologiquement admissible, qu'il y a continuite de la psychologie al6atoire, une forme lineaire du type S = S(M-aq) (1) est absolument impossible.
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Consid6rons en effet une somme Mo dont la valeur psychologique soit appr6ciable, par exemple Mo = 1 million. Sur la m8me ligne d'indifference on aura (2)



1 = M-aq.



Cette relation signifie que toute perspective aleatoire donnant un gain probable de M millions avec une probabilite q de ruine a pour valeur 1 million.
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En tout 6tat de cause, toutes les formes de comportement correspondant h des fonctions S = f(M, q) quelconques satisfaisant aux conditions g6n6rales (22) nous paraissent psychologiquement acceptables, et nous ne voyons pas pour quelle raison on pourrait les qualifier d'irrationnelles.'8 I1 est facile de montrer sur un exemple particulier a quelles cons6quences inadmissibles conduit la formulation de Bernoulli. Ainsi soit un homme dont la fortune est de 5 millions qui (1) d6clare choisir entre diff6rentes perspectives aleatoires en faisant un arbitrage entre le gain moyen M et la probabilit6 de ruine P; (2) accepte de participer A un jeu qui lui donne une probabilit6 (1 - 10-) de gagner 100 millions et une probabilit6 109 d'etre ruin6; (3) refuse de participer a un jeu oil, quel que soit le gain, il a une probabilit6 1 - 10-9 d'etre ruin6 et une probabilit6 de 10-9 de gagner. Qui pourra pr6tendre qu'un tel homme est irrationnel? T1accepte la premilere perspective parce qu'elle lui donne une absolue certitude pratique de gagner 100 millions39et il refuse la deuxi6me parce qu'elle lui donne l'absolue certitude pratique d'etre ruin&.Pourtant il est facile Or, pour q = 1, la ruine est certaine et la valeur d'une ruine certaine ne peut etre 6gale A L'unit6quel que soit le gain probable. La formulation est done psychoM



ogiquement inadmissible, car psychologiquement aucune ligne d'indiff6rence ne peut couper la verticale q = 1. 38 ]I est int6ressant de remarquerque si la regle de comportement 6tait telle que toute perspective al6atoire donnant une probabilit6 q sup6rieure a e d'une perte sup6rieure A P soit 6limin6e et que le principe de choix entre les perspectives restantes soit la maximation de la valeur probable du gain psychologique, la formulation de Bernoulli serait compatible avec une telle formulation. Il suffirait en effet de prendre pour B(g) la valeur - -o pour tous les gains inf6rieurs A P. Mais la psychologie que l'on constate effectivement, c'est une certaine d6pendance entre cette valeur probable et la probabilit6 q. Dans ce cas la formulation de Bernoulli n'est g6n6ralement pas v6rifi6e. 39 Rappelons que Borel 6value a 10-6 une probabilit6 n6gligeable a l'echelle humaine [10, p. 1081.On peut donc consid6rer qu'une probabilit6 (1-10-9) 6quivaut a une absolue certitude du point de vue humain.
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de voir qu'un tel comportement est absolument contradictoire avec la formulation de Bernoulli.40 On pourra certes nous objecter qu'il s'agit la d'un cas limite, mais, pour mettre en 6vidence les consequences absurdes d'une th6orie, on ne peut que recourir a des cas oi F'absurdit6devient eclatante, c'est-adire a des cas limites, et, comme nous l'avons dejA indiqu6, nous avons le choix absolu du terrain, et il nous suffit d'un seul cas o'u 1'erreurde la formulation de Bernoulli soit manifeste pour la mettre en defaut en general. Dans le cas des choix aleatoires individuels on observe trbs souvent un comportement analogue lorsqu'il s'agit d'hommes A la fois raisonnables et prudents. De tels hommes commencent en effet par se fixer une perte maximum qu'ils ne veulent en aucun cas d6passer, puis ils choisissent en faisant un certain arbitrage entre 1'esp6rance math6matique et leur probabilit6 de ruine, mais ici il s'agit non pas de 1'esp6rance math6matique M des valeurs mon6taires g, mais de l'esp6rance math6matique , des valeurs psychologiques y, de sorte que l'on a S = S(4, q). 40II r6sulte en effet des indications donndes ci-dessus que l'on a pour l'individu consid&r6 S - f(M - aq).



Dire qu'il accepte de participer A un jeu qui lui donne une probabilitd (1 - po) de gagner no millions et une probabilit6 Po d'etre ruin6, c'est-a-dire de perdre sa fortune F, c'est dire que l'on a F < (1
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Dire qu'il refuse de participer A un jeu, quel que soit le gain ni millions, s'il a une probabilit6 (1 - q;) d'etre ruin6, c'est dire que l'on a F > qini
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(1
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qi)F



-



a(1



-



qi)



quel que soit ni . Ces deux conditions sont certainement contradictoires puisque l'on ne peut avoir qini -(2 - qi)F (1 - po)no- (1 + po)F po



1-q,



quel que soit n1. Dans l'exemple du texte cette in6galit6 s'6crit pratiquement pi < 195-1018.



Pour renverser l'infgalitO il faut donc prendre une valeur de nli fabuleuse mais absolument rien ne nOus empgche de le faire, puisque l'individu est suppos6 maintenir son choix (3) quel que soit ni . II est visible que cet exemple est en connexion 6troite avec ce que nous avons dit dans la note sur l'impossibilite de concevoir des lignes d'indiff6rence qui coupent la verticale q = 1 ailleurs qu'A l'infini.
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Comme nous l'avons indiqu6, un tel comportement est absolunient incompatible avec la formulation de Bernoulli sauf dans le cas exceptionnel oiu la valeur psychologique d6pend lin6airement du gain mon&taire et oiu S est de la forme41



S



=



S(M



-



aq).



30. Le comportementde l'homme rationnel et l'existence d'un indicateur de Bernoulli. Ainsi il r6sulte tant de la d6finition abstraite de la rationalit6 que de l'observation du comportement d'hommes, dont on a par ailleurs des raisons de penser qu'ils sont rationnels, que, pour un homme rationnel, il n'existe pas en g6neral un indicateur B(x) tel que la situation optimum puisse se d6finir en maximant l'esperance EpiB(xi). Examen critique de certains aspects des theoriesde l'Jcole Americaine 31. La discussion qui pr6ede a montr6 l'opposition existant theoriquement et pratiquement entre la formulation de l'ecole americaine et un comportement rationnel. Pour faire disparattre dans l'esprit du lecteur attach6 a la formulation bernoullienne certaines difficultes qui pourraient encore subsister, nous ne croyons pas inutile d'ajouter 'ace qui precede quelques considerations sur certains points centraux des th6ories de l'6cole am6ricaine. 32. (1) Distinction de l'indicateur de Bernoulli et de la valeur psychologique. Comme nous l'avons deja indiqu6 2 il est manifeste que si l'indicateur de Bernoulli s'identifiait avec la valeur psychologique, la formulation de Bernoulli ne pourrait tenir compte de la dispersion des valeurs psychologiques. C'est la la raison pour laquelle les partisans de la formulation de Bernoulli ont ete amenes a prendre une position de repli et a soutenir que leur indicateur est distinct de la valeur psychologique. Or, a notre avis il y a des raisons puissantes de penser que precis6ment lorsqu'il existe un indicateur de Bernoulli, ces deux grandeurs n'en font qu'une seule.43 (a) On peut tout d'abord remarquer que dans tous les cas experimentaux susceptibles d'etre analys6s sans contestation possible ou% la psychologie d'un zndividu est telle qu'elle tient compte de la dispersion des valeurs psychologiques, le principe de Bernoulli est mis en echec. Comme il va de soi que, lorsque psychologiquement l'individu est insensible a la dispersion des valeurs psychologiques, il existe par hypothese un indicateur de Bernoulli qui s'identifie alors avec la valeur psychoVoir ?24. Voir ?15, note 20. 43 A une transformation lin6aire prbs naturellement.
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logique, on est amen' A conclure que, lorsqu'il existe, l'indicateur de Bernoulli se confond avec la valeur psychologique. (b) Supposons qu'il existe effectivement un indicateur de Bernoulli et consid6rons la formulation de Bernoulli (23)



B(V)- EpiB(gi)=



oiu1les pi sont les probabilit6s subjectives, 6gales aux probabilit6s objectives pour un homme rationnel. E, les 6ve?nementsde probabilite pi, P2, * Soient E1, E2, -.. , E Pn qui, lorsqu'ils se r6alisent, donnent lieu aux gains gi, 92, ... I g , et supposons (cette hypothese est essentielle) que l'individu considere se place pour faire son choix en examinant a posteriori chaque gj, ind6pendamment des autres valeurs. C'est la l'hypothese fondamentale de l'ecole americaine. Supposons alors que tous les gains gi augmentent de Agi, mais que tous les Agi soient inf6rieurs aux seuils minima perceptibles Agi', correspondant aux gi. Comme il en est ainsi dans chaque eventualit6 consid6r6e separ6ment, on peut en deduire que la valeur V de la perspective al6atoire consid6r6e croit, mais qu'elle croit d'une quantit6 AV inf6rieure au seuil minimum perceptible AVm correspondant au niveau de gain V. On pourrait montrer de m8me que si les accroissements Agq sont sup6rieurs aux seuils minima perceptibles Ag' correspondant au gi, l'accroissement AV est lui-meme sup6rieur au seuil minimum AVm perceptible correspondant a V. I1 en resulte que si on a



(24)



Agj



=



Agj'



pour tout i, on doit avoir egalement44 (25)



AV = AVm.



Or il est facile de montrer que s'il en est ainsi, l'echelle de l'indicateur B(V) s'identifie necessairement avec l'Wchelledes valeurs psychologiques a une fonction lineaire pres.45 44 I1 est essentiel de souligner que cette 6galit6 r6sulte essentiellement du fait que la valeur psychologique du gain gi de probabilit6 pi est suppos6e ind4pendante des gains attach6s aux autres probabilites. I1 est manifeste en effet que la valeur psychologique de l'ensemble de gains al6atoires compl6mentaires 6tant plus grande que la somme de leurs valeurs lorsqu'ils sont consid6r6s isol6ment, I'accroissement AV de V est sup6rieur A AV' lorsque tous les Agi sont 6gaux aux seuils minima perceptibles Agi . 45 Comme des 6chelons psychologiques 6quivalents sont 6gaux A un meme multiple des seuils minima perceptibles, la propriWtdindiquee signifie que si tous
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Ainsi, si un indicateur de Bernoulli existe, on doit conclure qu'il s'identifie avec la valeur psychologique." S'il en est ainsi, il est manifeste les accroissements A\gides g1correspondent A des 6chelons 6quivalents, 1'accroissement correspondant AV de V correspondra 6galement A la valeur commune de ces echelons. Autrement dit, si e 6tant une constante quelconque, on a e



s(g, + Age) -



(1)



quel que soit i, on a 6galement =e.



s(V + A V) -s(V)



(2) Or on a (3)



B(V)



(4)



B(V + AV)



=



4iftg), 24 pi B(g; + Ag9).



Posons (5)



s(g),



y=



(V)



On aura (6)



B(g)



=



(Qy),



B(V)



B etant une certaine fonction croissante. II r6sulte alors de ce qui pr6cbde que la fonction f doit etre telle que la relation (7)



3



2p,(y)



=



,(Yi pi



) T(c^



doit entrainer la relation (8)



3(w + e)



+ e)



quel que soit e. I1 est facile de voir que cette condition exige que l'on ait soit (9)



=



y+ i



soit (10)



Xay + ju.



La condition (10) est psychologiquement inacceptable car elle est incapable de repr6senter les situations ou l'on a A(v) = Tpi s(gi),



situations qui manifestement sont possibles. Dans ces conditions on a necessairement la relation (9), et l'indicateur de Bernoulli est bien 6gal a la satisfaction absolue. I1 convient d'ailleurs de souligner que meme si on retenait la formulation (10), il serait manifeste qu'une liaison aussi restrictive de l'indicateur B(x) A la satisfaction absolue s(x) ne saurait tenir compte, dans le cas le plus gen6ral, de la distribution des probabilit6s des valeurs psychologiques qui dUpend d'une infinite de parametres. 48 Si l'on adoptait le point de vue (qui n'est pas le n6tre) de ceux qui justifient
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que la formulation de Bernoulli n6glige implicitement la dispersion des valeurs psychologiques (El6ment IV de notre analyse) qui constitue precisement, a notre avis, le facteur specifique du risque. 33. (2) Le caractre d'evidence rationnelle du principe de substitualite de Samuelson. En reprenant les notations du ?17, I'axiome de substitua1ite de Samuelson peut s'exprimer de la maniere suivante.47 Si on a (P1) = (P2)



(26) on doit avoir (27)



a(Pi) + (1



-



a)(P3)



=



a (P2) + (1



-



a) (P3)



quels que soient a et (P3), et reciproquement. Comme pr6c6demment, nous designerons pas (Pt) et (P2') les perspectives composites ecrites au premier et au deuxieme membre de la relation (27). Nous avons deja indiqu6 que cet axiome etait infirm6 par le comportement d'hommes que l'opinion generale considere comme rationnels.48 Il nous reste a montrer pourquoi il en est ainsi. Le raisonnement de Samuelson est le suivant:49 Consid6rons les billets de loterie composites correspondant aux perspectives (PD) et P') et supposons que nous ayons a choisir l'un d'entre eux. Si 1'6venement de probabilite (1 - a) se rdalise, on obtient avec les deux billets la meme perspective (P3) et les deux billets sont 6quivalents. Si c'est au contraire l'6venement de probabilite a, le premier billet donne (P1) et le second donne (P2). Comme la perspective (Pi) est 6quivalente a (P2) par hypothese, le deuxieme billet n'est ni plus ni moins avantageux que le premier. Nous ne saurions denier qu'd premievrevue, cette argumentation apparatt comme extremement seduisante et que son caractere d'evidence la rbgle de P'esp6rancemath6matique par la loi des grands nombres, il est visible que l'on devrait adopter la regle (1)



s(V) = 1pig(gi).



II en resulterait que n6cessairement la valeur psychologique s(gi) s'identifierait, A une fonction lineaire pr6s, A l'indicateur de Bernoulli. On aurait ainsi un troisieme argument en faveur de l'identit6. (2)



B (g)



=



s (g).



47 et axiome n'est au fond qu'une variante de l'axiome III.C.b. de NeumannMorgenstern et du quatrieme postulat de Marschak. Ce dernier se deduit de l'axiome de Samuelson en faisant (P3) (PF). 48 Voir ?28. 49 Samuelson [221.
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apparait comme tout naturel.50 Cependant, c'est une argumentation specieuse, comme d'ailleurs toutes celles qui sont pr6sentees pour justifier le caractere de rationnalite 6vidente des axiomes de depart de la theorie americaine, et le vice de ce raisonnement est facile a mettre en evidence. Lorsque l'individu a son choix a faire, il ne connatt pas le r6sultat du tirage, sa decision doit donc etre faite "ex ante", alors que le raisonnement de Samuelson la place "ex post". Or il y a une diff6rence consid6rable entre un raisonnement "ex ante" et un raisonnement "ex post", car le raisonnement "ex post" elimine un element essentiel, en l'espe#cel'operation de composition des perspectivesaleatoires. En realite le point de vue "ex ante" est le seul qui en matiere de choix al6atoires soit correct. Si on se place "ex post", on 6limine sans s'en rendre compte, l'element essentiel sp6cifique du risque: l'importance de la forme de la distribution aleatoire.51'52 Cette 6limination n'est manifeste que dans les cas extremes comme celui que nous avons discut6 su ?28, mais elle existe toujours. En reprenant l'exemple que nous avons d6jA donne,53 on pourrait 6videmment dire avec Samuelson que, puisqu'en cas de r6alisation de un des hommes consider6s prefe?re l'evenement de probabilite 00, 100 millions sfirs a 98 chances sur 100 de gagner 500 millions, et qu'en cas de realisation de l'evenement de probabilite 93/00, il obtient 1 fr. tous les axiomes de l'6cole am6ricaine, c'est de loin le plus attractif. tout 6tat de cause il convient de souligner que le raisonnement de Samuelson reintroduit subrepticement le cas de tirage successifs, alors qu'il est manifeste que la seule manibre correcte d'attaquer le problbme est de consid6rer un choix al6atoire unique (voir ce que nous avons dit pr6c6demment, ?12 et ?35 ci-dessous). L'assimilation que fait Samuelson d'un seul tirage a deux tirages successifs nous parait d'ailleurs contenir en puissance la loi des grands nombres, dont la cons6quence est la formulation de Bernoulli (qui ne vaut que dans ce cas, car alors il n'y a plus de dispersion), car cette assimilation revient finalement A l'assimilation d'un seul tirage a une infinite de tirages successifs. 52 Un parallke avec le cas des biens certains n'est peut-8tre pas inutile. Soit 50 De



51 En



(1)



S =S(A,



B, ...



C)



les surfaces d'indiff6rence. L'axiome de Samuelson revient A dire que lorsque j 'ai consomm6 une quantit6 Ao de (A), deux combinaisons (Al, BI) et (A2, B2) 6quivalentes avant la consommation de Ao le restent aprUs cette consommation. On nous objectera que dans le cas du risque, il n'y a aucune consommation de bien materiel pendant le premier tirage [a, (1 - a)] mais ce serait m6connaitre la nature du problbme, car ici il ne s'agit pas de consommation mat6rielle, mais, pour employer une expression imag6e, d'une "consommation de risque", et dans le cas consid&r6le premier tirage ne saurait 6tre consid6re comme une op6ration blanche. Ii ne saurait etre consid6rdcomme tel que si l'axiome de substitution 6tait valable mais c'est justement cet axiome qu'il faut justifier, de sorte qu'il y a IN un v6ritable cercle vicieux, une p6tition de principe. 53 Voir ?28 ci-dessus.
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dans tous les cas, il "doit" pr6ferer I chance sur 100 de gagner 100 millions a 0,98 chances sur 100 de gagner 500 millions, mais il est manifeste dans ce cas qu'en raisonnant a posteriori et en se bornant a consid6rer les deux eventualit6s possibles lorsqu'on suppose que le premier tirage a deja ete realise, on ajoute subrepticementune nouvelle condition. En ce qui nous concerne personnellement, et dans la pleine connaissance ou nous sommes de l'argumentation de Samuelson, nous preferons sans aucune hesitation (P2) a (P1) et (Pt) a (P'), et nous pensons que la plupart des lecteurs de cette etude seront dans ce cas.54Pourtant nous ne pensons pas etre irrationnel, et nous nous rendons parfaitement compte que 2 chances sur 100.000, c'est quelque chose d'appr6ciable, mais nous pensons que ce quelque chose ne compense pas pour nous la diminution du gain possible de 500 a 100 millions, alors que pour nous l'obtention de la certitude en faisant passer la probabilite de gain de 98100 a l'unite vaut tres largement cette diminution. C'est la, en ce qui nous concerne tout au moins, une attitude trevscalculee, trWsr4fhechie, et personne ne pourrait nous convaincre de changer d'attitude si nous etions mis reellement face a face avec de tels choix aleatoires. Notre psychologie est telle que nous preferons plus la securite au voisinage de la certitudequ'au voisinage de grands risques, et nous ne pensons pas qu'elle puisse etre regard6e, en quoi que ce soit, comme irrationnelle. On voit finalement que l'axiome de substitualite ne pourrait etre regarde comme une condition de coherence des choix que s'il y avait independance des perspectives aleatoires, et ce n'est pas le cas en general. De meme que l'on concoit parfaitement que l'on puisse faire un effort tres grand pour porter a la perfection un ensemble, lorsque seulement un point de detail ne va pas, alors meme que ce point de detail 54 Tout au moins ceux pour lesquels une somme de 500 millions est psychologiquement nettement differente de 100 millions, car pour ceux qui ne font pas de distinction nette entre 100 et 500 millions, il est hors de doute que l'attitude rationnelle sera de preferer (PI) A (P2). Mais pour ceux Ihil sera touj ours loisible de refaire le meme test avec 50 millions et 10 millions, ou si cela ne suffit pas encore, avec 5 et 1 million. II y aura toujours une zone telle qu'en g6neral l'axiome de substitualite de Samuelson sera mis en defaut, dans le cas d'individus trbs prudents. Soulignons ici en passant que pour que notre test infirme la formulation bernoullienne, il faut que le chiffre le plus bas A (ici A = 100 millions) soit suffisamment elev6 pour que l'individu puisse tenir beaucoup A la certitude, et que le chiffre le plus 6lev6 B (ici B = 500 millions) soit suffisamment plus grand que A pour que l'individu fasse au point de vue psychologique une distinction nette entre ces deux chiffres. (La meme observation vaut pour l'exemple etudi6 au ?27. Cette observation est importante, car elle montre qu'il est fort possible que des personnes r6pondent a nos tests dans le sens de la formulation bernoullienne. I1 en resulte donc que si une r6ponse contraire a cette formulation infirme la theorie am6ri-



caine, une r6ponse qui lui est conform6 n'infirme aucunement la n6tre.
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consid6r6 isolement pourrait apparattre comme parfaitement negligeable, de meme on congoit qu'il n'est pas irrationnel de consentir a une forte diminution du gain pour arriver a la certitude, alors qu'on ne consentirait pas a la meme diminution, pour un meme gain en probabilite, loin de la certitude. La decomposition en deux temps d'uni tirage aleatoire comme le fait Samuelson, ne peut que conduire a des conclusions erronees, car elle amene a comparer des perspectives qui ne sont pas comparables et a en tirer des jugements de valeur injustifits. Sur l'exemple que nous avons donne, c'est particulierement manifeste, car lorsque j'ai a choisir entre une probabilite 0,98 % de gagner 500 millions et une probabilit6 1 % de gagner 100 millions, je me trouve dans une zone de probabilite tout a fait differente que lorsque j'ai A choisir entre une probabilit6 de 98 % de gagner 500 millions et une probabilite de 100 % de gagner 100 millions et on ne peut considerer en aucune fagon que d'un point de vue rationinel il faille necessairement faire une liaison entre les choix faits dans une zone et les choix faits dans une autre. Ces choix correspondent en realite A des situations compleement diff6rentes et soutenir que, dans ces situations tout a fait diff6rentes, il faut d'un point de vue rationnel se comporter de la meme maniere, c'est enoncer un postulat qui, lui, n'a rien d'6vident, ni meme d'attractif, au contraire du postulat de substitualite. Le raisonnement en deux temps de Samuelson est un parfait exemple des raisonnements fallacieux auxquels ne cesse de recourir l'ecole am6ricaine pour justifier ses axiomes fondamentaux de depart. En matiere de choix aleatoires, seule compte la distribution des probabilite des gains certains auxquels on aboutit finalement. Toute decomposition en deux ou plusieurs temps ne peut mener qu'a de grossieres erreurs. 34. (3) La determinationde la satisfaction absolue. 11 r6sulte de ce qui precede55 que les effets de la deformation psychologique des valeurs monetaires et de l'importance attachMea la forme de la distribution de probabilit6s des valeurs psychologiques sont indissolublement lis, et que par suite la possibilite de la d6termination de la fonction de satisfaction absolue par l'observation des choix al6atoires est en gen6ral une pure illusion. LA se trouve une des erreurs fondamentales de la th6orie de Neumann-Morgenstern dan-s la Theory of Games. II convient d'ailleurs de souligner que les autres tenants de l'6cole americaine se plaisent g6neralement, comme nous l'avons indiqu6,56 a soutenir que le concept de satisfaction absolue est une grandeur non operationnelle, c'est-a-dire non susceptible d'etre mesuree par des experiences, et dont certains vont meme jusqu' denier l'existence. Or precisement, par un singulier paradoxe, il resulte de ce quwprecede, 55 Notamment 66



?8. Voir ?4 note (6).
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que le seul cas ou?existe effectivementun indicateur de Bernoulli, c'est le cas ou cet indicateur se confond avec la satisfaction absolue ou valeur psychologique.57 35. (4) La formulation de Bernoulli et la loi des grands nombres. Au fond, la raison intuitive des formulations fondees sur l'esperance math6matique des valeurs psychologiques, c'est la loi des grands nombres.58



A. Pour simplifier la discussion, supposons tout d'abord que le gain psychologique soit 6gal au gain monetaire. Cette hypothese sera approximativement valable dans toute zone ofi la courbe representative de la satisfaction absolue pourra 6tre assimilee a sa tangente. La loi des grands nombres nous indique qu'y la longue le gain moyen tend en probabilitevers son esp6rance mathematique, autrement dit, on peut toujours trouver un nombre de coups n assez grand pour que la probabilite d'un 6cart entre le gain moyen et l'esperance mathematique devienne plus faible que tout nombre E, aussi petit que l'on veut, fixe a l'avance, et on en conclut qu'il faut se conformer a la regle de l'esperance math6matique. Cette regle a deja donne lieu A des discussions passionnees et il semble bien que le debat ne soit pas encore vide.59On peut a notre avis faire les observations suivantes: (1) Si j'ai la possibilit6 effective de participer a une longue suite de coups, mais que je puisse etre ruine, c'est-h-dire necessairement ecarte du jeu des les premiers coups, voire meme au premier, il est manifeste que la justification par la loi des grands nombres de la r6gle de l'esperance mathematique ne vaut en aucune fagon. Ce serait pour moi une bien pietre consolation que de savoir que, si j 'avais pu tenir le coup, mon gain aurait finalement tendu en probabilite vers son esperance math6matique. (2) En tout 6tat de cause le nombre de coups auxquels je puis naturellement participer est necessairement limite, ne ffit-ce que par la duree meme de la vie, de sorte qu'il existera touj ours une certaine dispersion du gain moyen dont j'aurais h tenir compte. En fait la conception d'une tres longue s6rie de coups n'est pas r6aliste et la dispersion du gain moyen n'est jamais pratiquement n6gligeable.60 17 Soulignons en passant que l'index obtenu dans leurs exp6riences par Mosteller et Nogee peut parfaitement diff6rer de la satisfaction absolue, car, si on limite 1'exp6rimentation psychologique a une certaine zone, il devient possible de repr6senter par un m6me index l'effet combin6 de la courbure de la satisfaction absolue et de la dispersion des valeurs psychologiques, mais cet index se revblera inutilisable lorsqu'il s'agira de d6crire les choix dans des tests qui font intervenir un effet marqu6 de compl6mentarit6. 58 Voir notamment Marschak [191. 59La meilleure analyse que nous connaissions est celle de M. Paul L6vy [141. 60 Si d'ailleurs elle devenait n6gligeable, il n'y aurait plus de probl6me du tout.
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(3) Meme si la possibilit6 m'etait offerte d'une possibilite effective d'un nombre extremement grand de coups, il n'est pas evident que j'aurais int6ret a jouer la regle de l'esp6rance mathematique. Ce qui intervient en effet pour moi, ce n'est pas tant le gain moyen que le gain cumul6.



m,



g



M2



FIGURE14



Supposons par exemple que le gain dans un coup 6l6mentaire ob6isse une loi de Gauss de moyenne m1 et d'ecart type a- . Dans une serie de n coups, l'esp6rance math6matique sera M



(28)



nm1



=



et l'6cart type (29)



21 = Vn-/ l.



Si des lors j'ai a choisir entre le jeu (ml, ol) et le jeu (M2, 0T2) avec < M2, al < 0T2, il n'y a pas de raison pour que je pr6fere n6cessairement le deuxieme jeu. Au bout de n coups j'aurai bien une esp$rance mais j'aurai parallelement MI) mathematique M2 - M, = n(M2 - o-), et il n'est pas difficile de donner des exemples = Vn(2 12ou' le premier jeu pour un homme prudent et rationnel devrait manifestement etre pr6f6r6 bien que son esperance mathematique soit plus faible et que le nombre de coups soit consid6rable.6' 62 Ml



-



q2 une valeur tres 6lev6e. Consid6rons par exemple un individu de fortune F qui dispose d'une martingale lui donnant pour chaque partie une probabilit6 p de gain et (1 - p) de perte et que pour chaque franc mis6 l'esperance math6matique soit e, on aura 61



I1 suffirait pour cela de consid6rer des cas oi



62



pg-



(-p)m



oi m est la mise et g le gain A chaque partie.



= em



Quelle que soit sa mise a chaque partie, le gain moyen par franc engag6 tendra en probabilite pour un nombre de parties tres grand vers e et A ce point de vue toutes les manieres de jouer seront 6quivalentes. Mais psychologiquement elles ne le sont en aucune fagon. Une mise m tres 6lev6e a chaque partie lui permettra d'esp6rer un enrichissement tres rapide, mais
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(4) Enfin, il est evident que, s'il s'agit d'un coup isole qui ne se repre*sentera pas, la justification fondee sur la loi des grands nombres, ne vaut plus du tout. Or, et precisement, la plupart des cas oui nous avons a prendre des decisions aleatoires sont des cas isoles. Ici, a notre avis, la loi des grands nombres n'a plus aucune utilite. Tout d6pend des circonstances sp6ciales dans lesquelles on se trouve. Tout ici est question de psychologie personnelle; certains preffreraient jouer la regle de l'esperance mathematique, d'autres attacher une grande importance a la forme de la repartition. Il n'y a en aucune faqon une regle de conduite qui doive etre consid6ree comme plus rationnelle qu'une autre. (5) Le seul interet de la regle de l'esperance mathematique, c'est de donner une indication d'ensemble.Elle n'a d'ailleurs comme nous l'avons d6jb indique d'autre valeur que celle qui correspond a la representation d'un ensemble de nombres par leur valeur moyenne. Rien de plus, rien de moins.63 B. Si maintenant nous tenons compte, non pas des valeurs monetaires g, mais des valeurs psychologiques s(g), toutes les indications qui precedent se transposentsans difficulteA condition de substituer a la distribution des probabilites de g celle de s(g). Ici encore la justification de la regle de l'esp6rance mathematique par la loi des grands nombres n'est qu'une illusion. C'est d'ailleurs pour eviter ces difficultes qui ne font que compliquer absolumentinutilement 1'etude de la psychologie du risque que nous nous sommes place dans tous nos raisonnements dans le cas d'un choix isole. I1 est d'ailleurs essentiel de souligner ici que ce serait une erreur de croire que la regle de la maximation de l'esperance mathematique ZpE(gi) constitue dans tous les cas une bonne regle en premiere approximation, lorsqu'on se propose simplement de degrossir le probleme pose par un choix al6atoire.65 augmentera ses chances de ruine. Si au contraire il choisit une mise m A chaque partie assez faible, il pourra rendre sa probabilit6 de ruine aussi faible qu'il le d6sirera, mais la rapidit6 de son enrichissement sera alors beaucoup moins rapide. 63 Voir ?6. 64



Voir ?12.



erreur est particulibrement bien mise en 6vidence dans le cas du comportement de 1'entrepreneur ou du joueur qui fait un certain arbitrage entre l'esperance mathematique et la probabilite d''tre ruine (Voir le ?29 cidessus.) Pour lui la regle de 1'esperance mathematique n'est gen6ralement pas bonne, meme en premiere approximation. 65 Cette
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Conclusion: 1'erreurfondamentale de l'Ecole Amgricaine 36. I1 resulte de tout ce qui pr6c6de que l'erreurfondamentale de toute 66 l'ecote americacne,6 c'est de negliger indirectement et inconsciemment, la dispersion des valeurs psychologiques. Quel que soit le systeme d'axiomes dont elle part, il y a toujours quelque part un axiome qui repose sur une pseudo-6vidence et dont la signification psychologique a 6t6 insuffisamment pens6e. ILn'existe pas en g6n6ral d'indicateur B(x) tel que la valeur V d'une perspective al6atoire pour un homme rationnel soit donn6e par la relation



B(V) = FpiB(gi) et, s'il en existe un, on peut dire, d'une part, que cet indicateur se confond avec la satisfaction absolue, ou valeur psychologique67 et, d'autre part, que l'individu consid6r6 est insensible a la dispersion des valeurs psychologiques, ce qui, apres tout, est une simple affaire de goiuts. Dans tous les cas, la beaut6 esth6tique de la construction math6matique tres g6nerale, fond6e sur ses axiomes, a d6tourn6 l'6cole am6ricaine de l'examen du veritable probl6me.68 Du point de vue de la psychologie economique du risque, la formulation de Bernoulli n'a ni plus ni moins d'int6ret que toute formulation repr6sentant, par un seul chiffre, un ensemble de nombres. On pourrait tout aussi bien prendre la m6diane, ou encore la moyenne geom6trique des valeurs psychologiques. Ces formulations seraient tout aussi interessantes. La n6gligence implicite par la formulation de Bernoulli de la dispersion des valeurs psychologiques a pour consequence que cette formulation ne saurait etre valable, comme l'a successivement pretendu l'6cole am6ricaine, ni pour repr6senter le comportement de l'homme r6el, ni pour determiner sa satisfaction absolue (cardinal utility), ni meme pour donner "une regle raisonnable de conduite a un homme raisonnable." Ce qui, par contre, est certainement int6ressant dans les th6ories am6ricaines, c'est que la formulation de Bernoulli puisse se tirer de certains axiomes qui, a premiere vue, paraissent assez 6loign6s de cette formulation, mais, quand on y r6fl6chit, on se rend compte que ces diflerents axiomes impliquent, dans leur essence, une hypothese de linearite. D'ailleurs les constructions math6matiques fondees sur ces axiomes ne sont tres complexes que parce qu'on veut les rendre tres g6n6rales. Friedman, Marschak, Neumann-Morgenstern, Samuelson, et Savage. "cardinal utility". 68 Sur le danger de l'abus des math6matiques, voir l'introduction A la deuxi6me edition de notre Traite d'Yconomiepure [1, nos. 31 a 40]. 66
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Si l'on voulait se borner a l'essentiel, toutes ces constructiones pourraient etre consid6rablement simplifiees. Le souci d'une g6neralit6 formelle excessive a finalement obscurci la question de la psychologie du risque et a d6tourne I'attention de ce qui 6tait v6ritablement important. I1 est extremement symptomatique a cet 6gard, que dans tous les m6moires am6ricains concernant la formule de Bernoulli, la presque totalite des d6veloppements soit consacr6e A l'elaboration des cons6quences math4matiques des axiomes, alors que leur discussion est simplement r6duite a quelques lignes. Ecole Nationale Supe'rieure des Mines et Institut de Statisthque de l' Universite de Paris. BIBLIOGRAPHIE [11]ALLAIS, M., Traite d'economie pure, Paris: Imprimerie Nationale, 1953, Chapitre sur les satisfactions absolues, pp. 156-177. (Une premiere edition de cet ouvrage a et6 faite en 1943 dans le cadre d'un ouvrage d'ensemble intitule A la Recherched'une discipline economique.) , "Notes theoriques sur l'incertitude de I'avenir et le risque", m6moire [21 present6 au Congres europeen d'6conometrie de Louvain, Septembre 1951. Manuscrit mim6ographi6de 39 pages avec trois annexes de 17,6, et 20 pages. (Une premi?re version de ce texte avait et6 redigee en Avril 1951). , "Fondements d'une th6orie positive des choix comportant un risque [31 et critique des postulats et axiomes de 1'ecole americaine". Memoire presente au Colloque International sur le risque, Centre National de la Recherche Scientifique, Paris, Mai 1952. , "La Psychologie de l'homme rationnel devant le risque: La theorie [4] et l'experience", Journal de la Soci&tgde Statistique de Paris, Janvier 1953, pp. 47 A 72 (Suite A parattre). (Dans cette etude se trouvent discutes les principes et les resultats du sondage sur la psychologie du risque que nous avons effectue de Juin A Septembre 1952.) , "Les theories de la psychologie du risque de 1'6cole americaine", [51 Revue d'Economie Politique, 1954. [61 ARMSTRONG, W. E., "The Determinateness of the Utility Function", Economic Journal, Sept., 1939, pp. 453-467. [7] BACHELIER, Calcul des probabilit6s, Paris: Gautier Villars, 1912. [8] BAUMOL, WILLIAM J., "The Neumann-Morgenstern Utility Index-An Ordinalist View", Journal of Political Economy, Vol. 59, Fevrier, 1951, pp. 61 A 66. [9] BOREL, EMILE, Valeur pratique et philosophique des probabilit6s, Paris: Gauthier Villars, 1939. (Voir notamment sur le paradoxe de St. P6tersbourg les pp. 60 A 66 et sur la notion de probabilites objectives et subjectives pp. 70 A 77, 84A 107, et 134a 146. , Le jeu, la chance et les theories scientifiques modernes,Gallimard, 1941. [10] [11] FRIEDMAN, M., et L. J. SAVAGE, "The Utility Analysis of Choices Involving



Risk", Journal of Political Economy, Aofit 1948, pp. 279-304. [121



, "The Expected Utility Hypothesis and the Measurability of Utility," Journal of Political Economy, Vol. 60, December, 1952. Nous n'avons malheureusement pu tenir compte dans la redaction de la pr6sente 6tude
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de cet article qui dans l'ensemble confirme les points de vue exprimes par MM. Friedman et Savage lors du Colloque de Mai 1952. [13] LANGE, OSCAR, "The Determinateness of the Utility Function", Review of Economic Studies, June, 1934, pp. 218-225. [141LEvY,PAUL,Calcul des probabilit6s,Paris: Gauthier Villars, 1925.(Cet ouvrage contient dans son Chapitre VI, pp. 113 A 133,"Critique de la th6orie du gain probable", une excellente analyse de la th6orie des esp6rances morales.) [15] MAss?,, P., Les rgserves et la rHgulationde l'avenir dans la vie 6conomique, Paris: Hermann, 1946. (Voir plus specialement le T6me II, Chap. V, VI, et XII.) , R6flexions sur les comportements rationnels en 6conomie al6atoire", [16] manuscrit dactylographie de 80 pages non encore publi6 du 2/1/52. [17] MASSE,P., et R. MORLAT,"Sur le classement 6conomique des perspectives al6atoires", m6moire pr6sente au Colloque International sur le risque, Mai 1952. [181 MARSCHAK, J., "Rational Behavior, Uncertain Prospects and Measurable Utility", ECONOMETRICA, Vol. 18, Avril, 1950, pp. 111-141. , "Why "Should" Statisticians and Businessmen Maximize Moral [19] Expectation?", Proceedings of the Second Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability, Berkeley: University of California Press, 1951. [20] MOSTELLER,FREDERICK, and PHILIP NOGEE, "An Experimental Measurement of Utility", Journal of Political Economy, October, 1951, pp. 371 a 404. [21] VON NEUMANN, JOHN, and OSKAR MORGENSTERN, Theory of Games and Economic Behavior, 2e 6dition, Princeton: Princeton University Press, 1947, pp. 8 a 31 et 617 A 632. [22] SAMUELSON,P. A., "Utility, Preference, and Probability", m6moire pr6sent6 au Colloque International sur le Risque, Paris, Mai 1952. , "Properties of Regular Means and of Bernoulli Means", Manuscrit [23] mim6ographi6 de 14 pages, M. I. T. and RAND, Juin, 1952. [24] SAVAGE,L. J., "An Axiomatization of Reasonable Behavior in the Face of Uncertainty",



Communication



Paris, Mai 1952.



au Colloque International



sur le Risque,



























des documents recommandant







[image: alt]





COMPRENDRE LE COMPORTEMENT DES CONSOMMATEURS 

Selon une Ã©tude rÃ©alisÃ©e par The Event Institute et l'agence de marketing .... Recevoir des informations prÃ©cieuses et des offres de l'Ã©vÃ©nement par courriel.










 


[image: alt]





Révéler le risque, redéfinir le développement - PreventionWeb 

culture de l'administration publique propice aux ..... Cultures endommagées. (hectares) ..... d'investissements publics du Pérou a approuvé des investissements ...










 


[image: alt]





le plaidoyer de paris devant la pdf 

Are you looking for le plaidoyer de paris devant la PDF?. If you are areader who likes to download le plaidoyer de paris devant la Pdf to any kind of device,whether its your laptop, Kindle or iPhone, there are more options now than ever before. Perha










 


[image: alt]





Révéler le risque, redéfinir le développement - PreventionWeb 

Réduction des risques de catastrophe : Bilan mondial 2011. Révéler le risque, redéfinir le .... planétaire, le Bilan mondial 2011 sur la réduction des risques de ...










 


[image: alt]





le risque annonce de la pratique chirurgicale 

Learning From The Octopus, Lets Count Goats, Lg Neo Plasma Remote Manual, and many more ebooks. We are the best and the biggest in the world.










 


[image: alt]





le cout du risque pdf 

Language In The News Discourse And Ideology In The Press, Latino Superstars Baseball Passion,. Lectures On General Algebra, Leviticus And Numbers ...










 


[image: alt]





Le village andalou - Stéphane Lhomme 

de la mémoire, comme de l'équilibre. » ..... études entreprises par la DDASS, c'est une question que je poserai au préfet, .... déroule sans trop de difficulté.










 


[image: alt]





le relatif et le transcendant la sociologie critique de ... AWS 

product end-users, you may surf for a whole product manual as well as handbook and download them for free. Below, we also supply a list of some of the most related as well as relevant pdf tightly associated to your search subject of Le Relatif Et Le 










 


[image: alt]





le secret binging stop et changement comportement 

le secret binging stop et changement comportement daujourdhui soyez votre propre therapeute | Read & Download Ebook le secret binging stop et changement ...










 


[image: alt]





ModÃ©lisation du risque opÃ©rationnel dans l'assurance - SCOR.COM 

Je tiens Ã©galement Ã  remercier tous les membres de la Direction Technique et des. Risques qui m'ont supportÃ©e et ..... 5.2.1 Apprentissage des connaissances.










 


[image: alt]





le secret binging stop et changement comportement 

Read and Save Ebook le secret binging stop et changement comportement ... old fashioned way you know, as in paperbacks or hardcovers? ... comportement daujourdhui soyez votre propre therapeute electronically, as you are saving all that.










 


[image: alt]





les chemins de fer de la000tat belge devant le ... AWS 

This Les Chemins De Fer De LA000tat Belge Devant Le Parlement Discussion Du Budget Des Travaux. Publics PDF on the files/S3Library-5b589-26a3c-D0781-96e03-C5082.pdf file begin with Intro, Brief Discussion until the Index/Glossary page, look at the ta










 


[image: alt]





assignation en refere devant le conseil de prud'hommes de bobigny 

Les personnes habilitées à assister ou à représenter les parties en matière prud'homale sont : les salariés ou les employeurs appartenant à la même branche d' ...










 


[image: alt]





le comportement du consommateur face aux variables 

Holocene Extinctions, How To Get A Job Without Going Crazy 2nd Editiona Practical Guide To Your. Employment Search, Human Rights And Victimology 1st ...










 


[image: alt]





Se redire OUI devant le Seigneur 

... Saint Pierre - Saint Paul, les Equipes Notre-Dame, la communautÃ© de l'Emmanuel. Jeudi 16 avril Ã  20h30. Eglise Saint Hilaire Place du 14 juillet - Niort.










 


[image: alt]





devant le verre d eau dlvdepdf 79 












 


[image: alt]





DEVANT LE TRIBUNAL DE GRANDE INSTANCE DE PARIS ... 

et la chaise longue LC4 crÃ©Ã©s par LE CORBUSIER, Pierre JEANNEREÃ�T et ... Ã  chacune de Mmes Ciande Martin Barsac et Jacqactine Jeanneret Gris .' M. 000.










 


[image: alt]





Le risque suicidaire et les adolescents - Psychaanalyse 

tisfaire le racketteur ou la bande de racket- teurs alors qu'elle a ..... (Temps d'arrêt). • HAESEVOETS Y.H. ... Prise en charge d'urgence. • LES CENTRES DE ...










 


[image: alt]





bouscotte le gout du beau risque pdf 

Cloud, Brad Pitt The Rise To Stardom, Brainpop Science Answers, Brand ... For Complete Beginners, British Railways Electric Multiple Units To 1975, Brknk's.










 


[image: alt]





linfluence du brand sur le comportement de pdf 

Read and Save Ebook linfluence du brand sur le comportement de as PDF for free at Online Ebook Library. Get linfluence du brand sur le comportement de PDF ...










 


[image: alt]





LE PROCES DREYFUS DEVANT LE PDF-CRVCLIV-17-15 

LE PROCES DREYFUS DEVANT LE PDF - Are you looking for Ebook Le Proces Dreyfus Devant Le Pdf? You will be glad to know that right now Le Proces ...










 


[image: alt]





barreau de poitiers la femme devant le parlement 

Save As PDF Ebook barreau de poitiers la femme devant le parlement des droits today. And You can Read Online barreau de poitiers la femme devant le ...










 


[image: alt]





la question de la preuve devant le tribunal penal ... AWS 

This particular La Question De La Preuve Devant Le Tribunal Penal International Pour Le Rwanda Le Cas. Cyangugu Points De Vue PDF start with Introduction, Brief Session till the Index/Glossary page, look at the table of content for additional informa










 


[image: alt]





Le développement durable comme défi devant l 

naturelles utilisées. ◇ Et des baby-boomers comme Claude. Sauvé à la retraite. ◇ … Pour être soutenus par des plus jeunes sans nos conditions de travail ...










 














×
Report Le Comportement de l'Homme Rationnel devant le Risque: Critique ...





Your name




Email




Reason
-Select Reason-
Pornographic
Defamatory
Illegal/Unlawful
Spam
Other Terms Of Service Violation
File a copyright complaint





Description















Close
Save changes















×
Signe






Email




Mot de passe







 Se souvenir de moi

Vous avez oublié votre mot de passe?




Signe




 Connexion avec Facebook












 

Information

	A propos de nous
	Règles de confidentialité
	TERMES ET CONDITIONS
	AIDE
	DROIT D'AUTEUR
	CONTACT
	Cookie Policy





Droit d'auteur © 2024 P.PDFHALL.COM. Tous droits réservés.








MON COMPTE



	
Ajouter le document

	
de gestion des documents

	
Ajouter le document

	
Signe









BULLETIN



















Follow us

	

Facebook


	

Twitter



















Our partners will collect data and use cookies for ad personalization and measurement. Learn how we and our ad partner Google, collect and use data. Agree & Close



