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La Conjecture de Weil. II

conduit /~ introduire les notions de faisceaux ponctuellement ~-pur ou ..... de R/I-modules, pour I un iddal ouvert de R. Pour la notion gdndrale de limite pro-. 
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Introduction Dans [I], cit6 I par la suite, nous avons ddmontrfi la conjecture de Weil donnant la valeur absolue complexe des valeurs propres de Frobenius agissant sur la cohomologie d'une vari~t6 projective et lisse d6finie sur un corps fini. Nous ~tudions ici la cohomologie valeur dans un faisceau; il s'agit de passer des propridt6s ponctuelles du faisceau celles de sa cohomologie. Soient donc X 0 un sch6ma de type fini sur Fq et "~-0 un Qt-faisccau sur X 0. O n suppose choisie une cl6ture alg6brique F de Fq, et on indique par la suppression de l'indice o l'extension du corps de base de Fq ~ F (cf. (o.7)). Pour x0(~lX0[ un point fermd de X 0 et x e X ( F ) au-dessus, on dispose de l'automorphisme de Frobenius F~0 de la fibre ~', de ~" en x (I, (I. I i) ~ (I. I3) , ou ( i . I8)). O n appellera ses valeurs propres les valeurs propres de F,0 sur o~o. O n dit que ~-o est ponctuellement pur de poids n si, pour tout x 0 e l X 01, les valeurs propres de F~. sur ~ o sont des nombres alg6briques dont tous les conjugu6s complexes sont de valeur absolue N(x0) "/2. O n dit que "~o est mixte s'il est extension it~r~e de faisceaux ponctuellement purs; les poids de ceux-ci sont les poids de ~0. Notre r6sultat essentiel est le Ttdorkme z (3-3. i). - - Soient f : X0--+S 0 un morphisme de schdmas de type fini sur Fq, et ~'o un faisceau mixte de poids ~ n sur X. Alors, pour chaque i, le faisceau R~fo~-0 sur S O est mixte de poids ~ n ~-i. Pour S 0 = S p e c ( F q ) , ce th6orbme dit que, pour chaque valeur propre e de Frobenius sur H~(X, ~o~'), il existe un entier m ~ n + i (le poids de ~) tel que les conjugu6s complexes de ~ soient tous de valeur absolue qm/2. La dualit6 de Poincar6 permet parfois de compl6ter ces majorations par des minorations ( 3 . 3 . 5 ) . Par exemple, si X 0 est propre et lisse, et que le faisceau ~'0 est lisse ( = c o n s t a n t tordu, dans une autre terminologie) et ponctuellement pur de poids n, alors les valeurs proprcs de Frobenius sur H~(X, o~-) sont toutes de poids n + i ce que nous exprimerons encore en disant que Iti(X, o~-) est pur de poids n ~ i. Pour ~'0--~ Q t (de poids o), on retrouve le r~sultat principal de I (avec l'hypoth~se projectif et lisse remplac~e par propre et lisse). 314
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Une rdduction facile, parall~le ~t la preuve du thdorSme de finitude pour les R i f (of. SGA 4, X I V , :) ram6ne le thdor~me I au th~or6me suivant, et ~ une 6tude locale l'infini des faisceaux lisses ponctuellement purs sur une courbe (C ci-dessous). TMorkme 2 (cf. (3.2-3)). - - Soient X 0 une courbe propre et lisse sur Fq, j : U 0 - , X 0 l'inclusion d'un ouvert dense, et 3 r o un faisceau lisse ponctuellement pur de poids n sur U 0. Alors, H~(X, j..~-) est pur de poids n + i.



Voici les grandes lignes de la ddmonstration. A) Nettoyages. - - (i) Si u : Xo-~-X 0 est un morphisme fini surjectif de source une courbe propre et lisse X0, et q u ' o n ddsigne par ' le c h a n g e m e n t de base par u, les H;(X,j,,~-) sont des facteurs directs des t t i (X t , j .. t. ~~T'.t ). Cet a r g u m e n t pcrmet de se ramcner au cas oil la m o n o d r o m i e locale de ~- en les points de X - - U est unipotente. (ii) Un thdor6mc dc dualitd assurc quc Hi(X, j . Y ) et H ~ - i ( X , j , ( ~ v ) )



sont en



dualitd parfaite, 5. valeur dans Qt(--I). Ceci ram6ne ~t vdrifier que les conjuguds complexes ~' des valeurs propres a de Frobenius sur H (i . x , j .-~ - ) sont de valeur absolue l e'l__q . Le cas difficile est celui du H 1. B) Plongements complexes. --- Soient 0~eQt unc valeur propre de Frobenius sur Hi(X, j . -~). I1 est c o m m o d e de reformuler comme suit les estimations ~ vdrifier : pour chaque isomorphisme L : Q t - ~ C , on a I:el o , et on ddtermine m en terme de la m o n o d r o m i e locale de o~o en x o ( i . 8 . 4 ) . Plus gdndralement, on ddtermine WN:~,)(~) pour e valeur propre de F~~ sur ~-o, au sens ( : . : 0 . 2 ) . PremiSre drape : montrer que w~(,,)(~.)_> Ri~F et Riq~.
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(x. x.~') Au w 6, nous travaillerons de fa~on essentielle dans une cat6gorie ddrivde d'une cat~gorie de tkisceaux t-adiques. II s'agit d'une thEorie qui n'est pas au point. Nous nous rdfugierons dans le cadre suivant. Soient R l'anneau des entiers d'une extension finie E x de Q.t, et m son iddal maximal. Si X est un schema, on note D - ( X , R) la catdgorie 2-1imite projective sur n. D - ( X , R) : = 2-1im proj D - ( X , R/m"). U n objet K de D - ( X , R) s'identifie ~ un syst6me projectif dEfini par des complexes K , e O b D - ( X , R/m") et par des isomorphismes : L



K,,+~)~/o,.+~R/m~ ~ K .



(dans D - ( X , R/m")).



L



Le complexe K , se notera plut6t K~;R/m". On s'intdressera surtout "a la sous-catdgorie D}(X, R) formde des K e O b D - ( X , R) L



b



tels que K| soit bornd "a cohomologie constructible. Pour tout n, K| est alors dans D~tt(X , R/re") (complexes bornEs, de Tor-dimension finie, dont les faisceaux de cohomologie sont constructibles; cf. a) ci-dessous). Les remarques suivantes justifient l'usage que nous ferons de Dbc(X, R). L



a) Si K est darts D}(X, R), les . a ~ i K : = ( ( l i m p r o j )>.,Y'i(K|



sont des R-faisceaux constructibles. D6coupant X, on se famine, pour le prouver, au cas off les J ~ ( K |



L



reprEsentant K|



sont localement constants. Tout complexe ~t composantes plates, L



admet une filtration (la filtration m-adique) de quotients suc1.



L



cessit~ quasi-isomorphes h K| Les .;r174 '~) sont donc localement constants, et il suffit d'Etudier leur fibre en un point. Dans le cas ponctuel enfin, on applique 1'argument de SGA 5, XV, p. 3 2.



b) REciproquement, si o~" est un R-faisceau constructible sans torsion, le syst5me projectifdes complexes rdduits ~ o~-| en degi6 o est dans I)~(X, R). Nous n'aurons pas besoin de considErer le cas off o~" a de la torsion; il faudrait remplacer o~| L



par -:>__l(.~|174 '~ (k assez grand pour que mk-" tue la torsion de o~; le complexe obtenu est alors indEpendant de k).



c) Sous des hypotheses de tinitude convenable, par exemple lorsqu'on travaille dans la catEgorie des schemas de type fini sur S avec S rdgulier de dimension < I , les categories Dbat(X, R/m ") sont stables par les quatre operations Rf., f*, R f , R f t, ainsi L



que par les operations internes | et R Horn. De plus, toutes ces operations commutent la reduction mod m". Elles s'Etendent done trivialement "& I)b,q(X, R). De m6me pour les foncteurs RLF et Rqb de la thEorie des cycles ~vanescents. Voir SGA 489 [Th. finitude]. 324
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Exemple. - - Soient X de type fini sur S, comme ci-dessus, et o~ et N deux R-faisceaux | , f~| n) forment constructibles sans torsion sur X. Les faisceaux 8xtwm,,(~" i alors un syst~me projectif, et on pose :



,~xti(~ ", f#): = ~%,~R~ r n (o~, ~) =)~xt~/m,(~'|



~, fg|



Cet ~xt ~ est ~t nouveau un R-faisceau constructible. Cette construction passe au quotient pour d6finir des gxt ~ de Ez-faisceaux constructibles, e t s'dtend par passage h la limite aux O.d-faisceaux constructibles. L



L



d) Si, quels que soient K et L darts D~(X, R), les groupes I-Iom(K|



~, L | ~) sont finis (tel est le cas pour X de type fini sur un corps fini ou alg6briquement clos), alors la catdgorie D~(X, R) est triangul6e, de triangles distingu6s les triangles dont la r6duction modulo ms est distingu6e pour tout n. En g6n6ral, la consid6ration de triangles est avantageusement remplac6e par celle de complexes filtr6s : on ddfinit DF~tt(X , R/m ~) comme la catdgorie d6rivde de la cat6gorie des complexes bornds filtrds (de filtration finie), dont le gradu6 est de tor-dimension finie (cf. L. Illusie, Complexe cotangent et d6formations, I, LN 239 (Springer), chap. V, n ~ 1-3). On pose : DF~(X, R ) : = 2-1im proj DF~tt(X , R/m~), et chaque fois qu'on aimerait consid6rer un triangle dans D~(X, R), on peut faire mieux : construire un objet de DF~(X, R), dont la filtration n'a que deux crans, les sommets du triangle cherch6 6tant les deux cornposantes du gradu6, et le complexe sous-jacent (oubli de la filtration). Par abus de langage, nous appellerons parfois triangles de tels objets de DF~(X, R). Nous les 6crirons comme une suite exacte courte. e) La d6finition des foncteurs de troncature -r) : (faisceaux de Well lisses) > (reprdsentations de W ( X o , 5r off ~ est d6fini c o m m e en (x. 1.6). Des arguments standard montrent que, si X 0 est connexe, ce foncteur est une 6quivalence de catdgorie. I1 nous permet, c o m m e en (I. I. 6), de transposer aux faisceaux de D,reil lisses le langage des representations.



(I.I,I3)



Supposons X 0 connexe. Pour ye[X01 (ou, plus gdnEralement, pour y un point de X 0/~ valeur dans un corps fini) les Frobenius F u sont dans W(X0, ~), l'image de Fu dans Gal(k/Fq) 6tant la puissance enti6re q~ deg!,sl (off d e g y = [k(y) : F~]) de la substitution de Frobenius. L'Eldment F u de W(X0, s est bien ddfini h W(X0, s conjugaison pros, car son centralisateur dans %(Xo, s s'envoie sur un sous-groupe ouvert de Gal(k/Fq) (si_~ est un point gdomEtrique localisE en y, ce centralisateur contient une copie de Gal(_~/y), dont l'image dans Gal(k/Fq), identifi6 ~ Z, est deg(y).7.). 328
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Nous appellerons degr/s les fl~ches k droite du diagramme : o



,z



(l.I.I3.I) o



on a deg Fu = degy. Les fl6ches deg sont surjectives si X 0 est g~om6triquement connexe. En g~n~ral, si le plus grand sous-corps fini de F(X0, @x,) est de degrd n sur Fq, leurs images sont nZ et nT,. (I.I.I4) Soit o~" un faisceau sur X. Si F : X - + X est l'endomorphisme de Frobenius de X, d~duit par extension des scalaires de l'endomorphisme de Frobenius x ~ x q de X 0 (lequel est Fq-lindaire), et que i d x o • X - + X est l'action du Frobenius g6om~trique FeGaI(F/Fq), on voit comme darts SGA 5 X V qu'il y a un isomorphisme canonique (idxoXF)*o~-___F*.~. Pour ~'0 un faisceau de Weil sur X0, on en dfiduit une correspondance de Frobenius F*o~'-~-, et le foncteur o~-0 ~ (~-, F*) est une 6quivalence de la cat6gorie des faisceaux de Weil avec celle des faisceaux .~" sur X, muni d'un isomorphisme F* : F*~--%o~. Pour les faisceaux constructibles de Z/in-modules, ou pour les Zt-faisceaux constructibles, on dispose d'un r~sultat analogue. Le lecteur prendra garde qu'il n'en va pas de m~me pour les Q t - ou Qt-faisceaux : prendre par exemple o~'= Q t , et F*---- multiplication par ueO~,t qui ne soit pas une unit~ t-adique. Le morphisme compos~ F* : H~(X, ~z-) _~ H~(X, F*~') --~ H~(X, o~') ddduit de la correspondance de Frobenius coincide avec l'action de FEW(k/Fq), agissant sur Hi(X, i f ) i par transport de structure. De m6me pour les He...



(I.I.IS)



On appelle r~l(X0, ~) le groupe fondamental arithmgtique, et ~I(X, ~r le groupe .[ondamental ggomgtrique. Si X 0 est normal, ce sont des groupes profinis. Si o~-0 est un faisceau de Well lisse sur Xo, son groupe de monodromie ggomgtrique est t'image de TI:I(X, X) dans G L ( ~ ) .



(x.2) Poids D/finition ( x . 2 . x ). - - Soient q une puissance d'un hombre premier, et neZ. Un nombre est dit pur de poids n, tel. q, s'il est alg/brique et que tous ses conjugu/s complexes sont de valeur absolue q~/~. Dans la suite, > signifiera ~ 616ment de Q t >>. Dgfinition ( I . 2 . 2 ) . - - Soient X un sch/ma de type fini sur Z et o~ un faisceau sur X . (i) On dit que o~ est ponctuellement pur s'il existe un entier n, le poids de ~-, tel que, pour tout x e l X I, les valeurs propres de F~ soient pures de poids n, rel. N(x). (ii) o~" est mixte s'il admet une filtration finie de quotients successifs des faisceaux ponctuellement purs. Les poids de ceux de ces quotients qui sont non nuls sont les poids ponctuels de o~ 329
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D'apr~s ces ddfinitions, le faisceau o est ponctuellement pur et, pour tout n, est de poids n. I1 est mixte, d'ensemble de poids vide.



Variante ( x . 2 . 3 ) . - - Si k est un corps fini, les faisceaux sur Spec(k) s'identifient aux repr6sentations ~~ de Gal(k/k). O n leur transporte la terminologie (I. 2.2). Variante ( x . 2 . 4 ) . - - U n e m~me terminologie s'applique aux faisceaux de Weil (i. I. i o), ainsi q u ' a u x Qt-vectoriels munis d'une action de Frobenius, en ce qui concerne la variante ( i . 2 . 3 ) .



Stabilit/s (x . 2 . 5 ) . - - (i) La cat/gorie des faisceaux ponctuellement purs de poids n est stable par les opr de passage au quotient, g~ un sous-faisceau, par extension, image r/ciproque, image directe par un morphisme fini. (ii) Le produit tensoriel de deux faisceaux ponctuellement purs de poids n et m est ponctuellement pur de poids n -t- m. Le dual d' un faisceau lisse ponctuellement pur de poids nest ponctuellement pur de poids -- n. (iii) La cat/gorie des faisceaux mixtes est stable par les op/rations de (i), et par produit tensoriel. (iv) Notons enfin que Q t ( I ) est ponctuellement pur de poids --2. (x.2.6)



Pour montrer que a E Q ) est pur de poids n, il suffit de vdrifier que pour



tout isomorphisme t de Q t avec C, le n o m b r e complexe te est de valeur absolue q,/2. Le h o m b r e 0: est alors a u t o m a t i q u e m e n t algdbrique, sans quoi ~ pourrait 6tre n'importe quel n o m b r e transcendant. Dans toute la suite, nos arguments concerneront sdpar6ment chaque isomorphisme t. C'est pourquoi, bien que les concepts importants soient ceux de ( I . 2 . 2 ) , la terminologie suivante nous sera utile. Soit ~ uu isomorphisme (de corps) de Q t avec C. Si q est une puissance d ' u n n o m b r e premier, et que



(I.2.6. x)



~Q~,



on pose :



wq(~): = 2 logq] ~[;



c'est le ~-poids de ~, rel. q. Pour tout h o m b r e rfiel ~, un faisceau o~ est dit ponctuellement t-pur de poids ~ si, p o u r tout x e i X I et toute valeur propre ~ de F~ agissant sur o~, on a w~(~>(~) - ~ . O n dit que o~" est t-mixte s'il a d m e t une filtration finie de quotients succcssifs ponctuellement t-puts. Les poids de ceux de ces quotients qui sont non nuls sont les ~-poids (ponctuels) de ,o~. O n transpose de marne les variantes ( i . 2 . 3 ) et ( I . 2 . 4 ) . L'analogue de (I. 2.5) reste vrai. O n notera que, pour k un corps fini, une reprdsentation V de W(k/k) est a u t o m a t i q u e m e n t ~-mixte. ( x . 2 . 7 ) Torsion. Pour b~Q~, nous appellerons ~ 1 un quelconque faisceau de Weil sur Spec(Fv), de rang un et p o u r lequel F soit la multiplication par b. Pour b une unit6 t-adique, c'est un faisceau ordinaire. Si un choix a ~t~ fait d'une cl6ture algfibrique F



330
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de F~, on le normalisera par le choix d ' u n isomorphisme entre sa fibre gdomdtrique en F et Q t - Pour X un schema de caractdristique p (i.e. sur Fp), o~ un faisceau sur X et b une unit6 t-adique (resp. X de type fini sur Fp, o~" un faisceau de Well et be/:~)), on note o~/b) le produit tensoriel de o~ par l'image inverse de Q(~I; on dit que o~-/b) se d6duit de #" par torsion. Le faisceau Q(~) est ponctuellement ~-pur de poids wp(b); la torsion o~-~o~/~) accroit donc les poids par wp(b).



Remarque (x.2.8). - - D a n s les d6finitions des faisceaux ponctuellement purs, et des faisceaux mixtes, nous avons impos6 aux poids d'6tre entiers. Dans celles des faisceaux ponctuellement ~-purs, et des faisceaux t-mixtes, il est c o m m o d e de leur permettre d'etre des nombres rdels quelconques. Le thdor6me profond (3-4. I) montre a posteriori que p o u r X de type fini sur Fp, cette gdndralit6 est largement illusoire : tout faisceau t-mixte est somme directe de faisceaux d6duits par torsion ( I . 2 . 7 ) de faisceaux t-mixtes de poids entiers, et tout faisceau ~-mixte p o u r tout t est somme directe de faisceaux d6duits par torsion de faisceaux mixtes. T o u t faisceau lisse est extension successive de faisceaux lisses irrdductibles, et nous verrons en (I. 3.6) que tout faisceau lisse sur X normal connexe de type fini sur F v se d6duit par torsion d ' u n faisceau dont le ddterminant ( = puissance ext6rieure maximale) est ddfini par un caract~re d'ordre fini du groupe fondamental de X. L a Conjecture ( x . 2 . 9 ) . - - Sur X de type fini sur Fp, tout faisceau est ~-mixte, est donc consdquence de la conjecture ( I . 2 . IO) plus prdcise ci-dessous. U n de nos outils principaux, le th~or~me ( I . 5 . I ) , est un rdsultat partiel en direction de (I. 2.9).



Conjecture ( x . 2 . x o ) . - - Soient X normal connexe de type fini sur Fp, et o~- un faisceau lisse irrdductible dent le ddterminant est dgfini par un caractOre d'ordre fini du groupe fondamental. (i) o~- est pur de poids o. (ii) Il existe un corps de nombres E C Q t soit ~ coeffcients dans E. (iii) Pour X une place non archime'dienne du polyn~me d e t ( i - - F ~ t , ~-) (valeurs propres (iv) Pour X divisant p, la valuation des



Iv( Iv(Nx)l
>de plus en plus grand, concentr6 sur S. L'image du groupe fondamental g~omdtrique s'obtient en rempla~ant k~, par le sous-groupe kk des id61es de normc I, i.e. en rempla~ant les C,, par les sous-groupes C ~ des classes de diviseurs de degrd o. Le noyau de l'application :



(v



$/'~



)\k



~k//]~ ~ 1 *



* )\k 1 ( IIr~ Uk * v



est un quotient de II r~, done est lc pioduit d'un pro-p-groupe par un groupc fini, et v~S



le groupe i m a g e l ] r~\k~s/k * ' * des classes de diviseurs de degrd o, pour l'~quivalence lindaire, est fini (Weil, BNT IV, Th. 7). La vari6td de Picard Pic~ est en effet de type fini, et ce groupe de classes de diviseurs est le groupe des points rationnels sur Fq de Pic~ ( x . 3 . 2 ) Dans la suite de cet article, nous appeUerons simplement faisceaux les faisceaux



de Weil (I. I. Io). Les Qt-faisceaux constructibles seront appelds faisceaux ~tales. Cette convention nous am6nera parfois ~ appliquer ~t des Qt-faisceaux des rfisultats prouvfis pour des Qt-faisceaux. La justification sera toujours imm6diate. ( x . 3 . 3 ) Soit o~0 un faisceau de ,aug i sur X 0. Le groupe W(X0, 3:) agit sur . ~ par homothdties, via un caract~re Z : W(X0, x')-+Q*t. R6ciproquement, pour tout tel caract6re Z, l'6quivalence (I. I. I2) nous fournit un faisceau ~0(Z), muni d'une trivialisation Le (i .3-i), est done



c~(x)~Qt. caract6re Z se factorisc par lc plus grand quotient ab61ien de W(X0, s D'apr~s le groupc dc monodromie gdomdtrique de o~ i.e. 1'image par Z de ,~I(X, ;~), le produit d'un groupc fini par un pro-p-groupe. Ccttc imagc cst aussi un sous-



groupe compact de E*, pour E Ci~t uric cxtension finie de 0-,2. C'cst donc le produit d'un groupe fini par un pro4-groupe et, puisque p # g, c'est un groupe fini. En particulier, unc puissance Z" (n>o) de Z est trivialc sur r~l(X, ~), i.c. de la formc w ~ b ~('~ Si c est une racine n-i~me de b, le caractSre X est le produit du caractSre w ~ c ~('~ par un caract6re z d'ordre n, i.e. ~. valcurs darts lc groupe cyclique dcs racines n-i~mes de l'unit6 de Q t . En particulier, pour y e i X 0 i , on a = i cl : le faisceau o~o est ponctuellement t-pur, de poids le t-poids de c rel. q (i. ~. 6. i). On a prouvd :



Proposition (~ .3-4). - - Soient ~o un faisceau lisse de rang I sur X oet Z: W(X0, ~ ) - + Q } le caract~re correspondant. 333
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(i) Le groupe de monodromie ggomgtrique de o~"o est fini. Plus pr&islment, le caract~re Z est le produit d'un caract~re w ~ c dogie) par un caractkre d'ordre fini. (ii) o~-0 est ponctueUement ~-pur, de poids le poids de c, rel. q.



Variante. - - Si X 0 est une courbe, la ddmonstration de ( I . 3 . I) est compl&e - - ind6pendante de ( 1 . I I ) - - d'ofl ddj~ (1.3.4). Voici, d'apr& N. Katz, comment d~duire le cas g~ndral de (i-3-4) de ce cas particulier. Soient E C Q t comme plus haut et M le groupe des dldments d'ordre fini de E* (racines de l'unitd). C'est un groupe fini. On commence par montrer que, quels que soient x et y dans IX0[ on a z(Fx)l/deg(~)=z(Fu) x/dog(u) dans E*| (not6 multiplicativement) : joignant x e t y par une courbe, on se ram6ne au cas off X 0 est une courbe et on applique (1.3.4)- Quel que soit le o-cycle de degrd o Zn(x)x, on a donc Z(IIF:(~)) e M . I1 rdsulte du thdorSme de Cebotarev que ces produits de Frobenius sont denses dans le 7~1 g6om&rique, que Z envoie donc dans M : la restriction de Z au ~1 gdom&rique est d'ordre fini, et on conclut comme prdcddemment.



D6finition



(I.3.5).



--



Soit ~'o un faisceau lisse sur X 0. Les poids d&erminantiels d



(rel. t) de ~o sont les nombres



I



(~-poids de Argo) pour fr un constituant de ~'o, et d son rang.



I1 est clair q u ' u n faisceau lisse ponctuellement t-pur de poids ~ est aussi purement de poids ddterminantiel [~. ( I . 3 . 6 ) Si ~o est lisse, irrdductible de rang n e t que baO~e est tel que, pour un y~[Xo] , on a det(Fu)=b~aOg(u)[Vq:Fp], le faisceau ~0(b-l) (1.2.7) est de poids d6terminantiel o (rel. ~) pour tout ~ : sa puissance ext6rieure maximale est d6finie par un caract6re d'ordre fini. ( I . 3 . 7 ) Pour &udier le comportement des poids d6terminantiels par produit tensoriel et puissance extdrieure, il nous sera commode de passer du langage des faisceaux celui des representations de groupes alggbriques de monodromie. Le dictionnaire est inspir6 de Serre [11], I I (I.3). Soit donc ~0 un faisceau lisse sur X 0. Soit G o le sous-groupe algdbrique de G L ( ~ ) adh6rence de Zariski du groupe de monodromie gdomdtrique ( I . I . 1 5 ) . Par push-out partir de la suite exacte o ~ n l ( X , ~) ~ W ( X 0 , ~) ~ Z - * o , on d6finit un groupe alg& brique (non de type fini) G, extension de Z par G O : o



(x.3.7.x)



o



> GO



> W(Xo, ~)



>Z



>o



>G



>Z



>o



GL(
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Voici la ddfinition exacte : si w e s t un dldment de W(Xo, ~) de degrd I, W(X0, ~) est le produit semi-direct du groupe w z engendrd par w par 7~1(X, ~). L'image N de w dans G L ( ~ ) normalise celle de rh(X, Y) (le groupe de monodromie gdomdtrique). Elle normalise donc son adhdrence de Zaxiski G o et G est le produit semi-direct de Z par G ~ relativement ~ l'action int(w) de Z sur G ~ Le groupe G obtenu s'ins~re dans un diagramme ( I - 3 . 7 - i ) , et ceci le caractdrise ~ isomorphisme unique pr6s. Chaque reprdsentation lindaire du groupe algdbrique G ddfinit une reprdsentation g-adique de W(X0, ~), donc un faisceau de Well sur X 0. Le faisceau o~o de ddpart correspond k la reprdsentation tautologique ( I . 3 . 7 . I) de G dans GL(o~). Si o~0(i) est une famille finie de faisceaux lisses, et qu'on applique la construction prdcddente ~ la somme ~0 des ~0/~), on peut dans ( i . 3 . 7 . i) remplacer GL(o~) par le sous-groupe I I G L ( o ~ ) ) . Chaque faisceau o~0(~)est ddtermind par la reprdsentation de G dans le facteur correspondant GL(o~i)). Thdor~me ( x . 3 . 8 ) (Grothendieck). - - Soient o~"o un faisceau lisse sur Xo, G e t G o comme ci-dessus et G ~176 la composante neutre de G ~ Alors, le radical du groupe algdbrique G ~176 est unipotent. Nous prouverons d'abord le Corollaire ( i . 3 . 9 ) . - - Si ~ est semi-simple, l'adMrence de Zariski G o du groupe de monodromie gdomdtrique de ~o est extension d'un groupe fini par un groupe semi-simple. Si la reprdsentation de W ( X 0, x) sur o~0x est semi-simple, il en va de m~me de sa restriction au sous-groupe distingud r~l(X, x) : la somme des r~I(X , x)-sous-modules simples est W-stable, donc a un suppldmentaire... Nous prouverons (I. 3-9) en supposant seulement que la reprdsentation de ~zl(X, x) est semi-simple. Sous cette hypoth6se, G ~176 est rdductif, et il s'agit de prouver que son plus grand tore central T 1 est trivial. I1 est isogbne au plus grand tore T quotient de G ~176 Supposons tout d'abord que G ~ ~176et que G est un produit : G_~G~176215 L'application W(x0, x ) - + G fournit alors des morphismes W(X0, x)-+T, tels que l'image de rh(X, x) soit Zariski dense. Puisque T e s t un produit de groupes multiplicatifs, il rdsulte de ( i . 3 . 4 ) que cette image est finie, et T = { i }. Nous ram~nerons le cas gdndral ~ ce cas particulier en rempla~ant X o par un rev~tement fini, et Fq par une extension finie, donc W(Xo, x) et G par des sous-groupes d'indice fini. Le groupe W(Xo, x) agit sur T 1 en respectant l'ensemble fini F C X(Tt) des caract6res par lesquels T 1 agit sur ~o;. Cet ensemble engendre X(T1) car G ~ donc T1, agit fid61ement; le groupe W(Xo, x) agit donc sur T 1 via un quotient fini, et on se ram6ne ~ supposer cette action triviale. Le groupe des automorphismes extdrieurs de G ~176triviaux sur T1, est fini : on peut supposer que W(Xo, x) agit sur G ~176 par automorphismes intdrieurs. O n se ram~ne enfin k supposer que G ~ ~176et on a alors G~G~176215 335
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Prouvons (I. 3.8). Soient G une suite de Jordan-H51der pour o~'0, P le sous-groupe de GL(o~) qui respecte la filtration G, et N le sous-groupe de P qui agit trivialement sur les quotients successifs (radical unipotent), et L = P/N. O n a G OC P, et l'analogue G o de G o pour Gra(o~o) est l'image de G o dans L : le groupe algdbrique G O est extension de G o par un sous-groupe de N, a u t o m a t i q u e m e n t unipotent, de sorte qu'il suffit de prouver ( i . 3 . 8 ) pour Gra(o~o) , justifiable de ( 1 . 3 . 9 ) . Lemme (I . 3. x o). - - Soit G u n scMma en groupes extension de Z par un groupe algdbrique G ~ dont la composante connexe de l'identitd G ~176 est rdductive. Les conditions suivantes sont gquivalentes.



(i)



G admet une reprAentation lindaire dont la restriction ~ G O est fid~le.



(ii) G admet une reprAentation lindaire dont la restriction ~ G ~ a un noyau fini. (iii) Soit Z oo la composante connexe du centre de G ~176La restriction ~ Z oo de tout automorphisme intdrieur de G est d'ordre fini. (iv) Le centre de G s'envoie sur un sous-groupe fini de Z. L'implication ( i ) ~ (ii) est triviale. Prouvons que ( i i ) ~ (iii) : si p e s t une reprdsentation lindaire c o m m e en (ii), les poids de Z oo dans cette reprdsentation forment un ensemble fini de caract~res, qui engendrent rationnellement le groupe des caract~res de Z ~176Cet ensemble fini est respectd par Faction de G sur Z oo par automorphismes intdrieurs. U n sous-groupe d'indice fini de G agit donc trivialement sur cet ensemble, et sur Z ~176 Prouvons que (iii) ~ (iv). Soit g u n dldment de G d ' i m a g e i dans Z et soit y l'automorphisme x ~ g x g -1 de G ~176O n sait que le groupe des automorphismes d ' u n groupe rdductif est le produit semi-direct d u groupe des automorphismes respectant un 6pinglage par le groupe adjoint (automorphismes intdrieurs) (SGA 3 X X X I V (i-3)) et q u ' u n automorphisme qui respecte u n 6pinglage est d'ordre fini si et seulement si sa restriction au centre connexe l'est. L'hypoth~se (iii) assure donc que y est le produit d ' u n automorphisme d'ordre fini respectant u n 6pinglage par un automorphisme intdrieur. Modifiant g par u n ~16ment de G ~176on peut supposer y d'ordre fini. L a restriction de Int(g) ~ G o est alors elle aussi d'ordre fini. Si elle est d'ordre n, g" est central (comme centralisant G o et g), et (iv) en rdsuhe. Enfin, sous l'hypoth~se (iv), G a d m e t un sous-groupe central Z, engendr6 par u n 61dment g d'image n 4=o dans Z ; le groupe G / Z est algdbrique et toute reprdsentation fid~le de G / Z fournit une reprfsentation de G dont la restriction ~t G o est fid~le. Corollaire ( x . 3 . H ) . - - Supposons ~ semi-simple, et soit Z le centre de G. Alors, les noyaux et conoyaux de d e g : Z ~ Z sont finis.



Le noyau Z n G ~ est contenu dans le centre de G ~ qui est fini d'apr~s (i .3-9). D'aprfis ( i . 3 . 9 ) encore, la condition ( I . 3 . I O ) (iii) est trivialement vdrifi~e (on a Z~176 et le conoyau est fini d'apr~s ( I . 3 . io) (iv). 336



LA CONJONCTURE DE W E I L . I I



16,



Corollaire (x.3.x~,). - - Supposons ~o semi-simple, et soit g u n glgment central de degrg m + o de G. Pour que le faisceau d~fini par une representation V de G soit purement de ~-poids dgterminantiel 6, il faut et il suffit que les valeurs propres o~ de g agissant sur V vgrifient toutes



I I



=



O n se ram~ne ~ supposer V simple, auquel cas g est scalaire. On remplace alors V par sa puissance extdrieure maximale, pour se ramener au cas off V e s t de rang I. Ce cas est laissd au lecteur (cf. (1.3.4)). Cette interpretation du poids ddterminantiel fournit aussit6t la proposition suivante, qui est le rdsultat principal de ce numdro. Proposition (x. 3. I3). - - (i) Soit f : X o-+ X o un morphisme dominant de scMmas normaux connexes de type fini sur Fq. Pour qu'un faisceau lisse sur X o soit purement de ~-poids dgterminantiel 6, il faut et il sufft que son image inverse sur X o le soit. (ii) Si des faisceaux lisses ~'o et fr sur Xo sont purement de t-poids ddterminantM ~ et y, alors o~'o| fr est purement de ~-poids ddterminantiel ~ + y. (iii) Soit ~o un faisceau lisse sur Xo, et soit n(~) la somme des rangs des constituants de ~o a



de ,-poids ddterminantiel 6. Alors, les poids dgterminantiels de/X.o~o sont les Y~a(6) ~ avec ]~a(6)= a et a(~) i > - - d ) comme l'image inverse dans Ker N ~ du sous-objet Mi pour Ker Nd/Im N a. Remarque (x.6.2). - - La caractdrisation (i.6. i) de M montre sa compatibilit6 au passage ~t la cat6gorie duale. Dgfinition ( i . 6 . 3 ) . - - Za partie primitive Pi(V) (ou simplement Pi) de Gr~V est le noyau du morphisme induit par N de Gr~V dans Grff_2V. ( x . 6 . 4 ) Si i > o , N : G r ~ V - + Gq~_aV est injectif, puisque N ~ - l o N est un isomorphisme, et Pi=o. Si i > o , et si l'on 6crit que N o N ~+1 : Gr~+2V-+Gr~_~V~Gr~_~_~V est un isomoIphisme, on trouve que Gra_~V est somme directe de P_~ et de l'image de Grit+, par N~+I; le morphisme N induit un isomorphisme de cette image avec Gr~_~_2V. R6pdtant cette construction, on construit par r6currence ddcroissante sur i > o un isomorphisme de GrM_~Vavec la somme des P - i pour j > i e t j congru k i mod 2. Utilisant de plus les isomorphismes N~: G ~ V - ~ Gra_~V, on obtient des isomorphismes :



(x.6.4.x)



G ~ V " @ P-i" j>li} j--_i(2)
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Via ces isomorphismes, le morphisme N de G ~ V dans Gr~_2V est l'inclusion 6vidente pour i > I ( i - - 2 ~ - - I ) , la projection ~vidente pour i - - 2 < - - I .



I



i-..



-Gr0 \ :



P0 I ~2~3



~,Gr 2/:



P2



P3 I ~



"'" 1



7



6



Lemme (x. 6.5). - - Le morphisme N : (V, M) ~ (V, M dEcal~ de 2) est strictement compatible aux filtrations. I1 faut prouver que NM~+2DIm(N)c~M ~. Distinguons deux cas. Si i % le morphisme N : V/MI+ 2 -+V/Mi a un gradu6 injeetif, done est injeetif, et N-1M~.C Mi+2, d'ofl afortiori l'assertion. Ceci permet d'6changer les constructions Ker N e t



Gr M :



Corollaire (x. 6.6). - - L'inclusion de Ker N dans V induit des isomorphismes : Gr~(Ker N) --%P,. ( x . 6 . 7 ) Supposons maintenant que V soit un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k. Nous commencerons par ddcrire M lorsque, dans une base e de N, la matrice de N est



(x.6.7.x)



10



0



0



0



O~



I



0



0



0



0



0



I



0



0



0



0 0 0



I 0



Posons dim V = d + I e t indexons les vecteurs de base par les entiers allant de 2 en 2 de d $ --d, de sorte que Nei=ei_ z pour i # d et que N e _ d = o . Alors, IVIiest engendrd par les ej pour j o tel que F'" et F"" aient m~me image dans GL(V), et le lemme en rEsulte. Quel que soit ~, les ~-poids des valeurs propres de F', ou de F" (rel. q) sont donc les mfimes. A l'imitation de (I .2), on ddfinit alors ce qu'est une representation pure, mixte, t-pure, et les poids d'une representation. Proposition-dgfinition ( x . 7 . 5 ) . - - Supposons que les t-poids de V soient entiers. Il existe alors une et une seule filtration finie croissante M de V, stable par W(K/K), telle que Gq~.(V) soit ~-pur de poids i. On l'appelle la filtration par le poids. On a NM~(1) C M,_ 2. Choisissons un rel~vement F' de Frobenius dans W(K/K). Soit V" la somme des sous-espaces propres gEn~ralisds de F' dans V correspondant aux valeurs propres ~ telles I1 s' git de prouver que que wq(~)=i, et posons M i' = j o tel que F ' " = F"" mod 11. Pour X convenable dans Q,r on a alors dans GL(V) : F " " = exp(XN)F'", done F " " = e x p ( ~ N ) F ' " exp(~N) -1 si ~ = ~ , / ( i - - q " ) . Puisque V~ est encore la somme des sous-espaces propres gEnEralisEs de F'", relatifs aux valeurs propres a telles que w~,(~)=i, l'automorphisme exp(~N) transforme M' en M". Puisque N respecte M', on a gagn6. 347
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CoroUaire ( x . 7 . 6 ) . - - Si V e s t ~-pur, l'action de I se factorise par un quotient fini. Par torsion, on se ram~ne ~ supposer V de poids entier. La filtration M est par hypoth~se rdduite ~ un seul cran. Puisque NM~ C Mi_2, on a donc N = o, et (I. 7.6) en rdsulte.



Remarque ( I . 7 . 7 ) . - - La preuve de



(I.7.5)



montre que n'importe quelle repre-



sentation V admet une unique d6composition V = Y , V ~ (eeQ}/(qZ.racines de I)), telle que les valeurs propres des rel~vements de Frobenius da.ns V" soient dans e. Chaque V ~ est obtenu par torsion ~ partir d'une repr6sentation mixte.



Variante ( x . 7 . 8 ) . - - Si D est un diviseur lisse dans un schdma rdgulier X, les constructions qui precedent ont un analogue pour les faisceaux sur X - - D , modgrgment ramifids le long de D. U n peu plus g6n6ralement, soit D u n diviseur ~ croisements normaux de X, r~union transverse de diviseurs lisses D i (ieI). On se localise, pour que chaque D~ admette une ~quation globale t~=o. Soit E l'intersection des Di. Pour n inversible sur X, posons X,=X[t~/"]~EI (le sous-sch6ma de l'espace affine sur X, de coordonn6es T~, d6fini par les dquations T~=tl). Le rev~tement ramifi6 7:: X , ~ X de X est ~tale au-dessus de X - - D , et totalement ramifi6 au-dessus de E; au-dessus de E, 7: admet la section t~/~=o; on appelle restriction ~t E d'un faisceau sur X, son image inverse par cette section. On d~finit une action de (~x,)I sur X , en faisant agir (ri)ie I sur t~/" par multiplication par r,. Soient L un ensemble de hombres premiers inversibles sur X, et o~ un faisceau d'ensembles sur X - - D , localement constant, mod~r6ment ramifid le long de D, et m~me L-ramifi~ le long de D, au sens suivant : pour d le point g6n6rique d'une composante irr6ductible de D, l'hensdlisd X(a/ est un trait hensdlien; si ~ en est un point gdndrique gdom~trique, on demande que le groupe d'inertie agisse sur ~ via un L-groupe. Le lemme d'Abhyankar assure alors l'existence d'un entier n, dont tous les facteurs premiers sont dans L, tel que l'image inverse de o~ sur 7 : - 1 ( X - - D ) C X~ soit la restriction 7:-~(X--D) d'un faisceau localement constant o& sur X , , que nous appellerons le prolongement localement constant de o~- ~ X , . Nous noterons o~[E] la restriction de E. Elle est munie d'une action de ~ , d~duite de Faction de ~ sur X , . Posant ZL(I) = t~L z t ( I ) x (un pro-faisceau sur E), on obtient ainsi un foncteur o~--+~-[E] des faisceaux d'ensembles sur X - - D , localement constants et I.-ramifids le long de D, dans les faisceaux d'ensembles, localement constants sur E, munis d'une action de ZL(I)I. Ce foncteur passe aux Qt-faisceaux constructibles par passages ~ la limite (et on a une variante pour les faisceaux de Weil). Dans bien des cas (voir (I. 7.12. I)), et notamment si X est de type fini sur Z, Faction de 7,L(I) I e s t quasi-unipotente : il existe des endomorphismes nilpotents commutant entre eux Ni dans ( E n d ( ~ - [ E ] ) ) ( - - I ) tels que, si a est dans un sous-faisceau > nZL(X)I convenable de Zr.(i) I, il agisse par exp(Y~Nial). O n appellera N i l e o . 352
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2) De m~me, avec les notations de (I . 8 . 6 ) , si o~"o est u n faisceau lisse sur Uo, m o d d r d m e n t ramifid le long de Do, la restriction de j.o~"o ~ D o est le sous-faiseeau des invariants d ' u n sch6ma en groupes finis pc, dans K e r N C ,~0'[D0], et si ~ o est ponctuellement t-pur de poids [3, on d~duit p a r torsion de (I . 8 . 7 ) que, p o u r la filtration de m o n o d r o m i e M, G~(j,o~0 ]Do) est p o n c t u e l l e m e n t t-pur de poids ~ + i , et nul p o u r i > o . 3) Sous les hypotheses de (I. 8 . 6 ) , on volt aussi que W et la m o n o d r o m i e d~finissent sur j.o~-0[D 0 une filtration M p o u r laquelle Gr~(j,~'0]D0) est lisse et t-pur de poids i.



Corollaire ( x . 8 . 9 ) . - - Soient X o un schdma de type fini sur Fq, j : Uo,-+Xo un ouvert de Xo, et ~-o un faisceau t-mixte de poids ponctuels Uo est u n sous-sch6ma localement fermd de Uo, d ' a d h d r e n c e V o dans Xo, et que ~-o~-+i,i'o~'o, o n p e u t r e m p l a c e r (Xo, Uo, ~-o) p a r (V0,



Vo, c) Normalisation : si ~ : X o - + X o est fini et surjectif : 9 J, X;



U0 ~ ~ > Xo on a j,o~o,--> s,J',~,*#"o. Ceci p e r m e t de r e m p l a c e r (Xo, Uo, o~-o) p a r (Xo, s - l ( U o ) , e*O~'o). d) Faire de l'infini u n diviseur : si o~"o est lisse, et que k : Vo'-+ Uo est u n ouvert dense, on a j , Nz-o,-+ (jk),k*o~ o. Ceci p e r m e t de r e m p l a c e r U o et o~"o p a r Vo et k*3Z-o. e) Localisation au point gdndrique /~ l'infini : soit i : F o , - + X o le c o m p l d m e n t de Uo, et k:Vo~-->F o u n o u v e r t dense de F o. Si X o est normal, et ~-o lisse, o n a



i'j.,~o "-+ k.k'j. ~o . Soient en effet x u n point gdomdtrique de Fo, y une g~n~risation de x dans V o et z une g6ndrisation de y dans U o. L'hypoth~se assure que l'image inverse de U o dans l'hensdlisd strict de X o en x est connexe, donc q u e (i*j,o~o),,---~ (~o)~. La factorisation de cette fl~che en :



(i'j.o~'o),-+ (k.k'j.o~'o),-+ (j.o~-o)u-+ (~-o)z fournit l'injectivitd voulue. Prouvons ( I . 8.9) p a r r d c u r r e n c e sur dim U 0. Les ddvissages a) ~ d) nous r a m ~ n e n t supposer X o normal, U o lisse et le c o m p l d m e n t d ' u n diviseur de Well F o et o~"o lisse p o n c t u e l l e m e n t t-pur et modfir6ment ramifid aux points gfindriques de F o. Dans e), 353
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le th6or6me est acquis p a r r d c u r r e n c e p o u r k,, et il suffit donc de p r o u v e r ( I . 8.9) apr~s avoir remplac6 X 0 p a r des ouverts d o n t la r6union des traces dans F o soit dense dans F 0. Ceci nous r a m 6 n e ~ (I .8.8) 2).



Corollaire (x. 8. xo). - - Soient ~'o un f aisceau lisse sur X o de type fini sur F~ , et j : Uo~--~X 0 un ouvert dense de X 0. Si la restriction de o~"o ~ U o est ponctuellement t-pure, alors ~'o lui-mgme est ponctueUement t-pur. Soit ~ le poids de ~ ' o l U o . O n a ~'o~-+j,j*~0 et ~0 v ~---~j,j*~'o~ , puisque ~ 0 et son dual ~ o ~ sont lisses. D'apr6s (I . 8 . 9 ) , ~-0 est donc ~-mixte de poids ponctuels ~ . Puisque son dual est de m~me ~-mixte de poids ponctuels < - ~, ses poids ponctuels sont aussi > ~, et ( i . 8 . i o) en rdsulte. I1 n'est en fait pas ndcessaire d ' i n v o q u e r (i . 8 . 9 ) : p a r restriction ~ des courbes et normalisation, on se r a m 6 n e facilement au cas off X 0 est une c o u r b e lisse, et on invoque d i r e c t e m e n t (~. 8. ~).



Corollaire ( I . 8 . i i ) . - - Tout faisceau lisse t-mixte ~'o sur X 0 normal de type fini sur F~ est extension successive de faisceaux lisses ponctuellement ~-purs. O n p e u t supposer X 0 connexe, et o n se r a m 6 n e ~ supposer le faisceau irr6ductible. Puisque X 0 est normal, sa restriction ~ u n q u e l c o n q u e ouvert n o n vide U 0 est e n c o r e irr6ductible - - donc p o n c t u e l l e m e n t t-pure p o u r U 0 convenable, p a r d6finition des faisceaux ~-mixtes - - et o n applique ( i . 8. i o). Nous verrons plus t a r d (3-4. I) que (i .8. i i) v a u t sans hypoth~se de normalitY.



Corollaire (x .8. x2). - - Soit ~'o un faisceau lisse t-mixte sur X o connexe et de type fini sur Fq. Si ~'o est ~-pur en un point de X0, il est ponctuellement t-pur. Supposons d ' a b o r d X o normal. II r6sulte alors de (i .8. I I) que les poids de ~-o se lisent sur sa fibre en u n point arbitraire de X 0. Dans le cas gdndral, en a p p l i q u a n t ( i . 8 . i i ) k l'image inverse de ~-o sur le normalis6 de Xo, on trouve que l'ensemble des points de X 0 off ~'o est p u r d ' u n poids [~, contient avec u n point ferm6 x o toutes les composantes irrdductibles de X o passant p a r x 0. I1 est donc o u v e r t et ferm6.



Variante (I .8. I3). - - Dans tout ce p a r a g r a p h e , on p e u t r e m p l a c e r t-pur et t-mixte p a r o. Si, pour tout point x de U 0 et toute valeur propre ~ de F, sur ~ o on a ]] ~ ]1< bdegl'), alors, pour tout point x de [So I, et toute valeur propre ~ de F x sur j , ~'o , on



a encore



II ll i et l'isomorphisme de I~ avec Z tels que o~l(y)= q-dOg(v). On a %=%+2,~0gq. Notant encore deg le morphisme compos6 G-+Fd~g-+z, on pose deg(v)-----deg(x,). Soit g u n dMment du centre de G d'image non triviale dans r . I1 en existe par hypoth~se. Une reprdsentation lindaire complexe ~:: G - + G L ( V ) est unitarisable si et seulement si v(g) Pest : d'une structure hermitienne invariante par g on en d6duit une invariante par G par integration sur le groupe compact Gig z. Si v est irrdductible, donc v(g) scalaire, il existe un unique nombre r~el a tel que ]~(g)l--~o(g), et v.c0 o est unitarisable. On appelle ~ la partie rgelle ~('~) de -r. On a ~ ( v . % ) = ~ ( v ) + ~ ( s ) . Soient G l'ensemble des classes d'isomorphie de reprdsentations irrdductibles de G, et 6 l'ensemble de celles qui sont unitaires. Les ensembles {'~.% [see} forment une partition de G, et l'application s ~ - r . % identifie {-r.%]seC} au quotient de C par
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un sous-groupe discret de iR si P_~Z, et ~ C si F ~ R . Nous munirons G de lastructure de surface de R i e m a n n p o u r laquelle il est la somme disjointe de ces quotients. (B') Pour tout vEY., on a N v ~ I . (B") Le produit infini vGY. II ( i - - N v - ' ) -1 converge absolument pour ~ ( s ) > I . tout



Pour F isomorphe ~t Z, ces conditions peuvent se rdcrire : deg(v)~>o, r : # {v I deg(v ) ----n } < O (qr +'1"). L'hypoth~se (B") assure que, pour



veG,



et, pour



le produit infini :



L ( ~ ) = II det(i--v(x~)) -1 vet,



converge absolument pour ~ ( ~ ) > i. C h a q u e facteur est holomorphe en -~ pour ~ ( z ) > o , et L(v) est fonction holomorphe de v p o u r ~ ( z ) > I . O n pose L(v, s) ---- L(-~. cos). Exemple (2. I. 2 ) , - - Supposons que F_~R, et donnons-nous un isomorphisme de l'extension G avec G ~ Soit x,0 la composante de x, dans G ~ L a situation est entiErement dEcrite par le groupe compact G ~ la famille des classes de conjugaison x,0 dans G o et la famille des nombres reels N v > I. Les axiomes (A) (B) deviennent : le produit infini I I ( i - - N v - ~ ) - t converge absolument p o u r ~ ( s ) > I. Cette situation est considErEe par Serre dans [i I], IA2, et nous renvoyons le lecteur aux exemples que donne Serre. Exemple ( 2 . I . 3 ) . - - Soient X 0 une courbe lisse absolument irrEductible sur Fq, K son corps des fractions et s un point gEomEtrique de X 0. Soit G l'extension : o -+



l(x,



w(x0,



--+ Z --> O,



col(n)=q-", Y,----IX01 et x, le Frobenius gEomEtrique F,. O n a r La condition (A") n'est en gEnEral pas satisfaite, mais cf. les remarques apr~s (A"). Les conditions (B) sont satisfaites. Les fonctions L(% s) sont les fonctions L d'Artin assocides aux representations irrdductibles de G a l ( K / K ) , non iamifiEes sur X0, ou plut6t ces fonctions L privEes des facteurs locaux hors de ]X0] et translat~es en s. Thgorbme ( 2 . I . 4 ) . - - Avec les hypotheses et notations de ( 2 . I . I ) , supposons que la fonction L(v) se prolonge en une fonction mgromorphe de v pour ~ ( v ) > I et que, dans cette r/gion ~ ( z ) > I , elle est holomorphe sauf pour un pole simple en o~1. Alors, la fonction L(I:) ne s'annule pas pour ~ ( v ) = I, sauf pour au plus une reprgsentation %, de dimension i et d/finie par un caract~re co1~ avec ~ d'ordre 2. Pour une representation v non nEcessairement irrEductible, on dEfinira encore L(v) et L(v,s) c o m m e en (2. i . i ) . O n pose L ' ( z ) = ~ sdL ( V , s) de convergence : L' (2"*'4"I) L (z)-- y~ log N v . T r z(x~). n>0
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O n peut plus gdndralement prendre p o u r ,~ une repr6sentation virtuelle, i.e. un 616ment du groupe de Grothendieck de la cat6gorie des repr6sentations de G. Pour -~ unitaire et a r6el ~ i , ~o v est dans le domaine de convergence et (2. i - 4 . I), appliqud ~ c%.v, se r6crit :



(2. I. 4- 2)



L'



L (~o v) = ~ (log Nv. (Nv)- no) Tr ~(x~). n>0



Soit ~ une mesure sur G, voire sur l'ensemble des classes de conjugaison de G. Pour toute reprdsentation unitaire virtuelle v de G, nous poserons : (2. 1 . 4 - 3 )



~(z) = f T r ,(g)d~.



L'intdgrale converge si la masse totale de [~1 est finie. Nous appellerons alors la fonction ~:~(':) la transform/e de Fourier de ~. Si l'on n'impose pas ~ -~ d'etre unitaire, on parle de m~me de transformge de Fourier-Laplace. Si ~ est positive, de masse totale finie, on a pour route reprdsentation unitaire virtuelle p : (2. x . 4 . 4 )



~(O | ~ ) ~ o



(pour



[z ~ o).



L' L a formule ( 2 . I . 4 . i ) exprime que, p o u r (r>I, Ao(v)-------~(C0oV ) est la transform6e de Fourier de la mesure positive de masse totale finie :



(2. x. 4 . 5 )



~o = Z log Nv. Nv- no. 3 [x~"] vGZ n~>0



sur G (on dcrit 3[a] p o u r la mesure de Dirac en a). Pour toute reprdsentation unitaire virtuelle p de G, de caract6re rdel et >_-o, on a doric Ao(o)~>o pour ( r > i ; en particulier, pour toute reprdsentation unitaire virtuelle p, on a : ('~.I.4.6)



Ao(9|



(pour



(~> I).



Pour -:eG, soit ,(v) l'ordre du p61e (l'oppos6 de l'ordre du zdro) de L en ~:co1. O n p r o l o n g e v par additivit6 au groupe de Grothendieck de la cat6gorie des repr6senL' tations unitaires de G. Pour v dans ce groupe, la fonction - - ~ (~. %) n'a que des p61es simples, et son rdsidu en zo)~ (veG) est v(v). Faisant tendre ~ vers I dans (~. 1 . 4 . 6 ) , on trouve donc que p o u r toute reprdsentation unitaire virtuelle de G :



Le thdor6me rdsulte du lemme suivant



Lemme (2. x .5). - - Soit vune fonction ~ valeurs entikres sur G. On suppose que : a) pour la repr/sentation triviale I, v(I)----I; b) v(,~)----v(~); c) v('~) o dont Mertens ddduit le thdor~me de H a d a m a r d et de La Vall6e-Poussin selon lequel ne s'annule pas pour ~s----I. (2. x. xo) II est classique que la non-annulation de L(-r) pour ~(v)--~ I implique une 6quidistribution des x~. L e c a s off F est isomorphe ~t R est trait6 en ddtail dans Serre [I I], IA2. J e traiterai ici du cas off F est isomorphe ~tZ. Faisons donc les hypoth6ses : (C) la fonction L(z) admet un prolongement mdromorphe pour ~ ( - ~ ) > I ; dans ce domaine, elle a un p61e simple en c01, et aucun autre p61e, et elle ne s'annule pas pour ~(v)---- I ; (D) F est isomorphe ~t Z. 367
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Soit z u n dl6ment central de G, de degrd d > o . L'espace G ~ des classes de conjugaison de G est le quotient de G par le groupe compact G / z z agissant par automorphismes int6rieurs. I1 est somme disjointe des G~, pour G ,~ l'ensemble des classes de conjugaison de degr6 n, et la multiplication p a r zk induit un isomorphisme de G~, avec G~,+ka. Consid6rons les mesures suivantes sur G e t G~ : ~ = Y~ deg(v)q-"de~(v)~[x"], v@ I~ n>O



d g = la mesure de H a a r sur G pour laquelle G o est le volume I, ~ 0 = l e produit de dg par la fonction caractfiristique de l'ouvert off c o _ l > I , ~x0~= l a projection de ~xo sur G~. Proposition (2. x. xx ). - - Si (C) et (D) sont satisfaites, la transform/e de Fourier-Laplace de ~ - - ~ g (qui converge pour , e G , .~(z)>o) se prolonge en une fonction holornorphe de 9 pour



~(~)>_o. !



Par (2. ~.4. I), la transformde de Fourier-Laplace de ~ est Celle de ~0~ s'annule en dehors des % , et sa valeur en co, est



q-"



I--q -s



L'



log q L (~)t.':). . Dans le domaine



R ( v ) > o , g~ et ~ sont donc mdromorphes, avec pour seul pSle un p61e simple de r6sidu I/log q en o~o. L a proposition en r6sulte. Pour comparer les mesures ~ et ~0~ sur G~, nous les ram~nerons dans u n G~ avec o < i < d , p a r translation par une puissance de z. O n a



r tdorkme ( 2 . x . x2). - - Sous les hypotheses (C) et (D), quel que soit i, la mesure z-"(~lG~+,a ) sur G 2 converge vaguement vers z-"(~g]Gg+.a) pour n-->~. Des arguments bien connus ([~ ~], IA~) m o n t r e n t que (2. I. I~) equivaut ~t l'assertion suivante, off z n ' a p p a r a l t plus :



Corollaire (~. x. x 3). - - Pour toute reprgsentation unitaire 9 de G, de caract~re encore not/%



on a j ~ ( g ) ( ' ~ - ~ o ) d g - + o Prouvons



(2.I.I3).



pour n--->~. Pour



n>o,



posons



a,:fa~r(g)(~--~o).._



En



v.~%,



la



transformde de Fourier-Laplace de ~ - - ~ 0 ~ vaut Y%q-"". D'apr6s (~. i. i i), la sdrie de puissance ~ a , t ~ est unc fonction holomorphe de t pour I t l < I , donc aussi pour t dans un disquc u n peu plus grand, de sorte que a, ddcroit c o m m e une s6rie gdomdtriquc.



(2.2) - - Puret6 et compacit~ Les conventions (o. 7) sont en vigueur. ( 2 . 2 . x ) Soit G c un sch6ma en groupes sur C, extension de Z p a r u n groupe alg6brique G ~ d o n t la composante neutre G~~ est semi-simple :



(2.2.x.x) 368
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D'apr~s (i. 3. IO), le centre Z c de G c s'envoie sur un sous-groupe d'indice fini de Z. Le schdma en groupe Ge/Zo est donc un groupe algdbrique (i.e. est de type fini). Choisissons un sous-groupe compact maximal U dans Go/Z0, et notons G~ son image inverse dans G o. L'intersection G~ de G~ avec Gg est un sous-groupe compact maximal de Gg, et l'on dispose d'une suite exacte :



(2.o,.x.2)



o -->G~-> G~--->Z --->o.



Lemme (2.~,.o). - - Deux glgments de G R conjugugs dans G c sont conjugugs darts GR. Si K est un groupe compact, ses classes de conjugaison sont s6pardes par les caract6res de ses repr6sentations complexes irr6ductibles, et on sait que celles-ci se prolongent en des reprdsentations algdbriques de son complexifi6 K o. Deux dl~ments de K eonjuguds dans K c sont done conjugu6s dans K R. Si Z' est le sous-groupe de G R engendrd par un dl~ment central de degr6 non nul, on prouve (2.2.2) en appliquant ce qui pr6c~de au groupe compact GR/Z', et en observant que deux 616ments de GR de m6me degrd sont conjuguds si leurs images dans G~/Z' le sont. ( 2 . 2 . 3 ) Un 616ment de G c est dit semi-simple si son image dans le groupe alg6brique Gc/Z r Pest, unipotent s'il est contenu dans G O et unipotent dans ce groupe alg~brique. Tout 616ment g de G c s'6crit de fa~on unique comme produit g=gsg~=g~g,, avec gs semi-simple et g~ unipotent. Cela r6sulte du m~me fait pour Gc/Zc, et de ce que les 616ments unipotents de G c s'envoient bijectivement sur ceux de Gc/Z 0. ( 2 . 2 . 4 ) Soit X 0 un sch6ma de type fini sur F~, normal et gdom6triquement connexe, muni d'un point base s Le groupe de Weil W(X0, i ) est une extension (I. I. 13 . I) de Z par le groupe fondamental gdomdtrique =I(X, ~-). Soit un morphisme d'extensions : o



o



) GO



> G---



,z



,o



>Z



> o,



satisfaisant aux conditions a), b), c) suivantes :



a) G o est un groupc algdbrique sur Q t , extension d'un groupe fini par un groupe semi-simple. Cette hypoth6se implique que G admet des reprdsentations lindaires fid61es.



b) Le groupe G o peut ~tre ddfini sur une extension finie suffisamment grande E de O~ dans Q t , et G~



est la r6union des groupes topologiques G~



pour F une



extension finie de Q t dans Q t contenant E. On suppose que la premi6re fl6che verticale : hi(X, x ) ~ G~ se factorise par un homomorphisme continu de rq(X, ~) dans un G(F), et que l'image de =l(X, ~) est Zariski-dense dans G ~
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En consfiquence, pour toute representation lin~aire (V, v) de G O (resp. de G), on a V G ' = V "'lx'~l Chaque reprdsentation lindaire (V,-~) de G ddfinit une reprdsentation t-adique de W(X0, x-), d'ofl un faisceau lisse ~o(v), muni d'un isomorphisme de WI(X0, ~)-reprdsentations O~o(V)~V. Via cet isomorphisme, on a : v GO=V~,~x,~ = H0(X,



~-(-)).



c) I1 existe une reprdsentation lin6aire V de G, dont la restriction ~ G o soit de noyau fini, telle quc le faisccau lisse corrcspondant soit ~-mixte. D'apr~s (2.~.8) (i), pour toute reprdsentation (V, v), o~'0(':) cst alors t-mixte. La conjecture ( i . ~ . 9 ) implique que la condition c) est toujours remplie.



Exemple (2.2.5). - - Soient '~-0 un faisceau lisse ,.-mixte sur Xo, V = ~ 0 ~ et supposons que la restriction ~ nl(X, k-) de la reprdsentation V de W(Xo, ~) soit semi-simple (par exemple : o~-0 semi-simple). On ddfinit G comme en (i. 3.7), et la preuve de (I. 3.9) montre que les hypotheses de (2.2.4) sont satisfaites. ]~tendons les scalaires de Q t ~ C, par l'isomorphisme ~. O n obtient une suite exacte ( 2 . 2 . i . i ) . Choisissons G R comme en ( 2 . 2 . I ) . Proposition ( 2 . 2 . 6 ) . - - Soit ve [Xol , et soit tFo l'image d'un Frobenius ggomgtrique F~eW(X0, ~) par l'application compos& W(Xo, ~) --+G 2+ Go . La composante semi-simple (~F~), de tF, est alors conjuguge ~ un glgment de G , , et ce dernier est unique ~ GR-conjugaison prks. L'unicit6 rdsulte de (2.2.2). Prouvons l'existence. Soient V comme en (2.2.4) c) et V~ les constituants de la reprdsentation V. Si V'~ se ddduit de V~ par torsion (I. 2.7) et que V ' = @ V ' ~ , la reprdsentation V' satisfait encore les hypotheses de c). Rempla~ant V par V' convenable, on peut donc supposer que G agit sur V via un quotient G/Z', avec deg Z' d'indice fini dans Z. Les faisceaux ddduits des constituants de V' sont alors ponctuellement t-purs, et de poids ddterminantiel o (cf. (I. 3-12)), donc ponctuellement t-purs, de poids o : pour ve I X0[ et ~ une valeur propre de F~ sur un quelconque constituant de V, on a I~] = I . Notons v la reprdsentation de G sur V, et soit v(tF,), la composante semi-simple de v(~F,). Puisque v(tF~) s a pour valeurs propres des nombres de valeur absolue i, le groupe (v(tF,),) zest relativement compact dans GL(V0). Puisque V 0 est une reprdsentation lin6aire de noyau fini du groupe alg6brique de type fini Gc/Z~, on a v(tF,)s=-~((~F,),), et l'image dans G0/Z ~ du groupe (~F~)z e s t relativement compact donc contenue dans un sous-groupe compact maximal; ceux-ci 6tant tous conjuguds, (tF~), est contenu dans un conjugufi de G R. ( 2 . 2 . 7 ) Soient maintenant G R comme ci-dessus, extension de Z par le groupe compact G ~ et :



Y --Ix0[, x~ = la classe de conjugaison, dans G , , d'un conjugu6 de (~F,),,
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Ces donn~es sont du type (2. x. I), et satisfont aux axiomes (A) et (B'). Le produit infini en (B") est celui qui d~finit la fonction ~ de X 0. I1 converge pour N s > d i m X 0 ( I . 4 . 6 ) . D~s lors : si dim X 0 = I, les axiomes (A), (B) sont v6rifi~s; - - si dim X o = N , ils le deviennent si on prend p o u r caract~re co1 non pas q-ao~g c o m m e ci-dessus, mais q-Ndegg. Dans la suite, nous garderons le choix ( 2 . 2 . 7 ) de r et modifierons en consdquence les dnoncds d u n ~ (2.I) lorsque N > ~ . Par exemple, pour v unitaire, les produits L(z, s) convergent pour . ~ s ~ N .



--



La relation entre les fonctions L de (2. I) et les sdries formelles g-adiques Z de I . ( ~ . I4) est donn~e par la proposition suivante, de vdrification laissde au lecteur.



Proposition ( 2 . 2 . 8 ) . - - ( i ) Les foncteurs ~ extension des scalaires par ~ ~>et ~ restriction gt G~ >~sont des dquivalences de catdgories : (reprdsentations lindaires de G)---> (reprdsentations lingaires de Go)-+(reprdsentations complexes continues de GR). Pour z une reprdsentation complexe continue de G~, soit o~o(Vt) le faisceau ddduit de la reprdsentation g-adique correspondante z t de W(X01 ~). S i v est irrdductible, ce faisceau est ponctuellement t-pur de poids 2N(z). (ii) Posons Z(o~-0(~-t), t)---- II d e t ( i - - F z t dogz, o~0(zt)-~ ). Lafonction L(v, s), ddfinie pour ~ s assez grand, admet le dgveloppement en puissances de q-~ suivant :



(2.2.8.x)



L(v, s ) = tZ(o~-0(vt) , t) ,=e-s



Corollaire ( 2 . 2 . 9 ) .



--



Si



dim(X0):I ,



la fonction L(v) remplit la condition ( C )



de (2. i.io). Vdrifions les hypoth6ses de (2. i .4), i.e. que :



a) si la repr6sentation irrdductible -: est unitaire, et n'est pas de forme r , la fonction L(v, s) est holomorphe pour aJs_>I; b) la fonction L ( % ) est m6romorphe p o u r M s > I , avec pour seul p61e dans cette r6gion un p61e simple en cos-----co1 . D'apr6s Grothendieck, on a : (2.2.9.x)



d e t ( i - - F t , Hie(X, o~(vt) ) Z(~'o(~t), t ) = d e t ( I - - F t , H~ .o~(vt))det(i--Ft , H~(X, .~'('rt) ) "



Dans le cas a), la restriction de v ~ G ~ est non triviale. La restriction de a"t ~ r~l(X , ~-) est donc non trivialc, et Ic ddnominateur vaut I. O n conclut par ( 2 . 2 . 8 ) (ii). Dans l c c a s b), L(r ~x,(S), et l'assertion est classique. O n peut aussi la prouver par voie cohomologique : la formule ( 2 . 2 . 9 . I) assure que Z(X0, t) est une fonction rationnelle avec au plus des p61es simples en t-=--x et t = q -1, et s'il n'y avait pas de p61e en q-l, les arguments de (2. I. I2) montreraient que le n o m b r e ~X0(Fr ) est bornd i n d d p e n d a m m e n t dc n, ce qui est absurde. 371
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Ceci nous assure, par ( 2 . 1 . 4 ) , que L(v) v6rifie (C), sauf peut-~tre pour un zdro en o~1.r avec ~ d'ordre 2. Le caract~re r de W(X0, ~) correspond ~ un revStement double X 0 de X 0. L a fonction : ~x~(S) =- ~x,(S) 9L(co,. ~) a y a n t un p61e simple en s = I ,



la fonction L ne peut s'annuler en ce point.



O n peut ddduire de (2. ~. ~2) et (2.2.9) des r6sultats d'~quidistribution k la SatoTate. Nous en repoussons la discussion ~ (3-5), pour pouvoir traiter le cas de dimension > i. La variante suivante de (2.2.9) nous sera d ' u n usage plus c o m m o d e : Corollaire (~'.2. xo). - - Soient X o une courbe lisse sur Fq et .~o un faisceau lisse t-pur de poids ~ sur X o. Alors, si z e s t une valeur propre de F sur Hx,(X, .~-), on a wq(a)< ~ + 2.



Ce corollaire amdliore la majoration triviale Wq(a) H~+q(V, ~*~-).



Les faisceaux R q f ~ * ~ - = Rqf.(jl~*o~- ) sont lisscs, sauf en lcs valeurs cxceptionnclles d e f . Soient t u n e valeur cxccptionnellc de f , A(*t)l'hensdlisd de A* cn t (un trait strictement hensdlien) et ~ un point gdndriquc g6omdtrique de A(*~).Appliquons la th6olie des cycles 6vanesccnts ~ l'imagc invcrsc de ~, jl~*o~', sur A(*t). Les faisceaux dc cycles dvanescents ~ q : cq(j~=*o~) sont concentrds au point exceptionnel x de St et l'on trouve une suite exacte longue : (3" I . I .



6)



0



0



. . . --->( R ~ * o ~ ) , ~ (Rqf~*o~)~ --->O~ ~ . . .



(3" x.2) Nous nous proposons de calculer les (I)~, ou plut6t leur gradu6 pour une filtIation convenable, sous l'hypothbse additionnelle suivante. (E) La monodromie locale de o~" autour de D est unipotente. Soient dED, Sca)le localis6 strict de S en d et V(d) l'image inverse de V dans S(a). L'hypoth6se (E) assure que l'image inverse de ,~- sur V(~I admet une filtration finie F (par des sous-faisceaux lisses) telle que les faisceaux Gr~(o~') soient constants sur V(a). i On note GrF(o~')d la fibre e n d du prolongement constant de Gr~,(o~-) sur S(d): c'est U~ Gr~(,~')). 374
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Nous utiliserons la notation suivante : si B est un ensemble ~ deux ~lfiments, est un groupe muni de deux isomorphismes oppos6s avec Z, index& par B. Par



exemple, A Z B ou Z~/(Z diagonal). Distinguons trois cas, selon la nature du point exceptionnel x de St (3. I. 1.2). ( 3 . I . 3 ) Cas (a). - - Puisquej!rc*o~ est lisse en x, on a ~;(jtzr174176176 et qb;(Qt ) est donn6 par la th6orie de Picard-Lefschetz (en dimension relative I) : qb~(Qt)=o si q=~I, et si B e s t l'ensemble ~t deux 616ments des branches de "St en x, on a , ~ ( Q t ) = Q t ( - I ) | Au t o t a l : (3-x-3. x)



qb~(j,=*~) = o



pour



q* I



(3" I .3.2)



O~(j!7~*f) ~ ~ ( - - I ) | 1 6 2



et



On peut donner de l'isomorphisme (3. I. 3.2) la description suivante (que nous n'utiliserons pas). Si W e s t la varidt6 des cycles dvanescents en x, il provient d'isomorphismes : (3.I.3.3)



Z/e"~ Hi(W,



~t,)=Ox,(Z/ln(I));



si u et v sont des 6quations locales pour les deux branches de S t e n x, le gdn6rateur canonique de Hi(W, ~t") est ddfini par le rev&ement kumm6rien Tt, = uv -1. ( 3 - I - 4 ) (;as (b). - - Supposons d'abord que o~- soit le faisceau constant Q t - Soit la suite exacte courte : (3. i .4. x)



Les groupes de cycles 6vanescents ~



sont nuls pour le faisceau constant Q t , puisque



f est lisse en x. Pour QtD, ils coincident avec le groupe analogue calcul6 sur D, et la suite exacte longue d6duite de (3. i .4. i) par application du foncteur cohomologique ~ fournit des isomorphismes : (3. x . 4 . 2 )



~ ( J , Qt) ~ ~ - 1 ( D, Qt).



si B e s t l'ensemble des deux points de l'hens61is6 D(~) au-dessus de ~, on a donc : (3.I.4.3) (a. i . 4 . 4 )



~q(jlQt) = o



pour



q4:I



et



=



Dank le cas gdndral, soit F une filtration comme en (3.1.2). On trouve par ddvissage que : (3" I "4"5) et que *~(j;Tr (3.i.4.6)



*~(jt=*J) =o



pour



q:~ I



admet une filtration F, pour laquelle : ~ t 9 *~z-)= Grv(o~')~ | r GrvOx(j,r~ 375
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( 3 . I . 5 ) Cas (c). - - Soit B l'ensemble ~ deux 6Mments des branches de D par x. N o t a n t i la projection dans S ou g de la normalisde D' de D, on a au voisinage de x une suite exaete : (3.I-5.I)



o ~ j , Q t - + l ~ t - + i . Q t ~ Q,~| ~(B) ~ o.



P u i s q u e f est lisse en x, et q u e f 0 i est lisse en les deux points de D' au-dessus de x, les faisceaux (I); sont nuls p o u r Q t et i . Q t. O n obtient donc des isomorphismes : (3. x. s.



Qt) =



Les qb~(x,{)_..t,|162



sont nuls pour



fournit la valeur des



~(J~Qt) et,



(3" I-5-3)



@~(jirr



=o



q*--I,



et qb~-'(x, 0 2 , | 1 7 4 1 6 2



Ceci



par ddvissage, celle de q)~(jtr:*o~) : pour



q + I,



et, p o u r F c o m m e en ( 3 . I . 2 ) : (3.x.5.4)



(3.2)



--



Gr vi qb1 (3,9 = 9 ~') -- Gr~ (o~).| ~(B).



Dimension



i



Les conventions (o. 7) sont en vigueur. Proposition (3-2. i). --- Soient X 0 une courbe lisse absolument irrgductible sur Fq, et o~o un faisceau lisse ponctuellement ~-pur et ~-rdel sur X 0 . Alors, les polyn6mes ~det(I -- Ft, H I ( X , o~')) sont gz coefficients r&Is.



Dans la formule de Grothendieck, (I. 4 - 7 . I), les facteurs au m e m b r e de gauche sont par hypoth~se des polyn6mes rdels et la fonction rationnelle au m e m b r e de droite est rdelle. Soit ~ le poids de o~"0. D'apr~s ( I - 4 . 4 ) et (2.2. IO), les zdros de t d e t ( i - - F t , H~(X, ~-)) (pris avee leur multiplicitY) sont ceux des p61es de cette fonction rationnelle qui sont de valeur absolue q-(~+~)/2. Leur ensemble est stable par conjugaison complexe, et le polyn6me t d e t ( i - - F t , H2c(X, o~')) est r6el. Si X 0 est affine, le H ~ est nul. Si X 0 est projective, c'est le dual de H2c(X, o ~ ' " ( - - i ) ) (dualit6 de Poincar6), et le polyn6me t d e t ( I - - F t , I P ( X , o~'v(--i))) 6tant rdel, on trouve dans tous les c a s q u e le polyn6me t d e t ( i - - F t , H~ ow)) est rdel. Le ddnominateur au m e m b r e de droite de ( 1 . 4 . 7 . 1 ) est done rdel, et le numdrateur ~ d e t ( I - - F t , H*0(X, o~)) dolt l'atre ~galement. Remarque ( 3 . 2 . 2 ) . - - Les arguments de (0.5) montrent que ( 3 . 2 . I ) hypoth~se d'irrdductibilitd absolue.



vaut sans



Thdor~me ( 3 . 2 . 3 ) . - - Soient X 0 une courbe projective et lisse sur Fq, j : U0'-+X0 un ouvert dense de Xo, et o~o un faisceau lisse ponctuellement t-put de poids ~ sur U0. Alors les valeurs propres ~ de F sur H ~ ( X , j . ~ ) satisfont a w q ( e ) = ~ + i . 376
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Pour une description des grandes lignes de la d6monstration, je renvoie ~t l'introduction. Pour i-=I, le groupe H I ( X , j . o~') est aussi l'image de Ha~(U, o~) dans H i ( U , ~ ' ) (cf. les groupes de cohomologie ~ parabolique )~ rencontres dans l'dtude des formes modulaires). Nous commencerons par prouver par r6currence sur k la proposition suivante qui, pour k = o , r6sulte de ( I . 8 . 2 ) . Lemme ( 3 . 2 . 4 ) (k). - - Soient U o une courbe lisse sur Fq et o~"o un faisceau lisse ponctuellement t-pur de poids o sur Uo. Alors, les valeurs propres ~ de F sur HI~(U, ~-) satisfont



( 3 . 2 . 5 ) (k) Si U 0 est un ouvert dense d'une courbe X 0 : j : U0'-+X 0 et que go est un faisceau sur Xo, la suite exacte longue de cohomologie d6finie par la suite exacte courte o - + j ! j * N o - + N o - ' , f Y o / j i j * f r 2 4 7 fournit une surjection : H1~(U,j* i f ) = Htc(X,j~j*ff) § RI~(X, if). Si U o est ]isse, et q u e j * f f o est lisse et ponctuellement ,-pur de poids ~, il rdsulte done de (3.2.4) (k) et d'un argument de torsion (I .2.7) que les valeurs propres de F sur Ha~(X, c5) satisfont ~ w q ( e ) < ~ + x + 2 -k. ( 3 . 2 . 6 ) Soit k ~ o . Admettons (3.2.4) (k) (et son corollaire (3.2.5) (k)) et prouvons (3.2.4) ( k + I). Nous le ferons d'abord sous les hypotheses (A) ~ (C) ci-dessous. Soit X 0 la courbe projective et lisse dont U 0 est un ouvert dense. (A) Le faisceau o~ sur U est mod6r6ment ramifi6, ~ monodromie locale unipotente, en les points de X - - U . Soient S O= X 0 • X o, V 0-~U 0 x U o, D Ole diviseur ~ croisements normaux de S o dont V o est le compl6ment, plongeons S O dans un espace projectif P0 et balayons S O par un pinceau d'hyperplans d'axe A o C Po. On suppose que le plongement et le pinceau peuvent fitre pris de sorte que (B) S, D et le pinceau de sections hyperplanes d'axe A remplissent les conditions de position g~ndrale (A) ~ (D) de (3. I. I). O n fera enfin l'hypoth~se de commoditd : (C) Les points exceptionnels ( 3 - I . i) sont d6finis sur Fq. Les fl~ches du diagramme (3. i. i. i) proviennent par extension des scalaires de morphismes de F~-sch6mas, que nous ddsignerons par les m~mes lettres f, % j. Nous noterons T O l'ensemble fini des valeurs exceptionnelles de f, W 0 le compl~ment de T O dans A 0 et w l'inclusion de W 0 dans A 0. Soit fg0=o~-0Nlo~-0--pr~o~-0| le produit tensoriel externe de o~0 avec lui-mfime. Nous appliquerons la thfiorie (3-I) au calcul de la cohomologie de N. Les hypotheses (A) ~ (E) de (3. i) sont satisfaites par hypoth~se par (S, D, c~) et le pinceau d'axe A. 377 26
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Lemme (3. o. 7). - - Le faisceau lisse w*Rif~*~0 sur Wo est facteur direct d'un faisceau ~-r&l. Preuve. - - Puisque le faisceau ~ est lisse et ponctuellement t-pur de poids o, le faisceau . ~ 0 = f f 0 | est ponctuellement t-pur et t-rSel, et il nous suffit de vSrifier que sur W 0 le faisceau RlfnL,~0 est ~-r6el. C'est une consSquence de (3.2. i) : si x~ IW01, si Y1 est la fibre de f : U o • o en x (une courbe sur k(x)) et si Y se dSduit de Y1 par l'extension des scalaires de k(x) ~ F d8finie par un point g6omgtrique K localis8 en x, ona:



(3.~.7.x)



(R~f ~L,~o)~ = H~ (Y, ~ * ~ )



et l'on applique ( 3 . e . e ) pour i = ~ et pour la restriction de ~*3f,~ ~ Y~. Nous prouverons ensemble les lemmes (3. e.8) et (3.e-9) ci-dessous. Lemme ( 3 . o . 8 ) . - - Le faisceau R~f~*N n'a pas de section a support dans T.



Ce lemme permet d'identifier Rlfn*~0 ~ un sous-faisceau de w.w*R~fn'fr . D'apr6s (3.2.7) et ( I . 5 . I ) , le faisceau w*Rlfn*(r admet une filtration finie G" quotients successes lisses et ponctuellement ~-purs. On la prolonge en une filtration finie de Rlfn*~0 par la formule : G ' R l f ~" fro = co,G'w* R~f rd fro r3 RXf ~* (r (intersection dans w.w'Rlf~*fYo). Lemme ( 3 . 2 . 9 ) . - - Si Gr~Rtfn*ffo ne devient pas constant sur A*, sa restriction ~ W 0 est ponctueUement ~-pure de poids entier. Soient ~ e X - - U , x son image dans X0--U0, ~ le point gfndrique de X0(~) et un point gdomdtrique localis6 au point g6nfrique de X(~I. D'apr6s (i .8.4) , la repr6sentation ~-o~ du groupe de Well W(~/~) admet une fltration de quotients successifs t-purs de poids entiers. L'hypoth6se (A) donne de plus que sur ces quotients l'inertie n'agit pas. Pour xeU0, la marne conclusion vaut par hypoth&e pour la filtration triviale, ~ un seul cran. Soient xeSo--V0, ~ un point g6om6trique localis6 en x, So(,/ l'hensflis6 de S O en x et Vo(~/ l'image inverse de V 0 dans S0(~l. Par produit tensoriel, on trouve que go admet sur V0(,i une filtration finie F, telle que les Gr~rNo soient constants sur VI~) et que les Gr~(fr ~ (notation ( 3 . I . 2 ) ) soient ~-purs de poids entiers. Pour xeV0, ~ lui-mSme est t-pur de poids entier (savoir, o). Soient leT, x~S le point exceptionnel au-dessus (3. i . i ) , t et x leurs images dans T Oet So, ~ un point g6om&rique localis6 au point g6n6rique de A~t), et ~ le point gfn6rique de A~(t/. Les faisceaux de cycles 6vanescents, calcul& au n ~ (3.I), &ant concentr& en x et nuls pour i4= i, on trouve une suite exacte ~ cinq termes :



(3.2.9.x) 378



o - , ( R l f ~. ~ o ) r + (R~f ~, ~o)~-+*~ ~ (R~f ~. ~o)~-+ (R2f ~. ~o)~ ~ o.
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L'injectivit6 h gauche assure que R ~ f ~ , g n'a pas de section ~ support dans t. Ceci prouve (3.2.8). O n trouve aussi des suites exactes courtes : o ~ G r ~ ( R l f ~ , g0)[ ~ Gr~~(R 1~ ~, go) ~-->At--> o, off A~ est un sous-quotient de O~. Le calcul (3. I) assure que @~, donc A~, admet u n e filtration de quotients successifs ~-purs de poids entier. D'aprbs ( i . 8 . 4 ) , si A~:o, le i e 1f ~ g0) est done de poids entier. faisceau ~-pur w G r ~( Pour conclure, on note que si, pour i fix4, tous les A~ sont nuls, le fais~ ceau ,Jr io Rlr Jt ~ ,,-,~ ~'0 est lisse, donc constant sur A* puisque la droite projective A* est simplement connexe. *



*



Lemme (3.2. x o). - - Les constituants de w* Rl f ~* go sont ponctuellement wpurs de poids < 2.



On salt que les constituants sont ponctuellement ~-purs. I1 suffit de tester les poids cn un point. Le lemme r6sulte de (2.2.IO) (cf. ( 3 . 2 . 7 . I ) ) .



a



Lemme ( 3 . 2 . I I ) . - - Les valeurs propres ~: de F sur E~a~H~(A *, RJfr:*fr 



.~ ~ i n D



Y On a Rf~-=



Rfo(jl~- ). Considdrons la suite exacte :



o --->jio~'--->j,~'--->il i'j, o~'--->o et la filtration induite par la filtration de m o n o d r o m i e locale M sur izi'joo~- ((i .8.6) t~ (I .8.8)). L a formation de ces faisceaux et de M est compatible au passage aux fibres. Le thdor~me ( 3 . 2 . 3 ) , appliqud t~ t o u s l e s isomorphismes ~, assure donc que R~l~j,o~est ponctuellement pur de poids n-t-i, et le thdor~me ( I . 8 . 4 ) (lui aussi p o u r tout ~) assure que Gr~(i'j,~-), nul pour k > o , est pur de poids n + k sur D ( i . 8 . 8 ) . Le morp h i s m e f i est fini, et il ne reste qu'?t appliquer (f), (a). ( 3 . 3 . 2 ) Pour minorer les poids, on peut utiliser les r6sultats de SGA 7 X X I 5 sur les valuations p-adiques des valeurs propres de Frobenius. Disons q u ' u n faisceau est entier si les valeurs propres des Frobenius sont des entiers alg6briques. Les poids d'un faisceau mixte entier sont n6cessairement positifs : si un entier alg6brique ~ est pur de poids n, rel. q, et de degr~ d, sa norme est un entier ordinaire, de valeur absolue le produit q,d/~ des valeurs absolues de ses conjugu~s complexes, de sorte que n > o .



Corollaire ( 3 . 3 - 3 ) . - - Soient f : X ~ Y un morphisme de scMmas de type fini sur Z et o~" un faisceau entier sur X . 8i o~" est mixte de poids ~ n , alors, pour chaque i, R i f ~ - est mixte de poids entre o e t n-k-i. Si i dgpasse la dimension maximum d des fibres, les poids sont compris entre 2 ( i - - d ) et n + i . D'apr~s SGA 7 X X I ( 5 . 2 . 2 ) , applique aux fibres de f , les faisceaux R i f ~ z" et R ~ f ~ ' ( i - - d ) sont en effet entiers.
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Lorsque X et Y sont de caract6ristique p > o , on peut remplacer les faisceaux 6tales par des faisceaux de Weil. Le cas le plus i m p o r t a n t est celui off Y = S p e c ( F q ) . Darts ce cas, (3.3. i) et (3.3.3) signifient ceci - - avec les notations (o. 7) :



Corollaire ( 3 . 3 . 4 ) - - - Soient X 0 un scMma de type fini sur Fq et o~ro un faisceau mixte de poids o . Si de plus i dgpasse la dimension d de X, on a w > 2 ( i -d). Corollaire (3-3.5)- - - Soient X 0 lisse de type fini sur Fq et ~'o un faisceau lisse mixte de poids >n sur X 0. Alors, Hi(X, o~') est mixte de poids > n q - i . O n se ram6ne ~ supposer X 0 p u r e m e n t d ' u n e dimension N. Soit o~0v le faisceau dual de o~"0. I1 est mixte de poids ~ - - n . D'apr6s ( 3 . 3 . 3 ) , le groupe I-I~S-i(X, o~-)(N) est mixte de poids _ < _ _ - - n ~ - ( 2 N - - i ) - - 2 N = - - n - i . La dualitd de Poincard identifie HI(X, o~-) ~ son dual, mixte de poids > n q-i. C o m b i n a n t les indgalit6s oppos6es de (3.3.4) et (3.3-5), on obtient le



Corollaire ( 3 . 3 . 6 ) . - - Soient X 0 lisse de type fini sur Fq et "~o un faisceau lisse pur de poids n sur X 0. Alors, l'image de H~(X, o~) dans HI(X, o~') est pure de poids n-=i. Dans SGA 489 [Sommes trigonom6triques] j'explique c o m m e n t ces rdsultats perm e t t e n t de majorer certaines sommes trigonom6triques. ( 3 . 3 . 7 ) Soit ~ est un hombre alg6brique, pur d ' u n poids n, rel. q, et normalisons les valuations p-adiques de Q(~) en exigeant que v(q) = i. A ~, et ~ chaque valuation v, attachons le couple de nombres rationnels (v(~), v(q~e-1)), off q - e - l = ~ . Si ~ est entier, ces nombres sont > o . L e u r somme vaut n. Pour le faisceau constant Q t , ( 3 . 3 . 4 ) et la m6thode de dualit6 (3.3.5) permettent de localiser comme suit les couples (r, s) attach6s aux valeurs propres de Frobenius sur un H i.



Corollaire ( 3 . 3 . 8 ) . - - On suppose X de dimension ~ remplacE par (( propre >) :



Corollaire ( 3 . 3 . 9 ) . - - Soit X o une varigtd propre et lisse sur Fq. Pour chaque i, le polynEme caract#istique det(t, i--F*, H~(X, Q t ) ) est h coeffwients entiers, inddpendants de t ([:~p). Les racines complexes ~ de ce polynEme (les conjugu~s complexes des valeurs propres de F*) sont de valeur absolue I o~] = q~/2. ( 3 . 3 . z o ) Le thdorSme (3.3. i) vaut, avec la m~me demonstration, avec mixte remplacd par :-mixte, et n remplacE par ~ R . Les seuls poids qui peuvent apparaltre dans R~fo~" sont les n o m b r e s < ~ + i congrus rood Z ~t l'un des poids qui apparalt dans 5z'. L ' a r g u m e n t ( 3 . 3 . 2 ) pour minorer les poids ne s'applique plus dans ce contexte. Mais (3-3.4) - - sauf ce qui concerne les faisceaux entiers - - et ( 3 . 3 . 5 ) , ( 3 . 3 . 6 ) valent tels quels. ( 3 . 3 . x x ) Dans tout ceci, l'hypothSse (( lisse >> n'apparalt que pour justifier la dualitE de Poincard. Ceci permet de remplacer (( lisse >> par (< rational homology manifold >> - - dans le c o n t e x t e / - a d i q u e : lisse p u r e m e n t de dimension n peut ~tre remplacd par la condition : s i a est la projection de X 0 sur Fq, on a R a ! Q t = Q e ( n ) [ 2 n ] .



(*)



Par exemple, un schema X o qui localement pour la topologie Etale est quotient d ' u n schema lisse de dimension n par un groupe fini satisfait ~t (*). (3-4) --



Application



: la structure



des falsceaux



mixtes



Les notations (o. 7) sont en vigueur. Thgorkme ( 3 . 4 .



I ), --



Soit ~o un faisceau ~-mixte sur un schgma X 0 de type fini sur Fq.



(i) 5z"0 admet une unique d~composition ~ ' 0 =



@ ~



b~ R/Z



la decomposition selon le



poids mod Z, dans laqueIle les ~-poids ponctuels de ~o(b) sont tous dans b. Cette d&omposition, dans laquelle les o~'0(b) sont bien stir presque tous nuls, est fonctorielle en ~o. Remarquons que chaque ~'0(b) se dgduit par torsion d'un faisceau ~-mixte de poids ponctuels entiers. (ii) Si les poids ponctuels de ~o sont entiers et que ~o est lisse, ~o admet une unique fltration finie croissante W par des sous-faisceaux lisses, la filtration par le poids ponctuel, telle que GrW(~'0) soit ponctuellement ~-pur de poids i. Cette filtration est fonctorielle en ~ o . Plus prgcisgment, tout morphisme entre faisceaux lisses :-mixtes de poids ponctuels entiers est strictement compatible ?~ leurs filtrations par le poids ponctuel. (iii) Si o~o est lisse ponctuellement :-pur, et que X 0 est normal, alors le faisceau ~ sur X est semi-simple. 383
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Lemme ( 3 . 4 . e ) . - - Si ~ exacte :



et ~o sont deux faisceaux lisses sur Xo, on a une suite



o---~n~



DELIGNE



~ o m ( ~ , .~))F--> Ext' (~'0, g0)-->n~( X, .~om(o~, (~))~.



Dans ce lemme, F e n exposant (resp. en indice) indique le groupe des invariants (resp. co-invariants), pour l'aetion de W(k/Fq). Le Ext 1 est le groupe des classes d'extensions, dans la catdgorie abdlienne des faisceaux sur X 0. La fl~che de droite est l'image rdciproque sur X : Extl(~0, fr -)" Extl( ~ , f r Hi( X, 5tfom(,.~-, fr On tombe dans la partie invmiante par F. Si une extension d'0 de o~-0 par No est gdomdtriquement triviale, elle admet sur X un scindage qo:o~-+d~. Les autres scindages sont de la forme q~--f, avec feHom(o~, N). L'extension est triviale sur X 0 si et seulement si q~--f peut fitre choisi invariant par F, i.e. si Fq0--c0eHom(.~,, N) est de la forme F f - - f , i.e. est d'image nulle dans Hom(o~, N)v, et la construction d~o~ (F~--q0) met en bijection classes d'extensions gdomdtriquement triviales et Hom(o~, N ) ~ = t I ~ JFom(o~, N))FLe lemme en rdsulte. Lemme (3- 4.3)- - - Si ~ o et go sont lisses sur X o lisse, et ponctuellement :-purs de poids et y, alors, il ne peut exister d'extension ~o de "~o par go, ggomgtriquement non triviale, que si ~---7(modZ) et que ~>7I1 suffit de vdrifier que F, agissant sur H i ( X , ~YFom(o~, N)), n'admet pas la valeur propre i. Le faisceau d%fom(o~, N) est en effet lisse, de poids Y--F, et d'apr6s (3.3.5), amplifi6 par (3-3. io), les seuls poids qui peuvent apparaitre dans son H 1 sont de la forme y - - ~ -5 1 + n, avec n entier >_o : le poids o n e peut apparaitre que pour ~ - g(mod Z) et [~>y. La mfime ddmonstration donne : Lemme ( 3 . 4 . 4 ) - - Si o~o et g o sont lisses sur X o lisse, et ponctuellement t-purs de poids et y, alors, on ne peut avoir Exta(o~'o, leo) + o que si [3--7(mod Z) et ~>_y. (3" 4- 5) Preuve de (iii). Si U 0 est un ouvert de Xo, et ~ un point gdomdtrique de Uo, nl(Uo, ~-) s'envoie sur nl(Xo, u-). Remplaqant X o par Uo, ceci nous ram6ne ~ supposer que X o est lisse. Soit o~-' le plus grand sous-faisceau lisse semi-simple de ~ (la somme des sousfaisceaux irrdductibles de .~-). Par transport de structures, il est stable par Frobenius, donc provient d'un sous-faisceau ~o' de ~0. Posons ~ o " = ~ o / ~ 0 ' . D'apr6s (3.4-3), puisque o~0' et ~o" sont ~-purs de m~me poids, l'extension #-o de ~o" par ~o' est gdomdtriquement triviale. Si ~-"4:o, ceci contredit la maximalit6 de ~-' (relever dans -~- un sous-faisceau simple de ~ " ' ) . O n a donc ,~-"----o, et ceci prouve (3.4. I) (iii). 384
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( 3 . 4 . 6 ) Preuve de l'unicitg dans (i), (ii). Soit x e l X I , au-dessus de x0elX0[. Pour chaque ~eR, soit o~'~(~) la somme des sous-espaces propres g6n6ralis~s de F,o relatifs aux valeurs propres ~ de ~-poids ~, reh qa~et~ol. O n a nficessairement :



et si les poids ponctuels sont entiers : =



Ceci prouve l'unicit6, et la fonctorialitC ( 3 . 4 . 7 ) Prouvons (i), (ii) sous les hypotheses additionnelles que X o est lisse et que ~o est extension successive de faisceaux lisses ponctuellement t-purs. C'est une consdquence formelle de (3.4.4) et de la semi-exactitude du foncteur Ext ~. O n proc~de par r6currence sur le nombre d'extensions requises pour construire ~ o . Ceci nous permet de supposer que ~0 est extension d'un faisceau lisse o~0", v~rifiant (i), (ii), par un faisceau lisse ponctuellement ~-pur ~0' de poids ~.



Preuve de (i). - - Soit b la classe de ~ dans R / Z . D'apr~s (3-4.4), si b'~eb, l'image inverse de O~o"(b') dans ~0 est une extension triviale de o~0"(b' ) par "~0'. On prend pour ~0(b) l'image inverse de ~0"(b), et pour o~0(b') (b'+-b) un rel6vement dans ~0"(b').



Preuve de (ii). - - Sous les hypoth&ses (ii), ~ est un entier. D'apr~s (3.4.4), l'image inverse de W~_lo~0' ' d a n s o~0 est une extension triviale de W~_to~o' par o~0'. Pour i < ~, on prend pour W ~ 0 un rel~vement de W~o~0"c" - W ~ - t ~0 ~ ' " dans ~ . Pour i > ~ , on prend pour W~oar0 l'image inverse de W~o~0". (3-4-8) Preuve de (i), (ii). O n procbde par rdcurrence sur dim X 0. Quitte ~ remplacer X 0 par X0rea , il existe un ouvert dense j:U0~--~X sur lequel o~"o satisfait aux hypotheses additionnelles de (3.4-7). L'hypoth~se de r6currence s'applique au compMment F o. Rappelons enfin que le foncteur o~0~(j*~0, i*o~0, fl~che de sp6cialisation) est une ~quivalence de la cat~gorie des faisceaux sur X o avec la catdgorie des triples ( ~ ' , o~o", s) form6s d'un faisceau sur U0, d'un faisceau sur F0, et d'un morphisme s:~o"-+i*j,o~o'.



Preuve de (i). - - I1 s'agit de voir que le morphisme de sp6cialisation : s: i*~'o-+ i*j,j*o~o envoie (i*~o)(b) dans i*j.((j*~o)(b)). O n deduit en effet de ( I . 8 . 9 ) par torsion que les poids ponctuels de i'j,((j*o~o)(b)) sont darts b, de sorte que ce faisceau coincide avec



( i*j.j*o~'o) ( b ) . 385 27
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Preuve de (ii). - - L'unicit~ 6tant assurde, on peut supposer par descente que X o est normal. O n a alors ~ 0 = J , J ~ et l'on prend W i ~ Wi3 ~'o, ceci donne OrW o = j ,- Gri3 w - . ~o, et l'on applique ( I . 8 . Io). 9



"*



"



"*



JOTU



9



Variante ( 3 . 4 . 9 ) . - - O n d6duit aussit6t de (3-4. x) que tout faisceau mixte lisse a d m e t une filtration par le poids ponctuel par des sous-faisceaux lisses, et que tout faisceau p u r e s t g6omdtriquement semi-simple. ( 3 . 4 . I O ) Soit P une propridtd de faisceaux sur les sch6mas de type fini sur u n corps fini (p.e. ~tre mixte, ~tre ponctuellement t-pur...). U n faisceau o~- sur un schdma X de type fini sur k algdbriquement closest dit avoir potentiellement la propridt6 Psi (X, ~-)/k se d~duit par u n c h a n g e m e n t de base ~-: Spec(k)-+S d ' u n syst~me (Xs,~-s) sur S - - avec X s de type fini sur S de type fini sur Z - - tel que les restrictions de o~-s aux fibres de Xs/S en les points ferm6s de S aient la propridtd P.



Exemple ( 3 . 4 . I X ) . - - Si f : Y - + X est propre et lisse, les faisceaux Rif, Q t sont potentiellement ponctuellement purs. Ceci r6sulte d ' u n a r g u m e n t standard de passage la limite, pour construire f0 : Y 0 ~ X 0 / S 0 propre et lisse, et de (3.3.9) appliqud aux fibres de f0. Le thdor~me de sp6cialisation (1. I I. I), ( i . I I. 5) permet de g6n6raliser (3-4. I) (iii) c o m m e suit : Corollaire (3.4-x2). - - Soient X un scMma normal de type fini sur k alggbriquement clos, et ~- un faisceau lisse sur X . Si o~" est potentiellement ponctuellement ~-pur, il est semi-simple. E n particulier, l'exemple (3.4- I I) donne le Corollaire (3.4-x3). - - Soient S u n scMma normal connexe sur k alggbriquement clos, et f: X~S un morphisme propre et lisse. Alors, les faisceaux R ~ f . Q t sont semi-simples. Remarque (3-4- I4)- - - Le point clef dans ]a ddmonstration du th6or~me de Lefschetz difficile donnde en (4- i . i) est un cas particulier de (3.4.13) dans lequel f est projectif et S une courbe (un ouvert de p1). Pour traiter ce cas, il suffit de (I. 1.6) (pour assurer la puret6 de R~f0.Qe ), (x. I x. I), pour l ' a r g u m e n t de sp6cialisation, et (2.2. io) (Hadam a r d - d e la Vallde-Poussin), pour interdire la valeur propre I dans la preuve de (3.4. I).



(3-5) -- Application



(3"5"I)



: th~or~mes



d'6quidistribution



Reprenons les notations et hypotheses de (2.2) : on a : o



o
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avec X 0 normal gfiom6triquement connexe de dimension N, et, d'apr6s (2.2.8), pour toute repr6sentation irr6ductible z de GR, le faisceau #-(vt) correspondant est ponctuellement t-pur de poids 2~(v). On note G~i l'espace des classes de conjugaison de degr6 i de G~, et Ez0 la mesure sur G~ d6finie en (2. i. IO). Si v~G est une reprdsentation complexe irr~ductible de G, le produit qui d6finit L(-r) converge pour 9 t ( v ) ~ N . La formule ( 2 . 2 . 8 . I), l'interpr6tation cohomologique de Grothendieck des fonctions L ( I - 4 . 5 . I), et (3.3.4) modul6 par la deuxi6me variation (3.3. io), montrent que L(z) se prolonge en une fonction m6romorphe sur G, qui n'a de z~ros ou de p61es que pour .~A('r) entier ou demi-entier, et que pour # ~ ( v ) > N - - i / 2 , L(z) est holomorphe inversible s a u f p o u r un p61e simple en - ~ = o s . Ceci permet d'appliquer les rdsultats d'6quidistribution (2.1 .IO) k (2.1.12) (avec cox remplac6 par coN, cf. (2.2.7)). ( 3 . 5 . 2 ) Pour tout entier n > o , soit Fq. l'extension de degr~ n de F, dans k, et X(.) le schdma sur Fq. d6duit de X 0 par extension des scalaires. Le schdma XI. ) est un rev~tement de X0; il correspond au sous-groupe de W(Xo, Yr forrnd des 6Idments de degr6 divisible par n. Chaque point x de X o ~ coordonn~es dans F~. ddfinit un point rationnel de X(,/, done un point ferm6 de X/, ). On note F, un dldment de Frobenius g6omdtrique correspondant, et son image dans W(X0, ~). Cette image est de degr6 n. On note encore F, son image dans G, et (tF,), la classe de conjugaison dans GI~ des 616ments conjugu6s ~ la composante semi-simple de ~F,EG c (2.2.4). Si un point fermd x o de X o est image d'un point rationnel de X,,), son degrd d divise n. R6ciproquement, si din, il y a d points rationnels x de XI. ) au-dessus de xo, et pour chacun d'eux F,--~ F~,/.~ (~ conjugaison pros). Sur l'espace des classes de conjugaison dans W(X0, x), on a donc une identitd entre mesures : (3.5.2.x)



~



n>0



deg(x) ~ [F~,] =-



9o~ ix01



.~,



n>0



~[F~].



~o~Xo(Vq.)



Choisissons un ~16ment central z, de degrd d > o , pour identifier entre eux les G~i lorsque i parcourt une progression arithm6tique de raison d. Compte tenu de (3.5-2. i), le th6or6me (2. i. 12) se sp6cialise en le suivant : Thgorkme ( 3 . 5 . 3 ) . - - Avec les notations de ( 3 . 5 . I ) , quel que soit i, la mesure z-~(q -s'~a+~l ~ ~[(~F~)~]) sur G ~ converge vaguement vers ~o~[G~= z - " (~0~ ]G~/.~+,I) z~Xo(rq~d§ pour n-~ ~ . JExemple ( 3 . 5 . 4 ) . - - Soit f : E o--+ X 0 une famille de courbes elliptiques param~tr~e par X0, et prenons ~-~-0=R~f.Q,t. Posons V=o~-o~. On a un isomorphisme naturel 2



/~V--~Q2(--I), compatible ~ Faction de G. Puisque G agit sur Q 2 ( - I ) filaments de degr~ n de G agissent sur V avec pour d6terminant q".



par o~_1, les



Lemme (3.5-5). - - Si l'invariant modulaire j de E / X est non constant, le groupe G o est le groupe SL(V) tout enti~r. 387
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Soient n u n entier supErieur ou 6gal ~t 3 premier h p, et X' l'une des composantes connexes du revEtement Jsom(E., Z/n ~) de X : c'est un revEtement galoisien 6tale de X, de groupe de Galois un sous-groupe de SL(2, Z/n), sur lcquel le faisceau E, est trivial : on dispose de ~ : E,-+(Z/n) 2. Soit x-' un point base au-dessus de x. Le couple (E, ~) dEfinit un morphisme u de X' dans le schema de module M, des courbes elliptiques munies d'une structure de niveau n. L'hypoth&e sur j assure que le morphisme u est dominant, donc que l'image de u : nl(X', s u(x')) est d'indice fini. On salt par voie transcendante que n l ( M , , ~') s'envoie sur le sous-groupe de SL(HI(E~, Zt) ) formfs des 616ments - I mod n. Le groupe de monodromie gdomftrique de oq~'/X contient donc un sous-groupe d'indice fini de SL(tII(Ez, Zt)), et (3.5.5) en rfsulte. ( 3 . 5 . 6 ) O n suppose j non constant. Le lemme (3.5.5) montre alors que G a n'est autre que SU(2) • Z, agissant sur t V ~ C 2 par (g, n)-+q"a.g. Identifions l'ensemble des classes de conjugaisons dans SU(2) ~t [o, ~], par : classe de



( 0o)



e_~O i



>0. I



O n sait que l'image directe de la mesure de Haar de SU(2) est la mesure --sin~OdO sur [O, x]. 2= Pour x~X0(Fq,), on dEfinit l'angle de Frobenius 0(x)E[o, ~] en demandant que les valeurs propres de ~F, soient les nombres e•162176"/2, i.e. en demandant que la courbe E, sur Fq, ait I + 2 cos O(x).q"/~+q " points rationnels. Darts G a ~ S U ( 2 ) • , on a (~F,)~=(0(x), n). Le thEor~me fournit donc, en dgale caractdristique, le thdor~me d'Equidistribution conjecture par Sato-Tate :



Proposition (3-5.7). - - Avec les notations prdcddentes (et pour j non constant), lorsque I



I



n-+oo, la mesure -~ ~ ~[O(x)] tend vaguement vers --sin~OdO. qn. ~xo(Vq.) 27z Ce rEsultat avait 6t6 obtenu par H. Yoshida (On an analogue of the Sato conjecture,



Inv. Math., 19, 4 (I973), P. 26r-277) pour certaines families modulaires de courbes elliptiques. C'est originellement pour 6tendre son rEsultat au cas d'une famille tt un param~tre quelconque que j'ai dEmontr6 le thEor~me ~t la H a d a m a r d - d e la VallEePoussin du w ~. (3.6) --



Application



: le th6or~me



local des cycles



invariants



Soient k un corps algEbriquement clos, S le spectre de l'hensElis6 de k[T] en l'idEal (T), s le point fermE dc S, ~ le point gEnErique et ~ un point gEndrique gEomEtrique. Soit f : X - + S un morphisme propre. On dispose alors d'un morphisme de spEcialisation sp* : H*(X,) --+H*(X~) ; son image est contenue dans les invariants sous l'action du groupe d'inertie Gal(~/~).
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TMorkme (3.6. x). - - Supposons X essentiellement lisse sur k, et X~ lisse sur 7. Alors, en Q,t-cohomologie, le morphisme : sp" : H*(Xs) --+ H*(X~) a'(~m est surjectif. Pour pouvoir parler de poids, on commence par se ramener ~ une situation arithmdtique. U n argument de passage k la limite permet tout d'abord de supposer que S est l'hensdlisd en un point s d'une courbe S' lisse sur k, et q u e f se ddduit par le changement de base g : (S, s)--+(S', s) d'un morphisme propre f ' : X'-+S', avec X' lisse sur k, et lisse sur S' sauf au-dessus de s. Utilisant (I. I I. 3), on se ram~ne ensuite ~t supposer que k est la cl6ture algdbrique de Fq. Pour Fq assez grand, on peut enfin supposer que ( f ' , X', S', s) sur k provient par extension des scalaires de (f0', Xo, So, So) sur Fe. Soient (So, To, so) l'bensdlisd de So en so, et fo : Xo-+So ddduit de fo' par le changement de base go:(So, so)~(So, s). On a : -



- - sur F~ : (f0', Xo, So, so) global, qui se localise en (fo, X0, So, So); sur k = F : ( f ' , X', S', s) global, qui se localise en (f, X, S, s). -



Le groupe de Galois Gal(~/~) est le groupe d'inertie de Gal(~/~0) ; ce dernier agit sur la cohomologie de X~, et ceci permet de parler de poids (el. ( i . 7 . 4 ) ) . Calculons la Z/t" cohomologie de X~ ~ l'aide de la suite spectrale de Leray de X~--+ 7, appelde aussi suite spectrale de Hochschild-Serre :



(,)



E~q= H'(I, H'(X~)) => HP+q(X~).



On salt que I est une extension de Zt(I ) (t-quotient moddrd de I) par un groupe profini I' d'ordre premier ~ g. Pour tout Z//"[I]-module V, on a donc une suite spectrale : (2)



E~q= HP(Zt(I), Hq(I ', V)) => HP+q(I, V).



L'espace V r des invariants de I' dans V a un unique suppldmentaire I'-stable. Sur ce dernier, I' n'a ni invariant, ni co-invariant. Ceci fournit un isomorphisme v r ~ V r entre invariants et co-invariants. De plus, Hq(I ', V ) = o pour q > o , de sorte que (2) se rdduit ~ : (3)



H~(I, V) = Hv(Zt(I ),



V I') =



HP(Zt(I), Vr).



Pour toute reprdsentation t-adique V de Zt(I), on a :



(4)



H~



v) = v"t%



H ~(Zt(i), V) ----Vztl~/(-- i ), HP(Zt(I), V) = o pour p>2. Combinant (i), (3), (4), on trouve des suites exactes (analogues aux suites exactes de Wang) :



(5)



o-+H~-I(X~)I( - I) -+ Hi(X~) -+Hi(X~)I--+ o. On dispose d'une suite exacte longue de Z/t~-cohomologie ~ support :



(6)



~ H~,(X) ~ H ' ( X ) -+H'(X~) 389
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Le thdor~me de changement de base pour le morphisme propre f donne un isomorphisme H*(X)~, H*(X~), et sp* est le composd : (7)



sp*: H*(X~) ~' H*(X)-+H*(X,) -+H*(X~).



Puisque X est essentiellement dtale sur X , et que X~ X~, on a Hx;(X)-->Hx,(X ). Rempla~ant X 0 par une de ses composantes connexes, on se ram~ne k supposer que X ' est purement d'une dimension N. Le groupe de cohomologie Hix;(X ') peut alors s'interprdter comme un groupe d'homologie de X: : si a est la projection de X sur Spec(k), l'adjonction entre Ra Iet t(a ! appliqude t~ (Z/t~)x; et aux Z/F[i] sur Spec(k) fournit une dualitd parfaite ~ valeurs d a m Z / ~ ' ( - - N ) entre Hx;(X ) et H2s-~(X~), i.e. entre H~,(X) et H2~-'(X~). Les suites (5) et (6) nous fournissent doric une croix de suites exactes : i-i~-,-~(x~)~(_ N)



T (8)



O



> H'-I(X~)I(--I)



> H'(X,)



> Hi(X~)I----> o



~(x.) Par passage ~ la limite, cette croix subsiste en Z:cohomologie, avec en haut le groupe limH~+~(X ', Z/~). La prdsence possible de torsion complique l'interprdtation de ce groupe par dualitd, mais cette complication disparatt par passage ~ la Qrcohomologie, off la croix (8) est ~ nouveau valable. Le groupe de Galois arithmdtique Gal(~/~0) agit sur cette croix via son quotient Gal(F/Fq). Calculons les poids.



Lemme ( 3 . 6 . 2 ) . - - H~(X~) Iest mixte de poids H~(X~) I



>o



LA CONJONCTURE DE WEIL.II ( 3 . 6 . 4 ) Soient DC C le disque unit6, f : X-~-D un morphisme propre, et supposons X lisse, e t f l i s s e au-dessus de D*: = D - - { o } . S i f s e factorise par : pr 2 : P"(C) • D -> D, on dispose d'un analogue de (3.6. i) : notant X o la fibre sp6cialef-l(o), et Xt : = f - x ( t ) une autre fibre (teD*), on a un homomorphisme surjectif : H,(X0, Q) _~ H,(Xt, Q).,ID*,t). Ccci sc ddmontre par un argument parall61e ~ (3.6. i), la filtration par le poids de la th6orie de Hodge mixtc se substituant ~t cclle d6duite de Frobenius. Voir J. Stcenbrink, Mixed Hodgc structure on the vanishing cohomology, Syrup. in Math., Oslo, I976.



(3-7) --



Retour



9 (1.8)



Les rdsultats des n ~ (3.3) et (i .8) permettent de simplifier les preuves de (I.8.2) et (I.8.4). ( 3 . 7 . I ) Soient S O un sch6ma lisse sur Fq, f : Eo--->So une famille de courbes elliptiqucs paramdtrde par So, et : kW : = Im(H} (S, Symk(Rtf, Qt)) --~ H1 (S, Symk(Rlf, O,~t))) . Pour S o une courbe, de compl6tion projective j : So,-->So, kW peut encore se ddcrire comme Hl(g,j, Sym~(Rlf, Qt)). Le faisceau Raf, Qe est ponctuellement pur de poids I. Sa puissance symdtrique k-i~me est donc pure de poids k, et d'apr&s (3.3.6), kW est pur de poids kq-I. L'assertion (5. i) de [4] est un cas particulier de ce r6sultat. Ceci rend inutiles les arguments de loc. cit. pour ramener [4] (5. i) ~t la conjecture de Weil sous sa forme usuelle (I. 1.6). Rappelons que [4] (5. I) est un des points essentiels de la preuve de la conjecture de Ramanujam-Peterson citde en (I.8.2). ( 3 . 7 . 2 ) Voici une version simplifide de la preuve de (1.8.4). Soit tF: Fp--->C* un caract~re additif non trivial de Fp. Si QcFq[X1, . . . , Xn] est un polyn6me de degr6 d premier ~t p, dont Ia partie homog6ne de degr6 d, Qd, ddfinit une hypersurface projective et lisse, il s'agit de prouver que : (3-7.2.x)



]



W Trrq/rpQ(xi, . . . , x,)]S comme en ( I . 4 . 2 ) , de dimension relative n. O n pose n = 2 # ou 2 n ' + I . Soit 8eHn(X~)(n') le cycle 6vanescent. I1 est bien d6fini au signe pr6s. Darts le cas off nest pair et off p = 2 , exclu dans ( I . 4 . 3 ) , le groupe d'inertie I admet plusieurs caracthres d'ordre 2. Pour l'un d'eux, d6pendant de la singularit4 qnadratique ordinaire de f , la monodromie locale est encore donnde par la formule de loc. cit. Tous ces r6sultats valent aussi bien en Z/m-, en Zt- ou en Qt-cohomologie. La preuve, dans le cas de la Z/m-cohomologie, dont ddcoulent les autres, est darts SGA 7. Notons le



Corollaire (4.2.2). - - L'image de H"(Xs) dans H"(X~) est l'orthogonal de 8. En Z tou Q,t-cohomologie, c'est aussi le sous-espace des invariants par le groupe d'inertie I. La seconde assertion r6sulte de ce que l'expression (x, 8)8 qui apparatt dans la formule de Picard-Lefschetz donnant l'action de I est nulle si et seulement si (x, 8) ----o : c'est clair si 8 n'est pas de torsion, et si 8 est de torsion, (x, 8) est identiquement nul. 395
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( 4 . 2 . 3 ) TMorie globale. - - O n reprend les notations de ( 1 . 5 . 6 ) ; en particulier X C P est une vari6t6 projective non singuli~re connexe et de dimension n + I , (Xt)tE D est un pinceau de Lefschetz de sections hyperplanes de X, S est l'ensemble des valeurs exceptionnelles t e D pour lesquelles la section hyperplane X test singuli~re, et j : U - + D l'inelusion de l'ouvert compldmentaire. O n pose n = 2 n ' ou 2 n ' + I . Identifions D ~t une droite de l'espace projectif dual P v , et notons X v C P~ l'image de X par la correspondance ~< l'hyperplan H est tangent ~ X en x >>. U n pinceau de Lefschetz est dit transverse si D est transverse ~ X ~ (en particulier, D c ~ X ~ = o si X ~ n'est pas une hypersurface). Dans le cas d'exception, un pinceau de Lefschetz n'est pas a u t o m a t i q u e m e n t transverse. Rappelons (cf. SGAI V (5-7)) q u ' u n cherain entre deux points g6om6triques et b d ' u n schdma S est u n isomorphisme entre les foncteurs et , de la catdgorie des rev~tements dtales de S dans (Ens). Pour tout chemin c, trac6 sur U, de u ~ u n point gdn~rique g6om~trique ~t de D(t), on a I-In(X~, Zt)~Hn(X~,,, Zt) , &Off un cycle dvanescent -4-~ dans H"(X,,, Zt)(m).



Ddfinition ( 4 - 2 . 4 ) (i) L'ensemble des cycles dvanescents est l'ensemble de ces cycles + ~c pour c et taS variables. (ii) La partie ~vanescente de H"(X,) est le sous-espace engendrd par les X~ (X~Zt(--n'), 3 dvanescent). ( 4 - 2 . 5 ) Puisque la droite projective D est simplement connexe, le groupe fondamental r~l(U , u) est topologiquement engendr6 par les conjugu~s des groupes d'inertie I t pour t~S. Le groupe de monodromie, image de nl(U, u) dans G L ( H n ( X , , Zt)), est done topologiquement engendr6 par les images des conjugu~s des I, : n impair : p a r les transvections x ~ x + k ( x 8 ) ~ , X~Zt(I), le quotient /-primaire du groupe d'inertie mod6r6; n pair : par les rdflexions XF->X--(--I)n'(x~)~ (on a (8, 3 ) = ( - - I ) n ' . 2 ) .



I1 devrait r6sulter d ' u n e th6orie - - non 6crite - - des cycles 6vanescents pour une base de dimension > i que, pour un pinceau de Lefschetz transverse, les cycles 6vanescents pris au signe pr6s + ~ sont tons conjugu6s sons le groupe de m o n o d r o m i e et que la gdomftrie de la situation (en particulier, le groupe de monodromie) ne d6pend pas du pinceau de Lefschetz transverse choisi. Nous nous contenterons de r6suhats plus faibles (cf. SGA 7 x v I I I (6)) :



Proposition ( 4 - 2 . 6 ) . - - Pour un pinceau de Lefschetz ge'n#ique, les cycles gvanescents, pris au signe pros, sont tous conjuguds sous le groupe de monodromie. Si X v n'est pas une hypersurface de P v , alors, pour un pinceau g6ndral, on a S = o. L'assertion est triviale dans ce cas. Supposons done que X v soit une hypersurface. Puisque X est suppos6 irr6ductible, X v est irr6ductible.
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Soit ~ le point gdndrique de la grassmannienne des droites dans P~, ~ un point gdndrique gdomdtrique, D, la droite projective sur k(~) correspondante, et D~ celle qui s'en ddduit par extension des scalaires ~ k(~). Sur D~, le lien critique S~ est l'intersection de D~, avec X v. Le schdma S, s'envoie sur le point gdndrique de X v, avec une fibre gdomdtrique connexe. Le schdma S~ est donc connexe. Posons U ~ = D n - - S n et U ~ = D ~ - - S ~ . Pour ueU~, considdrons les groupes fondamentaux : ~l(U~, u)-+ rc~(U,, u ) - + ~ x ( P v - - X v, u). Le thdor6me de Bertini assure que l'application composde est surjective. Par ailIeurs, l'action de nl(U~, u) sur la cohomologie de la section hyperplane X, correspondant ~ u se factorise par 7 h ( P ~ - - X ~, u). Pour prouver la conjugaison des cycles dvanescents sous ~l(U~, u) il suffit donc de prouver une conjugaison sous ~l(U~,, u). Ce groupe s'envoie sur Gal(~/~), et la conjugaison rdsulte par transport de structure de ce que Gal(~/~) agit transitivement sur S~ (connexitd de S,). CoroUaire (4.2.7)- - - Pour p = 2, n pair, on suppose que le pinceau de Lefschetz (X,)te D est assez ggndral ( = d'axe dans un ouvert convenable de la grassmannienne). Alors :



(i) n impair : les homomorphismes de Zt(I ) dans le groupe de monodromie, donngs par les formules de Picard-Lefschetz x'~-,x + X(x3)8, pour ~ un cycle dvanescent, sont conjuguds entre eux; (ii) n pair : les rgflexions x '~ x - - (-- i ) "' (x~) 3, pour ~ un cycle dvanescent, sont conjuguges entre eUes. Pour un pinceau gdndrique, ce corollaire rdsulte de (4-2.6) et des formules de Picard-Lefschetz donnant l'action des groupes d'inertie locaux. On passe de 1A au cas gdndral grace k (i. I I). Corollaire (4.2.8). - - Sous les hypotheses de (4.2.7) les cycles gvanescents pris au signe pros sont tous conjugugs dans H"(X,, Qt).



Si l'on ndglige la torsion, • ~ est en effet ddtermind, au signe pr6s, par la transformation de Picard-Lefschetz correspondante.



(4.3) Compl6ment 9 SGA 7 XIX (4) Nous supposons choisi un isomorphisme, sur k, entre Z t et Zt(I ). Ceci nous dispensera d'gcrire les twists ~ la Tate.



Dans ce numdro, nous donnons une ddmonstration directe de (4. I. 3), gdndralisant SGA 7 X I X (4) au cas d'un corps de base quelconque, pour la Zt-cohomologie. La ddmonstration est une transposition de celle de loc. dt. que, bien que ce ne soit pas logiquement ndcessaire, le lecteur est invitd ~ fire au prdalable. 397
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( 4 . 3 - x ) Soient P un espace projectif sur k, X C P de dimension n + I , A un sous-espace de P de codimension lement, et supposons que les hyperplans par A balayent sur de sections hyperplanes (SGA 7 X V I I (2.2)). Soient A =



projectif et lisse, purement 2, qui coupe X transversaX un pinceau de Lefschetz X n A, X d~duit de X en



6clatant A, et ~ A • p1 le diviseur exceptionnel. O n salt que les sections hyperplanes du pinceau sont les fibres d'un morphisme f : X ~ P 1 (SGA 7 X V I I I (4- I. I)). Soient S l'ensemble des valeurs critiques de f , et o r un point rationnel de p1. On note Yt la fibre de f e n t, et l'on pose Y = Y 0 : Ac



(4.3.x.x)



y



> ~



c



i o



> X



> X



1' c



> p1



La partie 6vanescente Ev(Y) de H"(Y) a fit6 d6finie en (4.2.4). Nous noterons Ev(Y) • son orthogonal pour la forme ( x , y ) = T r ( x U y ) . Lemme ( 4 . 3 . 2 ) . - - En Z/m-cohomologie, on a H~ 1, R"ftZ/m ) --%Ev(Y) • C H"(Y). En Z t- (ou Q.t') cohomologie, ces groupes coincident encore avec H"(Y) '~'(P'-s'~ Le faisceau R ' f Z / m est sans section ~ support ponctuel (injectivit6 des morphismes de spdcialisation). Son H ~ s'injecte done dans H"(Y), et l'image est la fibre en o du plus grand sous-faisceau constant de R " f Z / m . La thdorie locale montre par ailleurs que Ev(Y) • est la fibre en o du plus grand sous-faisceau localement constant de R " f Z / m . Puisque px est simplement connexe, il est constant, d'o~ l'assertion. Enfin, en Zt-cohomologie , la thdorie locale montre que R " f Z / m est l'image directe de sa restriction ~ P~-- S, d'ofl H~ 1, R " f Z t ) = H~ 1 - S, R " f Z t ) = H"(Y) 'u(v- s,o) Rappelons que, par Lefschetz faible, H"(X) s'injecte dans H"(Y). On a la



Proposition (4.3.3)- - - Ev(Y) • est encore l'image de H"(X) dans t-P(Y). La d6monstration, pour la Z/m-cohomologie, sera donn6e en (4.3.7)- Auparavant, trois pr61iminaires : une r6duction au cas de la Z/m-cohomologie, ci-dessous; le formalisme de la cohomologie relative, en (4.3"4); un ralsonnement qui se substituera ~ la th6orie de Morse, pour une boule qui grossit dans PI(C), en (4.3-5). On peut 6crire (4-3.3) comme une suite exacte I - P ( X ) ~ H " ( Y ) ~ E v ( Y ) ~ Pour les Z/m-modules, le passage au dual est exact; le transpos6 par dualit6 de Poincar6 du 398
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morphisme de restriction est un morphisme de Gysin et, en Z / m - c o h o m o l o g i e , fournit une croix de suites exactes :



(4.3.3)



Ev(Y)*



(4.3.3.x)



o



> Ev(V)



> H"(Y)



> H"+2(X)



>o



U



H"(x) off le composd H"(X)-->H"(Y)-->H"+2(X) est le cup-produit avec ~ = d ( Y ) . On ne peut cn d~duire la m~me croix en Zt-cohomologic par passage ~ la lirrfite projective, les Ev(Y)*, pris en Z/gJ-cohomologie, ne formant pas toujours un syst~me projectif. Toutcfois, les Ev(Y) s'envoient les uns sur les autrcs, et si les ~i (ieB) engendrent Ev(Y) en cohomologie g-adique, on pcut passer ~ la limite dans la suite exacte : o ~ H"(X) -+ H"(Y) -+ (Z/lJ) ~ d'ofl cn Zt-cohomologie unc croix : Ev(Y)*



(4.3.3.2)



o



, Ev(Y)



> H"(Y)



j



> H"+2(X)



> o.



/o



H"(X) En Q2-cohomologic, on retrouve la surjectivits du morphisme H"(u de l'inclusion de Ev(Y) dans H~(Y).



~ Ev(Y)*, transpos6



( 4 . 3 . 4 ) Cohomologie relative. - - Soit u : T ' - > T " un morphisme de topos. Les triples (.~-' sur T', ~,~" sur T", ?:u'~,~"-*-o~-') forment alors un nouveau topos T. Si ~ ' = ( ~ " , ~ " , q~) est un faisceau ab6lien de T, on pose : H~



'' rood T', ~ ) = Ker(H~



: HO(T '', ~ " ) -+ H~



', .~-')).



Par ddrivation de ce foncteur, on obtient la r relative de T " mod T'. On peut encore le construire par ddrivation du foncteur ~ ( H ~ '', ~ ' " ) -+H~ ', ~-')) des faisceaux abdliens sur T dans les complexes de faisceaux rdduits aux degrds o et i. Cela revient au m~me, parce que tout tZaisceau o~- s'injecte dans un faisceau ~'1 pour lequel H~ est surjectif : une somme de faisceaux (o, ~,~") et (o~-', u.~"). La seconde description inontre que, pour K dans D+(T), on a un triangle : --, R F ( T " mod T', K ) - ~ R F ( T " , K " ) - + R r ( T ' , K')-~donnant lieu ~t une suite exacte longue de cohomologie. 399
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( 4 . 3 . 5 ) Faisceaux sur pi. __ Soient X une vari6t6 irr6ductible compl6te sur k, x , y deux points ferm6s de X, et K dans D+(X). Soient ~, et ~ des points g6om6triques localis6s en des points g6n6riques ~ et ~v des hensdlis6s X(~) et X(v). On se propose d'associer, ~t un X-isomorphisme , de ~ avec ~u, un morphisme



( 4 . 3 . 5 . x ) H:(X--{x}, K) = H*(X mod {x}, K) ~ H*(X(u)mod ~y, K). O n le fait en suivant le diagramme d'espaces :



X --



X - -



X



X - - - - X(y)



dont on peut remonter la premiere fl~che parce que H*(X(x), K)--~It*({x}, K).



Proposition ( 4 . 3 . 6 ) . - - Soit tEP 1, et soit K clans Db(P 1) tel que les 3r soient constructibles et que le support de 34"~(K) soit fini si i < o . Soit S une partie finie de PI telle que les 2/:iK soient localement constants en dehors de S. Alors, le produit des morphismes ( 4 . 3 . 5 . i ) , pour X = P ~, x = t et y e S , est injectif : H I ( P 1 mod t, K) ~ IIHI(P~s) mod ~s, K). Dans l'applieation que nous ferons de (4.3.6), on aura t6S. Soit K' le sous-complexe de K form6 des K ~ pour i < o , et de l'image inverse dans Ker(d) C K ~ du plus grand sous-faisceau de J~4"~ dont le support est fini. Les groupes d'hypercohomologie considdr& satisfont ~ H ~ ( K ' ) = o pour i > o , done H i ( K ) ~ H i ( K / K ' ) . Rempla~ant K par K / K ' , ceei nous ram~ne ~ supposer que K i = o pour i < o , et que ~(r176 n'a pas de section k support ponctuel. On le suppose. Les groupes de cohomologie considdr6s donnent lieu /~ une suite exacte : o-+ H~(~C~0K) -+H~(K) il suffit donc



de v6rifier que



H~ et



~ l-I0(~ K) ;



:



1 mod t, d/: 1 K) r



H I ( P 1 mod t, ~ 0 K) r



IIH~



mod ~(~), Y:~K)



III-Ii(p~,) mod ~(,)Y:~



Le cas du H ~ est laiss6 au lecteur (il suffirait, ici, ~t droite, d'un produit 6tendu ~ S). Posons 3 f = 3 / ~ 1 7 6 I1 nous reste ~t v6rifier que, pour 3 f sans section ~t support ponctuel, et localement constant en dehors de S, on a : H I ( P 1 mod t, 3~) ~ IIHI(P~) mod ~ , o~ff). Le groupe ~ gauche elassifie les ~~ P sur p1, trivialis6s en t, done sur P~). Ces torseurs n'ont pas d'automorphismes. Ils peuvent se construire comme suit, par 6tapes :



a) sur P~), c'est le torseur trivial, avee sa trivialisation naturelle; b) le prolonger ~ P i - - ( S - - { t } ) revient ~ se donner une action continue 9 de ~l(P i - S, ~t) sur sa fibre P~ ~YF~, en ~,. Cette action doit ~tre telle que ~ . (h + p ) = a ( h ) + a . p ; 400
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c) le prolonger en outre au-dessus de seS--t revient ~ prolonger ~ P~,/ le torseur ddj~ donn~ sur ~ . Pour tout ~: ~t---~, le groupe de monodromie locale en s, G a l ( ~ / ~ ) s'envoie dans ~ ( P 1 - - S , ~t). L'image (4.3.5. x) de P dans N ~(P~,/mod ~, ~,~) ddtermine la .-action du groupe image sur P~,, ainsi que le prolongement du torseur de ~ ~ P~/" On conclut en notant que, parce que pl est simplement connexe, les images des groupes de monodromie locale engendrent topologiquement nt(P~--S, ~,~). ( 4 . 3 . 7 ) Plan de la preuve de (4.3-3) (les notations sont celles de (4.3.I)). L'injection de tt"(X) dans H"(Y) se factorise par H~ ~, R"fZ/m)C H"(Y), et il nous faut vdrifier que si ~ est dans cet H ~ l'obstruction d~eH~+~(X--Y) ~ prolonger de Y "~ X est nulle. On a X - - Y = X - - Y - - A , ona:



et si r est la projection de "X--A sur p1,



It~ + I(X --Y) ----H 1(P~ rood o, Rq~lZ/m [n] ). Sitr r est une varidt6 affine lisse purement dc dimension n. Pour i Lo



o



> Lo



dormant respectivement la cohomologie de :~, celle, ~ support propre, de X - - Y , et celle de Y u A . En particulier, l'obstruction ~ 6tendre ~ ~t X apparatt bien comme 6tant dans H l ( P l m o d t, s ( K - + L ) In]), off s ( K - + L ) repr6sente R?~Z/m. Commeexpliqufi en (4.3.7), les hypotheses de la proposition (4.3.6) sont satisfaites. Appliquons-la. Si on suit la 401 29
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ddfinition (4-3.5), on trouve pour l'imagc de ~ par (4-3-5. I) une nouvelle description c o m m e obstruction : on a une suite exacte courte :



I



K)



1 
 N sont lindairement inddpendantes. II rdsulte donc des hypotheses que le caract~re de V e s t rationnel (le comparer ~t un de ses conjuguds sous A u t ( C / Q ) ) . 405
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La reprdsentation virtuelle V est donc rdalisable sur un corps de nombres (neutralisant quelques algfibres simples), et il existe une reprdsentation virtuelle g'-adique V 1 de G de m~me caract~re. Rempla~ant V par Vt, on peut supposer que t =g'. Dans ce cas, on a plus gdndralement :



Lemme ( 4 . 4 . 7 ) . - - Soient V' et V " deux reprgsentations g-adiques virtuelles de W(U0, u). Si leurs caractkres coi'ncident sur les puissances des Frobenius, ils coincident. Soit V l a somme des constituants de V' et V", G Ol'adhdrence de Zariski de l'image de nl(U, u) dans GL(V), et G d6fini comme en (I. 3.7). Les repr6sentations virtuelles V' et V " sont ddfinies par des repr6sentations virtuelles de G. Soit g u n dldment central de G de degrd d > o , et ddcoupons V' et V " selon les valuations t-adiques v des valeurs propres de g. Le polyn6me caractdristique de F~ agissant sur V' ddtermine le polyn6me caractdristique de F~ agissant sur chaque morceau V" : des valeurs propres de F~, prises avec leur multiplicit6, on ne garde que celles de valuation -deg(x) -.v (cf. (I.3.I4)). Le deg(g) polyn6me caractdristique ne ddpendant que des traces des puissances : tn



log d e t ( i - - F t , V ' ) = - - Z



Tr(F", V ' ) - , n



V" et V~' ont m~mes caract~res sur les puissances des Frobenius. Par torsion (I. 2.7), ceci nous ram~ne au eas off V; et V'~' proviennent de repr6sentations de r~t(U0, u). On applique enfin le thdorSme de Cebotarev, selon lequel les Frobenius sont denses dans ce groupe.



(4.4.8) Plaw dans les hypoth6ses de (4-4. i), et supposons de plus n pair, n = 2 n l , M fini et Ev(Y) non nul (i.e. S + o ) . La forme (,) sur Ev(Y) est $ valeurs dans Q t ( - n ) . Elle correspond $ une forme, encore notde (,), sur Ev(Y)(nl) , ~ valeurs dans Q t . Les cycles dvanescents 3 sont des dldments de Ev(Y)(nl). Ils vdrifient (3, 3) = ( - - I)n'. 2. Thgor~me (4.4.9)- - - Sous les hypothOses de (4.4.8) : a) Le Z-module L engendrg par les cycles dvanescents 8 est tel que L | la forme (,) est ~ valeurs enti~res sur L. b) Les cycles gvanescents • 8 forment dans L un syst~me de racines R de type A, D ou E. Le groupe M est le groupe de Weyl correspondant. Darts M, les r6flexions de la forme s~ sont caractdrisdes, inddpendamment de g, eomme dtant conjugudes ~ un dldment non trivial d'un groupe d'inertie en un s~S. Soient done deux r6flexions s 8 et s~,. On a : Tr (s~ss,) = (dim Ev(Y) -- 2) + (8, 8') 2.
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L'entier Tr(sns~,)-- dim Ev(Y) + ~ a donc une racine carr6e dans Q t pour tout t 4:p. C'est donc le carr6 d'un entier, et (8, 8')~Z. Si les 8i~R forment une Qt-base de Ev(Y)(nl) , on a donc (~i, ~)eZ pour tout 8~R, et ~ est combinaison lin6aire coefficients rationnels des ~i. L'assertion a) en rdsulte. Les ss forment une seule classe de conjugaison dans M, et M est fini, engendr6 par les r6flexions s, de L. I1 en rdsulte que R e s t un syst6me de racines irrdductible dont toutes les racines sont de m~me longueur (donc de type A, D ou E), et M est son groupe de Weyl. (4.5) Application : le th~or~me du pgcd Les notations (o. 7) sont en vigueur.



Le th6or~me suivant est utilis6 par Katz et Messing [7] pour comparer les cohomologies g-adiques et cristallines. Thgor~me (4.5. x). - - Soient 'X o une varigtd projective lisse, absolument irNductible de dimension n + I sur Fq, et (Xt)tsvl un pinceau de Lefschetz de sections hyperplanes de X , dgfini sur Fq. Pour p = 2 et n pair, on le suppose assez ggngral. Soit S C p1 l'ensemble des t pour lesquels X t e s t singulier. Alors, le polynOme d e t ( i - - F t , H"(X)) est le ppcm des polyn6mes f ( T ) =17[(I -- ~iT) ayant la proprigt6 suivante : ( . ) Pour t u n point de P1--S d6fini sur Fqk, et F l'endomorphisme de Frobenius de Xt, relatif ~ sa Fwstructure naturelle, on a :



I I ( I - - a F T ) divise d e t ( I - - V T , H"(Xt) ). I~crivons H n ( X t ) = H " ( X ) - k E v ( X t ) (4.3.9)- Si les ~i sont les valeurs propres de Frobenius sur H"(X) (comptdes avec leur multiplicit6), cette d&omposition donne, pour t ddfini sur Fqk : d e t ( i - - F T , H ' ( X , ) ) = I - [ ( I - - ~ T ) . d e t ( ~ - - F T , Ev(Xt)), de sorte que le polyn6me I I ( i - - ~ T ) = d e t ( i - - F T , H"(X)) satisfait ~ (*). I1 reste voir que tout polyn6me satisfaisant h (,) le divise. Nous prouverons plus pr&is6ment : Lemme (4.5.2). - - Quels que soient les polyn~mes :



P(T) =- I I ( i - - y i T )



et



Q ( T ) = 1 - I ( i - - ~jT)



(les y~ et ~5 sont supposgs +o), si pour tout pohzt t E p I - - S , d~fini sur Fqk, on a :



I I ( i - v~T)I II ( ~ - - ~ T ) . det(~-- FT, Ev(X,)), alors P I Q .



Ddduisons le lemme (4.5.2) de son cas particulier off P e s t de degr6 i : P = ( I - yt). On proc~de par r6currence sur deg P. Si deg P ~ o (seul cas non trivial), et que y est 407
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l'un des y~, le lemme pour P~-=i--yt montre que y coincide avec l'un des ~i, et on applique l'hypoth6se de rdcurrence ~ P / ( I - - y T ) et Q / ( I - - y T ) . I1 reste k prouver (4-5.2) pour P = ( I - - y T ) . Raisonnons par l'absurde, et supposons y distinct de tousles ~. Pour c h a q u e j , soit kj le gdndrateur de l'iddal des entiers k tels que @=8~, et soit N le produit des kj non nuls. L'hypoth6se assure que, pour k - I ( N ) , on a ykJe8~, et donc :



(4.5.3)



I - - y ~ T [ d e t ( I - - F T , Ev(Xt))



(t sur Fqk, k = x ( N ) ) .



En particulier, y est une unit6 t-adique. Soit u un point gdomdtrique de P1--S. Le groupe r:l((P~--S)0, u) agit sur E -----Ev(X~). Par ailleurs, il s'envoie dans r:l(Spec(Fq) ) -~ Gal(F/Fq) = Z. Soit G l'image de r:I((pI--S)0, u) par l'application diagonale dans GL(E)• C'est une extension de 7. par le groupe de monodromie gdomdtrique M ddtermind au numdro prdcddent. Notons p sa projection dans GL(E), et deg sa projection dans Z. Pour te ( p l S)0(Fqk)' et F t l'image dans G du Frobenius correspondant, on a : deg(Ft) = k



et



d e t ( I - - F T , Ev(Xt)) = d e t ( I - - p(Ft)T ).



Les F t 6tant denses dans G (Cebotarev), on ddduit par continuit6 de (4.5.3) que ( 4 . 5 . 4 ) Pour g~G, avec d e g ( g ) - - I ( N ) , yd~g(g)est valeur propre de p(g). Nous allons voir que ceci est absurde, marne si on se limite aux g tels que deg(g) = I. Puisque p(g) normalise M, et que les p(g) - - pour d e g ( g ) = I - - forment une classe latdrale sous M, il suffit de vdrifier le



Lemme ( 4 . 5 . 4 ) . - - Si g e G L ( E ) normalise le groupe de monodromie ggomdtrique M, les gm pour mEM n'ont pas de valeur propre commune. Dans cet 6nonc6, on peut remplacer M par son adhdrence M - pour la topologie de Zariski. Celle-ci est soit le groupe symplectique d'une forme alternde non d6gdndrde sur E, soit le groupe orthogonal d'une forme quadratique non ddgdndrde sur E, soit un groupe de Weyl de type A, D ou E. L'(!ldment g est selon le cas une similitude symplectique, une similitude orthogonale, ou un multiple scalaire d'un automorphisme du syst6me de racines. I1 est loisible de remplacer g par un gm (m~M-), et de le multiplier par un scalaire X (ce qui multiplie toutes les valeurs propres par k). Dans les deux premiers cas, ceci nous ram6ne ~ montrer que les 616ments du groupe symplectique (resp. orthogonal) n'ont pas de valeur propre commune. O n observe que I d et - - I d ddj~ n'en ont pas. Dans le cas d'un groupe de Weyl, on se ram6ne ~ supposer que g est un automorphisme du syst6me de racines, et seule compte sa classe mod W, i.e. l'automorphisme correspondant g du diagramme de Dynkin. Si g est trivial, il s'agit de prouver que les 616ments de W n'ont pas de valeur propre commune, i.e. (puisque eeW) de trouver un ~16ment n'ayant pas la valeur propre I. O n peut prendre une transformation de Coxeter. Le cas off g est l'involution
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d'opposition (triviale pour A1, D2k , ET, Es, d'ordre 2 pour A k ( k > I ) , D2k+l , E~) se rambne au pr~cddent en remplaw g par --g. I1 reste ~ traiter les cas D2k , ~ d'ordre 2, et D4, g d'ordre 3Cas D2~, ~ d'ordre 2 : le syst6me de racines est i'ensemble des vecteurs • (i=~j) de Z 2~, W u g W est le groupe des permutations, avec c h a n g e m e n t de signe 6ventuel, des ei, et W le sous-groupe des permutations avec u n n o m b r e pair de changements de signe. Les 616ments :



(



el~ 9 9



\ex,



g2k-.l~ e2k



., e2k- l,



-



-



/



et



e~]



(el' \e2,



, e2k,



-



-



e1 /



ont respectivement pour valeurs propres • r, et les racines (2k) i~m' de - - I , donc n'ont aucune valeur propre en c o m m u n . Cas D~, F, d'ordre 3 : le syst~me de racines est l'ensemble des quaternions entiers I



de Hurwicz de norme 2, et on peut prendre pour g la multiplication par - (I + i -+-j + k). 2



Ses valeurs propres sont les nombres -I(I :~V'-----3), et g e t - - g n ' o n t pas de valeur propre 2



c o m m u n e - - d'ofi le r6sultat puisque - - I est dans le groupe de Weyl.
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V. - - A P P L I C A T I O N A U Q r T Y P E



D'HOMOTOPIE



L'objet de ce paragraphe est de justifier certains des rdsultats annoncds dans [3]. I1 s'agit d'attacher ~t chaque varidtd algdbrique X sur un corps algdbriquement clos k une Qe-alg~bre diffdrentielle gradude A(X), bien ddfinie h quasi-isomorphisme pros, fonctorielle en X, qui (< soit >> le Qt-type d'homotopie de X. En particulier, on veut que H * A ( X ) = H*(X, Qt)- O n veut aussi que, si k = C, le module minimal de A(X) se ddduise du module minimal de Sullivan [6] du type d'homotopie rationnelle de X(E) en dtendant les scalaires de Q ~t Q t . La mdthode ~t laquelle je pensais pour construire A(X), lorsque je rddigeais [3], s'est ~vanouie. Celle que j'emploie ici utilise de fa~on essentielle une construction due inddpendamment ~ Grothendieck et ~t Miller [8], d~crite au n ~ I.



(5. x) Le Z{t}-complexe de De Rham, d'apr~s Grothendieck et Miller ( 5 . I . I ) L'alg~bre des polynOmes ~ puissances divis&s sur Z e s t le sous-anneau Z{t} tn



tn



de Q[t] de Z-base les n~" . La t-graduation de Z{t} est celle pour laquelle ~.. est de degrd n.



(5" I. 2) Nous abr6gerons diffdrentiel gradud en DG, et les alg~bres DG seront toujours suppos6es commutatives, au sens de la r~gle de Koszul (exemple type d'alg~bre D G : les formes diffdrentielles ext6rieures sur une varidtfi). ( 5 . I , 3 ) Soit A un anneau commutatif, et posons A{t}=A| Pour A = Q , on trouve simplement l'anneau des polyn6mes Q[t]. Une A{t}-alg~bre t-gradude DG est une A{t}-alg~bre DG, dont chaque composante homog~ne est munie d'une graduation, la t-graduation, qui en fait un A{t}-module gradud, et telle que le produit et la diffdrentielle d soient homog~nes de t-degrd o. ( 5 . I . 4 ) La construction ~, qui sera ddfinie plus bas, est un foncteur contravariant qui ~ chaque ensemble simplicial X associe une Z{t}-alg~bre t-gradu6e DG : X ~ f I ( X ) . On note glP(X) la partie de degrd p pour la structure DG (degr6 extdrieur). Les t-degr6 et degr6 ext6rieur d'un dldment bihomog~ne satisfont :



(5" I. 4" I )
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O~ degrfi ext~rieur < t-degr6.
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On dispose de plus d'un morphisme fonctoriel de Z{t}-alg6bres bigradu6es :



(5. x.4.~,)



H*a(X) -+ H*(X, Z)| tn



pour pn. Soit 1-' le sous-groupe du groupe multiplicatif de K* engendrd par les valeurs propres de ~. Si v : F ~ Z



est un homomorphisme, les ,/g(n)= @ all(a) forment une v(a)=n



graduation (de type Z) de .Ar174 Si pour toute valeur propre ~ de ~ sur H*(A), on a v(0r cette graduation est h degrds ~ o . Si pour toute valeur propre ~ de ~rsur Hi(A), on a v(~)~i (et ce pour tout i), alors d t ' " | est enti~rement en degr6s > n . Si F est contenu dans F', stable par Gal(K/K), et que v se prolonge en v' : F'-+Z invariant par Galois, cette graduation de .XC| est ddfinie sur K, i.e. provient d'une .graduation de .,g. ( 5 . 3 . 2 ) Le cas qui nous int6resse est celui off K = Q t , ct off, pour un entier q > T convenable, puissance d'un hombre premier, on peut prendre pour F' l'ensemble des nombres alg6briques ~ dont tousles conjugu6s complexes ont la m~me valeur absolue, celle-ci fitant de la forme q,,(~,',/2(une puissance enti~re de ql/2). On prend v'(~)=n(~). Les graduations par le poids l-adiques mentionn6es dans [3] sont obtenues par cette m6thode, pour e un Frobenius. Voici quelques exemples. ( 5 . 3 . 3 ) Soit X une varidt6 alg~brique complexe. Elle peut ~tre ddfinie sur un sous-corps k 0 de C, de type fini sur Q , i.e. est d6duite de Xo/k 0 par extension des scala2res. Ceci permet de faire agir Gal(k0/k0) sur A(X), ddfini comme en (5.2). Soit ~r le module minimal de Sullivan du type d'homotopie rationnelle de l'espace topologique X(E). D'apr~s (5.2.5), ~ ' | est un module minimal de A(X). Plus pr6cis6ment, on dispose 9 d'une classe d'homotopie naturelle de quasi-isomorphismes q0 de ~ht'| avec A(X); 416
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ceux-ci induisent en cohomologie les isomorphismes naturels de H*(X(C), Q ) | avec H*(X, Qt). Pour tout automorphisme ~ de A(X), on dispose done d'un automorphisme ~ de dt'| bien ddtermin~ ~t homotopie pros, tel que q~" soit homotope csq~. On peut choisir ~ de fa~on ~t respecter une filtration comme en (5.3. i). Ceci s'applique en partieulier ~t eeGal(;~0/k0). Si l'on prend pour ~ un Frobenius comme darts [3], les hypoth6ses de (5.3.2) sont v6rifi~es par ~, et la graduation correspondante de dt'|162 induit sur la cohomologie une graduation qui scinde le tensoris~ avec O. t de la filtration par le poids de la th~orie de Hodge sur H*(X(C), Q.) (loc. cir.). Un raisonnement de Sullivan montre alors l'existence d'une graduation de Jr' ayant les m~mes propridtds. Plus prdcisdment : Thdorkme (5-3-4). - - i 7 existe des graduations ~t/" de ~ compatibles ~ la filtration par le Deux telles poids des H~(Jt') --H~(X(C), Q ) , en ce sens que W,~H~(X(C), Q ) = ....~r @ graduations sont conjuguges par un automorphisme de ,/g induisant l'identit~ sur GrWH*(X(C), O).



Choisissons une filtration (all,) de Jr' comme en (5.3. I). Les graduations de Jr', compatibles ~t la filtration par les (Jr',), s'interpr~tent alors comme les homomorphismes de G,, dans le groupe proalgdbrique GI = Aut ((.~', dr',)) -- lira proj Aut ((~/k))~, n ((5-3. I)). On a donc dWn(.~{") C W,(..ggn+l)=o; puisque W~(Mt") est form6 de cycles, on dispose d'une projection naturelle de Wn(~cn ) d a n s Hn(X, Qt). Elle est surjective, puisque H ~ est purement de poids n. Soit q~ :Jg~-+I-I~(X, Qt) le compos6 de cette projection avec la projection de d t " sur Wn(vdr qui annule les Wi(vgr pour i>n. O n vdrifie facilement que ~ = ( , , ) est un quasi-isomorphisme d'alg~bre I)G, d'ofl le corollaire. ( 5 . 3 . 8 ) Pour X normal, on obtient de m~me un th6or~me analogue au th6or~me de Morgan sur le syst~me des quotients de ~I(X) qui sont des groupes de Lie g-adiques unipotents, cf. [9]. Signalons quelques questions pass~es sous silence. ( 5 . 3 . 9 ) Pour ~g un module minimal, et (~.g,) une filtration comme en (5.3. i), soit G le groupe proalg6brique des automorphismes de ~ qui respectent les Me',, et H l e sous-groupe de ceux qui sont homotopes ~t l'identit6. Posons Aut h ( J t ' ) = G / H . C'est un groupe proalg6brique. Si X est une vari6t6 alg6brique sur k alg6briquement clos, provenant par extension des sealaires de X0/k 0 d6nombrable, Faction naturelle de Gal(k0/k0) sur A(X) fournit un homomorphisme de groupes : ( 5 . 3 . 9 . i)



Gal(k0/k0) -+ Aut h(dt') (Qt).



I1 faudrait vdrifier que cet homomorphisme est continu, i.e. que pour tout quotient alg6brique ( = d e type fini) Q de Aut h ( ~ ) , l'homomorphisme de Gal(k0/k0) dans Q ( Q t ) d6duit de (5.3.9. I) est continu, si Q ( Q t ) est muni de sa topologie usuelle. O n peut esp6rer des r~sultats plus pr6cis, mais je crois qu'il n'y a pas lieu d'esp6rer une action raisonnable de Gal(k0/k0) sur ~dg.



(5"3" IO) I1 faudrait v6rifier que les filtrations croissantes attach6es aux graduations par le poids de (5-3.3) ou de (5.3.6) sont toutes conjugu6es entre elles sous le groupe des automorphismes de ~ (le module minimal e-adique) homotopes k l'identitd. Dans le cadre (5.3.3), off dr' est le t-adifid du module minimal rationnel ..KcQ de Sullivan, leur classe de conjugaison devrait 6tre d6finie sur O (ou, ce qui revient au m~me, ~tre l'orbite d'une filtration ddduite par extension des scalaires d'une filtration de dr'Q).
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LE F O R M A L I S M E



DES F A I S C E A U X M I X T E S



(6. x) StabiHt6 (6. x. x) Dans ce numfiro, nous 6tablissons dans les contextes suivants que la cat6gorie des faisceaux mixtes est stable par routes les operations usuelles. a) ~,gale caractgristique p : on ne consid~re que des sch6mas de type fini sur Fp; faisceau signifie faisceau de Weil. b) J~gale caractlristique o : il s'agit plus prficisfiment de consid~rer des schfimas de type fini sur Z, et des faisceaux (au sens : Qt-faisceau constructible), en se donnant chaque instant le droit de remplacer X par X [ i / n ] . En ce qui concerne les sch6mas, cela revient ~ consid~rer des sch6mas de type fini sur Q , : leur categoric est la 2-1imite inductive des categories des schdmas de type fini sur les Z[I/n]. I1 n'en va pas de m~me pour les faisceaux : si X est de type fini sur Z, j'ignore si un faisceau constructible sur XQ provient toujours d'un faisceau constructible sur un X[I/n]. Si ~" et f~ sont deux faisceaux constructibles sur X, on a toutefois : H o m sur XQ(o~-, N ) = l i m ind Horn sur X[i/n](o~-, N). En d'autres termes, la 2-1imite inductive des catfigories de faisceaux sur les X[I/n] s'identifie ~ une sous-cat~gorie pleine de celle des faisceaux sur XQ. La terminologie suivante permet de donner des 6nonc6s uniformes dans les contextes a) et b) : pour XQ un sch6ma de type fini sur O , dfiduit par changement de base de X de type fini sur Z, et ~z-Qun faisceau sur X~, nous dirons que ~ est mixte, pur, ... si o~'Qse d6duit d'un faisceau ~- sur un X [ I / n ] , et que la restriction de ~" k X[I/nm] est mixte, pure..., pour m convenable. Les r6sultats obtenus dans le contexte b) seront pr6sent6s sous la forme de variantes de ceux obtenus dans le contexte a). On pourrait aussi donner des variantes potentielles ((3.4. io)); nous ne les expliciterons pas.



Thr ( 6 . x . 2 ) . - - Soient f : X ~ Y un morphisme de schgmas de type fini sur Fp (resp. Q,), et ~ un fa#ceau mixte sur X. Alors, les faisceaux R ~ f , 5 sont mixtes. Compte tenu du thdor~me de changement de base gdndrique (SGA 4 89 [Th. finitude] (i.9)), cet dnonc6 rdsulte du suivant : 419
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Lemme (6. , . 3). - - Soient S u n schdma de type fini sur Z [I/[], f : X ~ Y un morphisme de S-scMmas de type fini, et o~ un faisceau mixte sur X . Alors, il existe un ouvert dense U de S au-dessus duquel les faisceaux R~C.-o ~" sont mixtes.



Reprenons la ddmonstration de SGA4 89 [Th. finitude] (2.1) ~ (2.8). ( 6 . , . 4 ) Cas o~ X est lisse sur Y = S , 0z) o~ est lisse, et oiz les R~fo~" sont lisses. Dans ce cas, les R~,o~" se ddduisent par dualitd de Poincard des R i f ~ ", auxquels (3.3. I) s'applique. ( 6 . x . 5 ) Cas oi~ X est lisse sur Y .... S e t



oll ~



est lisse.



On se ram~ne k (6.1.4) en rempla~ant S par un ouvert dcnse convenable. (6.1.6)



Prouvons par rdcurrcnce sur n l'assertion :



(,),, La conclusion de (6. I .3) est vraie si S est int6gre, de point gdndrique ~, que f e s t un plongement ouvert d'image dense, et que dim X , < n . Pour n = o , quitte ~ rdtrdcir S, on a X = Y : (*)0 est dvident. Supposons (*),-1, et prouvons (*),. Dans (*),-1, on peut remplacer , plongement ouvert >> par a plongement )> comme on le voit en factorisant en plongement ouvert et plongement fermd. Lemme (6. x. 7). - - Quitte ~ rgtrgcir S, la conclusion de (6. I. 3) vaut sur Y ' C Y, complgment Yx de Y ' (rant fini sur S.



le



L'a.ssertion est locale sur Y, qu'on peut supposer affine : Y CA'~. L'hypoth6se de rdcurrence (*)n-t s'applique ~ : X



t



y



I1 cxiste donc pour chaque i un ouvert dcnse Ui de A~ tel que la conclusion de (6. x. 3) vaille au-dcssus de pr~-l(Ui) ; elle vaut au-dessus de la rdunion des pr/-l(Ui), et (6. i. 7) en rdsulte. ( 6 . x . 8 ) Prouvons (*),, pour X lisse sur S e t ~" lisse. Le probl6me dtant local sur Y, on peut supposer Y affinc, puis projectif (remplacer Y par son adhdrence dans un espace projectif). Soicnt i : YI~--~Y et j : Y ' " + Y garantis par (6.1.7) (apr6s rdtrdcissement de S). X c!
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S 420
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Le raisonnement suivant, off apparMt formellement une cat6gorie d6riv6e de faisceaux t-adiques, sera justifi6 ci-dessous. Appliquons Rb. au triangle d6fini par la suite exacte : (I)



0



~jj*Rf,.~-+ R f , ~



i,i*Rf,~ o



on obtient un triangle : (2)



~ Rb,jj'Rf, o~-+ Ra,~-+ b~.i*Rf, o ~



dans lequel les faisceaux de cohomologie des deux premiers termes sont mixtes sur un ouvert dense de S, d'apr& (3.3-~) pour le premier ( b e s t propre) et (6.1.5) pour le second. Les faisceaux de cohomologie de b~,i*Rf, o~ sont donc mixtes, et on en d6duit que ceux de i*Rf, o~-, puis ceux de Rf, o~, le sont 6galement. Pour justifier cela, on 6crit o~" comme ddduit d'une limite projective d'un syst6me projectif de faisceaux de R/m"-modules libres localement constants, se ddduisant les uns des autres par rdduction, comme en (I. I. i), on consid6re le syst6me projectif correspondant de triangles (I) et (2), et on rdpfte l'argument. ( 6 . x . 9 ) Prouvons (,),, en g~,ndral. L'usage qui sera fait d'une catdgorie d~rivde se justifie comme ci-dessus. On commence par se ramener au cas off dans X existe un ouvert dense V lisse sur S. Pour S spectre d'un corps parfait, il suffit de remplacer X par Xre a (et Y par Yr~a)En g~ndral, il faut rapetisser S, faire un changement de base fini radiciel et surjectif S'-+S, et remplacer X et Y par Xrea et Yred" La topologie 6tale dtant insensible aux morphismes finis radiciels et surjectifs, ceci est innocent. Quitte h rdtrdcir V, on peut supposer o~- lisse sur V : VJ~Xty. Ceci permet d'appliquer (6.1.8) ~ j e t J)'. Ddfinissons A par le triangle :



(i)



~o~-+Rj, j * ~ A ~ .



Les faisceaux de cohomologie de A sont ~ support dans X - - V , et d i m ( X - - V ) , < n . L'hypoth~se de r~currence permet donc de supposer que Rf, A est mixte. Appliquons Rf, au triangle (I); on trouve un triangle :



~ Rf,~-+ R (fj),j*o~'--+Rf, A-* d a m lequel deux des sommets sont mixtes. Le troisi~me l'est donc 5galement.



(6.I.I0) Prouvons (6.1.2). Le probl~me est local sur Y, qu'on peut supposer affine. Prenant un recouvrement affine de X et invoquant sa suite spectrale de Leray, on se ram6ne h avoir X dgalement affine. On peut alors factoriser f e n un plongement ouvert suivi d'un morphisme propre : f = g j , d'ofl Rf,=Rg, Rj,. Le plongement ouvert est justiciable d'un (*)n, le morphisme propre de (3.3.1). 421
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O n a, c o m m e consdquence formelle de (6. i .2) (cf. SGA4 89 [Th. finitude] (i .5)) :



Corollaire (6. x. I x ). - - Les quatre opdrations R~c,, R i f , f* et R i f ! transforment faisceaux mixtes en faisceaux mixtes. L a m f m e stabilit6 vaut pour les foncteurs Ext locaux. (6. x. 12) Nous allons maintenant ddduire de (6. i. 2) une stabilitd analogue pour les faisceaux de cycles 6vanescents. Soient donc S une courbe lisse sur F~ (resp. Q ) , s u n point fermd de S, X un S-schdma de type fini et o~" un faisceau sur X. Faisant le changement de base S(s)-+S, on obtient (X', o~") au-dessus du trait hens61ien S(,). Soient ~q le point gdndrique de S(,), 2-un point gdomdtrique au-dessus de s e t ~ un point gdomdtrique gdn6rique du localisd strict S(~). Les faisceaux de cycles dvanescents RitF(o~ ' ) sont des faisceaux sur X~, munis d'une action continue de Gal(~, ~), au-dessus de son action sur X; (via Gal(2-/s)). La restriction de cette action au groupe d'inertie est automatiq u e m e n t quasi unipotente. Ddfinissons, pour un faisceau fr muni d'une telle action p de Gal(~/~), ce que signifie ~tre mixte :



a) U n faisceau sur X~ muni d ' u n e action continue de Gal(i(/s) s'identifie k un faisceau sur X, (SGA 7 X I I I ( i . i -3)). Si Faction p se factorise par Gal(~-/s), on dit que (f~, 9) est mixte si le faisceau correspondant sur X s l'est. b) Si (~, p) a d m e t une fiiltration finie F telle que GrF(p) se factorise par Gal(T/s) (cas unipotent), on dit que (f~, O) est mixte si GrF(f~ ) l'est, au sons a). c) L'hypoth~se b) devient vraie apr~s avoir remplac6 Gal(~/~) par un sous-groupe d'indice fini (quasi-unipotence). Gdom6triquement, ceci revient k remplacer S(~) par un trait fini sur S(,). O n dit que (fr p) est mixte s'il le devient ~ au sens b) - - apr~s un tel changement de trait. Thdorkme (6. I. I3). - - Avec les notations ci-dessus, si ~ est mixte, les faisceaux de cycles dvanescents sont dgalement mixtes. Grace au thdor~me de monodromie, quitte ~ remplacer S(,) par un rev~tement fini convenablc, on peut supposer que le groupe d'inertie I agit de faw unipotente, via son quotient Zt(i ). O n peut alors appliquer les constructions des numdros (i .6. I), (I. 6. I4). Les formules (I. 6. I4) montrent qu'il suffit de vdrifier que les faisceaux (R~tF~-') I sont mixtes. Soient u l'inclusion de X 8 dans X, et v celle de l'ouvert compldmentaire. Proc~dant c o m m e en (3.6. I), on volt que ces faisceaux sont quotients des faisceaux u*R'v,(v'~), et on applique (6. I. I I).
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(6.2) Complexes purs Dans ce num~ro, nous nous pla~ons dans le cadre (6. I. I) a). ( 6 . 2 . x ) Pour tout sch~ma X de type fini sur Fv : a : X --+ Spec(Fp), nous posons K x = R a I Q t . C'est le complexe dualisant.



Exemple : si X est lisse p u r e m e n t de dimension n, K x est rdduit au faisceau Qt(n) plac6 en degr6 - - 2 n : K x : Q t ( n ) [ 2 n ] . Nous notons D l e foncteur contravariant ~ dual ~ valeur dans le complexe dualisant ~ :



D : Da~(X) -+ D~(X) : K - § RHom(K, Kx). Ce foncteur est involutif. Pour tout morphisme f : X-~Y, et f*, ainsi que les foncteurs R f et Rf.. On a aussi : D(K|



il dchange les foncteurs R f t



= R H o m ( K , DL).



Ddfinition ( 6 . 2 . 2 ) . - - Un complexe K est mixte de poids < n si pour tout i, le faisceau ~ K est mixte de poids ponctuels ~ i + n. Avec cette d6finition, le th6or~me fondamental (3.3. I) fournit la



Variante ( 6 . 2 . 3 ) . - - Soit f : X - + Y un morphisme de schgmas de type fini sur Fv. Si est mixte de poids gdnEralise (6.2.4). La proposition (6.2.6) reste vraie. ( 6 . 2 . 8 ) Soient k un corps algEbriquement clos, S l e spectre de l'hensdlisE de k[T] en (T), s le point fermE de S, ~ le point gdnErique et q un point gdnErique gEomdtrique. Soit f : X - ~ S un morphisme propre. U n complexe K e O b D~,(X) est dit potentiellement pur si (X/S, K) provient d'une situation arithmdtique du type suivant :



a) Spec(k) est un point gdomdtrique gdnErique d'un schema int~gre A0, de type fini sur Z [ i / t ] ;



b) S provient par extension des scala.ires ~t k, et hensdlisation, d'une courbe lisse So sur A o munie d'une section;



c) f provient d'un morphisme propre f 0 : X 0 ~ S 0 ; el) K provient d'un complexe pur K 0 e O b D~(X0). Le thEor~me suivant gdndralise ( 3 . 6 . I ) :



TMor~me ( 6 . 2 . 9 ) (thgorkme local des cycles invariants, pour les complexes purs). - - Avec les notations ci-dessus, soit K un complexe potentiellement pur, sur X. Alors, le morphisme de spgcialisation : sp* : H'(X~, K) -~ H*(X~, K) G~(~/~/ est surjectif. 424
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I). On dispose d'une croix (3.6. i) (8) K)



T o



> H ' - t ( X ~ , K)~(--I)



> H'(X~, K)



, H'(X~, K ) '



, o



/



H'(X,, K)" et H~+~(X, K ) = [ H - ~ - ~ ( X ~ , DK)] ~. Ceci exprime que D dchange les foncteurs R f et i*, pour i l'inclusion de X, dans X, et c o m m u t e k RP(X~, ). L'analogue de (3.6.2) (resp. (3.6.3)) se prouve en rempla~ant la r6f6rence k (3.3.9) (resp. (3.3.4)) par une r6f~rence 5 (6.2.6) (resp. (6.2.3)) et on conclut comme en (3.6).



(6.2. IO) Dans la fin de ce num6ro, nos arguments seront gdomdtriques, sauf une r6f6rence tt '(6.2.9) et une rdf6rence ~ (3.4). Soit donc k un corps algdbriquement clos. Pour tout sch6ma X de type fini sur k : a : X -+ Spec(k) on d6finit comme en (6.2. i) K x = R d Q t et D ( K ) = R Horn(K, Kx). On a l e m~me formalisme qu'en (6.2. I). Soit X C P une vari6t6 projective. Les sections hyperplanes de X sont param4tr6es par les points de l'espace projectif dual P, et chaque droite de P param6trise un pinceau de sections hyperplanes : X 
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