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I. Méthodes numériques Par docteur Ralph W.P.Masenge



II. Formation préalable requise Calcul 2



III. Temps requis Ce module nécessite 120 heures d’études.



IV. Matériel didactique Les élèves doivent avoir accès aux lectures principales dont il sera question plus loin. L’accès à ces lectures se fait à partir d’un ordinateur connecté à Internet. Les élèves doivent également avoir la possibilité d’installer le logiciel wxMaxima et doivent pouvoir l’utiliser pour mettre en pratique les concepts algébriques.



V. Justification du module La caractéristique clé des mathématiques est qu’elles peuvent être appliquées à la résolution de problèmes. L’histoire de cette matière a démontré que la force motrice qui a contribué à son développement est basée sur la recherche de solutions aux problèmes en géométrie plane, en mécanique céleste et en navigation. Malheureusement, les formules mathématiques (modèles) de la plupart des problèmes en sciences et en génie sont, en général, difficiles à résoudre de façon analytique, soit parce que les solutions analytiques sont de nature complexe, soit parce que de telles solutions ne peuvent être exprimées en terme de combinaisons de fonctions mathématiques connues. Dans tous les cas, on peut avoir recours aux méthodes numériques. On attend donc de l’élève en mathématiques ou en sciences qu’il ou elle possède les connaissances pratiques nécessaires pour lui permettre d’appliquer les méthodes numériques à la résolution de certains problèmes de base en mathématiques comme l’interpolation ou l’intégration numérique. On s’attend également à ce qu’il ou elle puisse rechercher les racines des fonctions.



Figure 3 : La navigation dans Internet est la clé de l’apprentissage en ligne.
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VI. Contenu 6.1 Vue d’ensemble Première activité d’apprentissage : Les types d’erreurs et leurs causes La première activité d’apprentissage vise à faire connaître à l’élève les besoins en méthodes numériques. C’est ici que se définit le concept de l’erreur mathématique. On signale les sources et les types d’erreurs, puis on mentionne quelques moyens pratiques pour arriver à réduire leur effet cumulatif sur la solution numérique. Deuxième activité d’apprentissage : L’interpolation La deuxième activité d’apprentissage est consacrée au concept de l’interpolation. On y présente la méthode linéaire et les méthodes d’ordre supérieur du polynôme d’interpolation de Lagrange, ainsi que les différences divisées et les techniques d’interpolation de différence finie de Newton. Troisième activité d’apprentissage : L’intégration numérique La troisième activité d’apprentissage présente le problème de l’intégration numérique. Les discussions sont limitées aux formules de Newton-Cotes. On porte une attention particulière à la méthode des trapèzes et à la règle de Simpson ainsi qu’à l’application de la technique d’extrapolation de Richardson sur ces deux règles en dérivant des schémas d’intégration de Romberg. Quatrième activité d’apprentissage : Les racines des fonctions La quatrième et dernière activité d’apprentissage porte sur la recherche du problème à la racine associée à la résolution de l’équation non linéaire f ( x) = 0 et sur la recherche du système couplé de deux équations non linéaires f ( x, y ) = 0 , g ( x, y ) = 0 .



Figure 4 : Un baobab. Le nombre de racines est égal au nombre de brindilles.
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6.2 Grandes lignes : Plan de cours (si nécessaire, inclure un calendrier) Ce cours, composé de deux unités, est offert au niveau 2 avec classement prioritaire A. Mathématiques module 3 est préalable à ce cours. Voici les détails du contenu de chacune des activités d’apprentissage. Le temps suggéré de 35 heures convient aux élèves qui suivent le cours de niveau unité. Il reflète le nombre d’heures que l’élève devrait consacrer à chacune des composantes. [Les élèves qui suivent le cours de niveau module doivent allouer 120 heures à l’étude du module] Préparation, révision pour l’évaluation préalable (4 h) Activité d’apprentissage 1 : Les types d’erreurs et leurs causes (25 h) Les types d’erreurs et leurs sources; Le recours aux méthodes numériques; Les sources et les types d’erreurs; Les stratégies à adopter pour éviter les erreurs. Activité d’apprentissage 2 : L’interpolation (35 h) L’interpolation linéaire; L’interpolation lagrangienne; Les différences divisées de Newton; Les opérateurs de différence finie; Les tables des différences finies; Les polynômes d’interpolation des différences finies. Activité d’apprentissage 3 : L’intégration numérique (25 h) Les formules de Newton-Cotes; Les dérivations de la méthode des trapèzes et de la règle de Simpson; La méthode d’intégration de Romberg; Les méthodes de quadrature de Gauss. Activité d’apprentissage 4 : Les racines des fonctions (25 h) La méthode de dichotomie; La convergence de la méthode de dichotomie; La méthode regula falsi ou méthode de la fausse position; La méthode de la sécante;
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La méthode de Newton-Raphson; La résolution d’un système couplé de deux équations non linéaires; L’itération de point fixe. Préparation et évaluation sommative (6 h) 6.3 Représentation graphique



Racines des fonctions



Intégration numérique



Interpolation Types d’erreurs et leurs causes Méthodes numériques



Figure 5 : Représentation graphique
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VII. Objectifs généraux Au terme de ce module : L’élève sera en mesure de comprendre les propriétés des fonctions élémentaires et leurs diverses applications. Il ou elle aura acquis les connaissances pratiques lui permettant d’enseigner avec assurance ces matières à l’école secondaire. L’élève aura acquis des connaissances solides sur le contenu relié aux mathématiques scolaires qui lui permettront d’enseigner ces matières au secondaire. L’élève fera l’acquisition de connaissances sur les TIC et développera ses capacités à les utiliser pour améliorer les méthodes d’enseignement et d’apprentissage des mathématiques scolaires. Spécifiquement, l’élève sera en mesure de : (1) Distinguer les méthodes et les solutions numériques et analytiques; (2) Reconnaître l’importance de l’apprentissage et de l’application des méthodes numériques; (3) Identifier les principales sources d’erreurs et prendre les mesures appropriées pour les éliminer ou en réduire la fréquence; (4) Dériver et appliquer un certain nombre de méthodes d’interpolation; (5) Dériver et appliquer un certain nombre de méthodes d’intégration numérique; (6) Dériver et appliquer un certain nombre de méthodes numériques pour trouver les racines des fonctions; (7) Résoudre un système couplé de deux équations non linéaires à deux variables.



Figure 6 : Antenne de transmission de signal Internet au AVU-Learning Center, Université de Dar es Salaam.
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VIII. Objectifs spécifiques des activités d’apprentissage Comme il a déjà été mentionné dans les grandes lignes à la section VI, ce module est présenté en deux unités et leur contenu est divisé en quatre activités d’apprentissage. Chacune des activités d’apprentissage est présentée selon des objectifs spécifiques illustrés dans le tableau qui suit. L’élève peut consulter ce tableau pour visualiser les connaissances qu’il ou elle aura acquises à la fin de ce module. À la fin de ce module, l’élève sera capable de : S/N 1



Activité d’apprentissage Les types d’erreurs et leurs sources



2



L’interpolation



3



L’intégration numérique



Objectifs spécifiques Dresser une liste des principales sources d’erreurs de calcul et assimiler les étapes à suivre pour éliminer ou réduire leur effet cumulatif sur les solutions numériques; Reconnaître la différence entre la grandeur (exactitude) et la gravité (précision) d’une erreur; Comprendre et appliquer les méthodes d’interpolation linéaire dans un tableau des valeurs d’une fonction donné; Estimer l’erreur dans l’interpolation linéaire pour une fonction continue donnée. Expliquer pourquoi les méthodes numériques sont essentielles à la résolution de problèmes mathématiques; Consigner et appliquer le polynôme d’interpolation de Lagrange sur des données réparties de façon égale; Consigner et appliquer la méthode d’interpolation des différences divisées de Newton; Définir et manipuler les opérateurs de différence avant, arrière, centrée, de déplacement et de moyenne; Concevoir des tableaux des différences pour une fonction ou une donnée spécifique; Dériver et appliquer les mentions avant et arrière de Newton et la différence centrée des polynômes d’interpolation de Stirling. Dériver, comprendre et appliquer la règle du trapèze, la règle de Simpson ainsi que toute formule d’intégration numérique de NewtonCotes; Dériver, comprendre et appliquer le schéma d’intégration numérique de Romberg basé sur la règle du trapèze ou de Simpson.
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4



Les racines des fonctions



Dériver et appliquer la méthode de dichotomie; Démontrer la convergence de la méthode de dichotomie; Dériver, comprendre et appliquer les méthodes de la sécante et de la fausse position; Dériver, comprendre et appliquer la méthode de Newton-Raphson; Dériver, comprendre et appliquer la méthode de Newton sur une paire d’équations non linéaires simultanées.



IX. Activités d’enseignement et d’apprentissage 9.1 Préparation 1. Si x est la mesure exacte d’une certaine quantité et que x 0 est son approximation, le concept de l’erreur d’approximation est défini comme suit







⎧(a) ⎪ (b) ⎪ ⎨ ⎪ (c) ⎪⎩(d)



x0 − x x − x0 x − x0 x − x0



2. L’erreur absolue dans l’approximation de la quantité exacte x = 104 par la valeur approximative x0 = 107 est donné par







⎧(a) 4 ⎪ (b) 3 ⎪ ⎨ ⎪ (c) 7 ⎪⎩(d)104 



L’erreur relative dans l’approximation x 0 donnée à la question 1 est







⎧(a) 0.028846 ⎪ (b) 0.299462 ⎪ ⎨ ⎪ (c) 0.002885 ⎪⎩(d) 0.038462
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3. Une raison valable pour laquelle la fonction f définie par







⎧1 if ⎪ f (x) = ⎨ ⎪0 if ⎩



x >0 



x=0



n’est pas continue à x = 0 est







lim ⎧(a) x → 0 f (x) = f (0) ⎪ (b) lim f (x) = 0 ⎪ x→ 0 ⎨ f (x) = 1 ⎪ (c) lim x→ 0 ⎪⎩(d) lim f (x) ≠ f (0) x→ 0



4. La fonction continue x 3 − 3x − 3 doit avoir un zéro (une racine) en un certain point



⎧(a) f (2) f (3) = 0 ⎪ (b) f (2) f (3) < 0 ⎪ dans l’intervalle ]2, 4[ parce que ⎨ f (2) > 0 f (3) < 0 ⎪ (c) ⎪⎩(d) f (2) = 0 f (3) = 0 ⎧(a) (1 + ln(x)) x x ⎪ (b) xx ⎪ 5. La dérivée première de la fonction y = x x est ⎨ x x ln(x) ⎪ (c) ⎪⎩(d) (1 − ln(x))x x
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6. Le développement limité selon Maclaurin de la fonction f définie par



f ( x) = 1 + x à l’ordre 3 est :



x x 2 3x 3 + − 2 4 8 2 x x 3x 3 (b) :1 + − + 2 4 8 2 x x x3 (c) :1 − + − 2 8 16 x x2 x3 (d) :1 + − + 2 8 16 



(a) :1 −







7. La primitive générale de la fonction f définie par f ( x) = ln( x) est donnée par



⎧(a) x ln(x) + C ⎪ (b) ln(x) − x + C ⎪ ⎨ ⎪ (c) x ln(x) − x + C ⎪⎩(d) x ln(x) + x + C 







8. La valeur de l’intégrale 



∫



2



1



3



⎧(a) ⎪ (b) 1+ x ⎪ dx is ⎨ x 2 + 2x + 5 ⎪ (c) ⎪⎩(d)



1.146581 1.145681 1.146185 1.164581



9. En travaillant avec une précision de six décimales, la valeur approximative de



∫



1+ x



2



1



3



⎧(a) ⎪ (b) ⎪ ⎨ ⎪ (c) ⎪⎩(d)



x + 2x + 5 2



1.146850 1.416560 1.146038 1.146580



dx , en utilisant la règle du trapèze à pas h = 0.25 , est
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10. Dans les mêmes conditions, la valeur approximative de l’intégrale donnée à la question 8 serait, selon la règle de Simpson



⎧(a) :1.416039 ⎪ (b) :1.146083 ⎪ ⎨ ⎪ (c) :1.146038 ⎪⎩(d) :1.146580



11. Si les 3e et 13e termes d’une suite arithmétique de nombres sont respectivement 7 et 27, alors le 52e élément de cette suite est



⎧(a) 103 ⎪ (b) 105 ⎪ ⎨ ⎪ (c) 107 ⎪⎩(d) 106 12. Si x0 = 2 , la valeur de x 4 , en utilisant la formule de récurrence



x n +1 =



3(1 + x n ) xn



⎧(a) : 2.104255 ⎪ (b) : 2.103731 ⎪ est ⎨ ⎪ (c) : 2.130731 ⎪⎩(d) : 2.103713
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13. En tenant compte de P ( x0 , y 0 ) et de Q ( x1 , y1 ) , la coordonnée sur l’axe des x au point où



x1 y0 − x0 y1 ⎧ (a) ⎪ y1 − y0 ⎪ y1 − y0 ⎪ ⎪ (b) x y − x y ⎪ 1 0 0 1 ⎨ ⎪ (c) x0 y1 − x1 y0 ⎪ y1 − y0 ⎪ y1 − y0 ⎪(d) ⎪ x0 y1 − x1 y0 la ligne sécante AB coupe l’axe des x est ⎩ 14. La courbe de la fonction y = f (x) passe par deux points dont les coordonnées sont (0.2,1.183) et (0.4,1.342). En utilisant la ligne droite qui joint les deux points pour se rapprocher de la courbe de fonction dans un intervalle donné, on établit la valeur approximative de y en x = 0.3 à







⎧(a) ⎪ (b) ⎪ ⎨ ⎪ (c) ⎪⎩(d)



y = 1.2265 y = 1.6225 y = 1.5262 y = 1.2625



15. Si le point P ( x0 , f ( x0 ) est sur la courbe d’une fonction dérivable y = f (x) , la coordonnée sur l’axe des x au point où la tangente P coupe l’axe des x est



f (x0 ) f ' (x0 ) f (x ) (b) : x0 + ' 0 f (x0 )



(a) : x0 −



(c) : x0 −







(d) : x0 +



f ' (x0 ) f (x0 )



f ' (x0 ) f (x0 )
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16. La méthode de dichotomie est basée sur le principe qu’une continuité qui est positive en un point x = a et négative en un autre point x = b possède une racine (ou un zéro) en un certain point x = c dans l’intervalle ]a, b[, et que le



a+b qui divise l’intervalle [a, b] en deux est une approximation 2 juste de c . En partant des deux points a = 2, b = 3 , l’application de la point x =



méthode de dichotomie



⎧(a) ⎪ (b) ⎪ selon la fonction x 3 − 3x − 3 donne la valeur ⎨ sième itération de dichotomie. ⎪ (c) ⎪⎩(d)



x3 x3 x3 x3



= 2.215 = 2.115 après la troi= 2.125 = 2.225



17. La méthode de Newton-Raphson pour approximer la racine d’une fonction



f (x) utilise la formule d’itération



xn + 1 = xn −







f (xn ) f ' (xn ) 



n = 0,1, 2,...



Si x0 = 2 est une approximation de l’une des racines de la fonction f définie par



f (x) = x 3 − 3x − 3 , alors l’application de la méthode de Newton-Raphson sur cette fonction donne la valeur suivante à x 2







⎧(a) ⎪ (b) ⎪ ⎨ ⎪ (c) ⎪⎩(d)



x2 x2 x2 x2



= 2.130836 = 2.103386 = 2.301836 = 2.103836



18. Les coordonnées du point où les courbes représentatives respectives fonctions 2 2 x 2 + y 2 = 4 et x − y = 1 se coupent et restent dans le premier quadrant sont







⎧(a) ⎪ (b) ⎪ ⎨ ⎪ (c) ⎪⎩(d)



x = 1.224745, y = 1.561139 x = 1.581139, y = 1.224745 x = 1.511839, y = 1.227445 x = 1, 242745, y = 1.561139
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Solutions 1. (c) 2. (b) 3. (d) 4. (b) 5. (a) 6. (d) 7. (d) 8. (c) 9. (c) 10. (d) 



11. 12. 13. 14. 15. 16. 17. 18. 19. 20. 



(b) (b) (c) (c) (d) (a) (c) (d) (b) (c)



Notion pédagogique pour les élèves L’aisance avec laquelle l’élève entreprendra l’étude de ce module sera déterminée par son résultat à cette évaluation préalable. Les questions 1 et 2 portent sur les erreurs et la question 3 sur la continuité. L’élève qui a des difficultés à résoudre une de ces questions devrait se référer aux définitions données dans le glossaire du module. Les questions 4, 5, 6 et 7 portent sur les concepts de limites, de continuité, de différentiation et de primitive. L’élève qui ne peut pas les résoudre correctement devrait réviser les sections correspondantes du module préalable (Mathématiques module 3). Le même conseil est donné à l’élève qui ne peut pas résoudre les questions 8, 9, 10 et 11, liées à l’intégration. Les questions 12, 13, 16, 17, 18 et 19 portent sur le concept d’itération et sur les systèmes d’équations. Ici, il suffit d’étudier attentivement la formule donnée et de l’appliquer correctement. Les questions 15, 16 et 17 portent sur l’approximation linéaire d’une fonction. Si l’élève rencontrait des difficultés à résoudre l’une d’entre elles, il ou elle devrait revoir la section correspondante de son livre de mathématiques de niveau avancé. Chaque bonne réponse compte pour 5 points, la note maximum étant 90 points. Un résultat entre 41 et 60 est moyen. Un résultat sous la moyenne (0-40) démontre que l’élève a possiblement besoin d’un retour approfondi sur la matière préalable avant de commencer l’étude de ce module. Un résultat moyen signifie que l’étude du module peut être entamée, mais que l’élève devra souvent se référer à la matière préalable. Si son résultat est supérieur, soit de 61 à 90, l’élève peut commencer ce module avec assurance. Il ou elle possède les connaissances requises pour l’entreprendre et le terminer avec succès.
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X. Activités d’apprentissage Activité d’apprentissage 1 Les types d’erreurs et leurs sources Sommaire Cette activité d’apprentissage est consacrée à trois notions d’introduction importantes. Premièrement, nous verrons la différence entre les solutions analytique et numérique. Cette notion sera suivie d’une discussion sur quelques problèmes mathématiques types spécialement choisis pour démonter à l’élève en quoi les méthodes numériques sont utiles. Nous allons conclure l’activité par une définition du concept de l’erreur en mathématiques informatiques, puis nous découvrirons les principaux types d’erreurs et leurs causes. Nous présenterons des pistes pratiques pour les éliminer ou réduire leur effet sur les solutions numériques. Objectifs d’apprentissage spécifiques Au terme de cette activité d’apprentissage, l’élève sera en mesure de : • Définir le concept de l’erreur en mathématiques informatiques; • Distinguer l’erreur absolue de l’erreur relative et les relier respectivement aux concepts d’exactitude et de précision; • Dresser une liste des principales sources d’erreurs de calcul et assimiler les étapes à suivre pour éliminer ou réduire leur effet cumulatif sur les solutions numériques; • Reconnaître la différence entre la grandeur (exactitude) et la gravité (précision) d’une erreur; • Comprendre et appliquer les méthodes d’interpolation linéaire dans un tableau des valeurs d’une fonction donné; • Estimer l’erreur dans l’interpolation linéaire pour une fonction continue donnée.



Liste des lectures requises Wikipédia : Numerical Methods/Errors Introduction
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Liste des liens utiles Wolfram MathWorld (site consulté le 4 mars 2007) http://mathworld.wolfram.com L’élève doit chercher l’entrée correspondant à l’unité étudiée. Il ou elle doit également faire une recherche par mots-clés dans tout le texte. Dans tous les cas, MathWorld présente la référence complète. Wikipédia (site consulté le 4 mars 2007) http://en.wikipedia.org/wiki Comme pour MathWorld, l’élève doit chercher l’entrée correspondant à l’unité étudiée. Il ou elle doit également faire une recherche par mots-clés dans tout le texte. En général, Wikipédia présente une liste restreinte d’entrées. Il s’avère donc facile de les consulter. MacTutor History of Mathematics (site consulté le 3 mars 2007) http://www-history.mcs.standrews.ac.uk/Indexes MacTutor Archive est le site le plus complet de l’Internet sur l’histoire des mathématiques. L’élève doit chercher le titre de l’unité et lire l’histoire de la matière. Cette activité aura pour utilité de lui fournir une vue d’ensemble sur l’importance des notions étudiées et sur leur contexte. Mots-clés [Les définitions complètes sont données dans le texte] L’erreur d’approximation : la différence entre la valeur exacte et l’approximation de celle-ci. L’erreur absolue : l’erreur sans considération du signe (positif ou négatif). L’erreur relative : l’erreur absolue par rapport à la valeur précise. Les erreurs initiales, de discrétisation, de troncature et d’arrondi : différents types d’erreurs causées par différentes sources.
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Activité d’apprentissage 1 : Les types d’erreurs et leurs sources Introduction Cette première activité d’apprentissage est destinée à fournir les réponses aux questions qui sont souvent soulevées par les élèves lorsqu’ils ou elles entreprennent leur premier cours de méthodes numériques. (1) Qu’est-ce qu’une solution numérique et en quoi diffère-t-elle de la solution exacte ou analytique? (2) Pourquoi doit-on étudier les méthodes numériques? Les méthodes numériques sont-elles nécessaires? (3) En mathématiques, que sont les erreurs? Quelles sont les principales sources d’erreurs de calcul? Comment peut-on éliminer ces erreurs ou réduire leur effet sur les méthodes numériques? Pour commencer l’activité, nous expliquons la différence entre les solutions analytique et numérique. Dans le but de démontrer la nécessité d’utiliser les méthodes numériques, nous examinons un nombre de problèmes mathématiques spécialement sélectionnés pour convaincre l’élève que l’apprentissage des méthodes numériques est indispensable, soit parce que les problèmes analytiques ne peuvent être résolus, soit parce qu’ils sont trop complexes pour être d’une quelconque utilité. Afin de répondre aux questions concernant les erreurs, nous définissons ensuite le concept de l’erreur et fournissons une liste des différentes sources d’erreurs. Puis nous suggérons également, pour chaque type et chaque source d’erreur, une marche à suivre pour réduire leur fréquence et leur impact sur les solutions numériques. Méthodes analytiques, méthodes numériques et erreurs (a) Méthode analytique opposée à méthode numérique Qu’est-ce qu’une solution numérique et en quoi diffère-t-elle de la solution exacte ou analytique? Une méthode analytique pour résoudre un problème mathématique donné est aussi une méthode basée sur une analyse mathématique rigoureuse. L’application de cette méthode, dans la plupart des cas, mène à la solution exacte, aussi appelée solution analytique. Une méthode numérique pour résoudre un problème mathématique donné est une méthode basée sur une analyse mathématique rigoureuse. L’application de cette méthode, dans la plupart des cas, ne peut mener qu’à une solution approximative (non exacte), aussi appelée solution numérique. Dans de rares cas, une méthode numérique peut mener à la solution exacte.
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Exemple 1.1 Les solutions exactes de l’équation non linéaire x 2 − 5x + 3 = 0 peuvent être obtenues en appliquant l’équation du second degré bien connue (méthode analytique)







x1, 2 =



−b ± b2 − 4ac 2a



On en arrive aux solutions analytiques x1, 2 =



5 ± 13 . 2



D’un autre côté, la formule d’itération (méthode numérique)







xn + 1 = 5xn − 3, n = 0,1, 2,... ; x0 = 4.5 peut également être appliquée pour arriver à l’approximation de l’une des deux solutions données par l’équation du second degré. Cette méthode ne peut donner qu’une solution numérique approximative. À FAIRE En appliquant les formules d’intégration numérique suivantes, x1



Méthode des trapèzes ::



h



∫ f ( x)dx = 2 [f ( x ) + f ( x )]; 0



1



h = x1 − x0



x0 x



2 Règle de Simpson : f ( x)dx = h[f ( x0 ) + 4 f ( x1 ) + f ( x2 )]; ∫ 3 x0



h = x2 − x1 = x1 − x0



Confirmer ces énoncés : (i) La méthode des trapèzes donne les valeurs exactes de l’intégrale pour toute fonction linéaire f ( x ) = ax + b .



∫



x1



x0



f ( x ) dx



x2



(ii) La méthode de Simpson donne les valeurs exactes de l’intégrale ∫ f ( x ) dx 3 2 pour toute fonction cubique f telle que f ( x) = ax + bx + cx + d



x0
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En général, la différence entre les solutions analytique et numérique peut être résumée par l’énoncé suivant : les solutions analytiques sont exactes, alors que les méthodes numériques ne sont qu’approximatives. (b) La nécessité des méthodes numériques Pourquoi doit-on étudier les méthodes numériques? Les méthodes numériques sont-elles nécessaires? À la suite de la distinction que nous venons de faire entre les solutions analytique et numérique, on peut aisément être tenté de conclure que les problèmes mathématiques peuvent tous être résolus par les méthodes analytiques. En d’autres mots, il n’est pas nécessaire d’étudier les méthodes numériques puisqu’elles ne donnent que des solutions approximatives. Une telle conclusion est peu judicieuse. Les méthodes numériques doivent être apprises pour les trois principales raisons suivantes : 1. Il arrive qu’une solution analytique ne soit pas connue. Le tableau suivant démontre des exemples types.



x f (x)



1.0



1.25



1.5



1.75



2.0



1.0000



1.1180



1.1180



1.3229



1.4142



1



2. Une intégrale, telle que 2



∫e



x



2



dx , est parfaitement définie, mais la primitive de



0



l’intégrande f ( x) = e x ne peut être exprimée par l’utilisation des fonctions mathématiques élémentaires connues. 3. Dans certains cas, il peut être possible d’appliquer une expression mathématique pour trouver la solution analytique à un problème donné. Cependant, l’expression peut être trop compliquée à traiter numériquement. Un problème type est la recherche de la primitive de la fonction f telle que f ( x ) =



1 8 − x3



À la suite de quelques fastidieuses manipulations nécessitant la factorisation du dénominateur suivi de l’application de la décomposition en éléments simples, on trouve enfin la primitive générale
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F ( x) =



⎛ x + 1 ⎞ 1 ⎛ x2 + 2x + 4 ⎞ 3 ⎟⎟ + C tan −1 ⎜⎜ ⎟⎟ + ln⎜⎜ 2 12 ⎝ 3 ⎠ 24 ⎝ x − 4 x − 4 ⎠



dans laquelle C est une constante d’intégration arbitraire. Ce résultat complexe donne 2



l’évaluation de l’intégrale définie associée de type exécuter avec un degré d’exactitude significatif.



dx



∫8− x



3



presque impossible à



1



À FAIRE



(i) Confirmer que



dF dx



= f ( x ) (en appliquant la fonction F vue dans l’exemple 3)



(ii) En factorisant 8 − x 3 = ( 2 − x )( x 2 + 2 x + 4 ) et en appliquant la décomposition en éléments simples, dériver l’expression F (x) en tant que primitive de. (c) Erreurs En mathématiques, que sont les erreurs? Quelles sont les principales sources d’erreurs de calcul? Comment peut-on éliminer ces erreurs ou réduire leur effet sur les méthodes numériques? En consultant la section des mots-clés, l’élève peut trouver des définitions des concepts-clés et prendre conscience des théorèmes-clés et des principes qui relèvent des méthodes numériques. On y dénote les erreurs, les erreurs absolues, les erreurs relatives, les erreurs initiales, les erreurs de discrétisation, les erreurs de troncature et les erreurs d’arrondi. Pour faciliter la consultation, en voici la liste. Hypothèse Si X * est une approximation de la quantité exacte (réelle) X , alors : L’erreur dans X * est définie par X − X * ; L’erreur absolue dans X * est définie par X − X * ;
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Le pourcentage d’erreur dans X * est défini par 100



X −X



*



%. X Puisque la valeur exacte X est habituellement inconnue, on la remplace par la valeur approximative X * dans le dénominateur de l’expression pour les erreurs relatives et de pourcentage. Exactitude et précision Les dimensions et les calculs peuvent être considérés en regard de leur degré d’exactitude et de précision. La précision réfère à l’importance (grande ou petite) de l’erreur absolue X − X * . L’erreur absolue est donc une mesure de précision d’une approximation. L’exactitude réfère à la proximité entre l’approximation X * et la valeur exacte X L’important ici n’est pas seulement la magnitude de la déviation X � X * , mais aussi sa grandeur relative à la valeur exacte X . L’exactitude est donc mesurée par l’erreur



relative



X −X X



*



.



(d) Les types d’erreurs et leurs sources Voici maintenant une liste des types d’erreurs et de leurs sources. Elle est accompagnée d’une brève discussion sur les méthodes pour éliminer ou réduire de telles erreurs dans le but d’obtenir une solution numérique qui ne soit pas affectée au point que son interprétation ne devienne fautive. (i) Erreurs initiales Tout problème mathématique méritant d’être résolu numériquement comporte certaines données initiales. Ces données peuvent être présentées sous forme de coefficients dans une expression mathématique ou d’entrées d’une matrice. Si ces données initiales ne sont pas exactes, alors les déviations de leurs valeurs respectives sont appelées erreurs initiales. Dans certains problèmes, si les données initiales présentent des incertitudes, ces dernières peuvent avoir un effet dévastateur sur la solution numérique finale du problème. (ii) Erreur de discrétisation La plupart des ouvrages sur les erreurs de calcul ne font pas la différence entre l’erreur de discrétisation et l’erreur de troncature. La raison de cette lacune est simple : ces deux types d’erreurs ne vont pratiquement jamais l’un sans l’autre. Nous verrons
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donc que les deux types d’erreurs sont distincts, puisque les erreurs de troncature sont une catégorie d’erreurs de discrétisation. Les solutions exactes de certains problèmes mathématiques sont les fonctions continues y = f (x) de leurs variables indépendantes respectives. Dans presque tous les cas, les méthodes numériques pour résoudre de tels problèmes donnent une approximation de la solution continue inconnue f (x) par une séquence {f ( x n )} de la valeur approximative de la solution à un jeu de points distinct {x n } dans le domaine de la fonction solution f . Par exemple, la fonction continue f ( x) = x + e− x est la solution de l’équation différentielle à valeur initiale (ou du problème de Cauchy)



y / + y = 1 + x , y ( 0) = 1 . Une méthode de résolution type pour ce problème est donnée par la relation de récurrence x0 = 0, y 0 = 1, yn = (1 − h) yn−1 + (1 + xn−1 )h, n = 1,2,3,... , h étant une distance constante entre deux valeurs distinctes consécutives de la variable x . L’erreur obtenue par ce procédé de discrétisation est appelée erreur de discrétisation. (iii) Erreur de troncature Les erreurs de troncature sont une catégorie spéciale d’erreurs de discrétisation. Le terme erreur de troncature fait référence à l’erreur dans la méthode produite lorsqu’un processus infini est arrêté prématurément (ou tronqué) à un nombre inférieur de termes ou d’itérations dans le processus. De telles erreurs sont essentiellement des erreurs algorithmiques. Il est possible de prédire la portée de cette erreur dans la méthode. En réalité, la solution obtenue par l’application des méthodes numériques peut demander des procédés infinis. Par exemple, c’est le cas pour toutes les méthodes itératives convergentes, ainsi que pour les séries convergentes infinies. Puisque ces procédés infinis ne peuvent être exécutés indéfiniment, on est forcé de mettre fin (tronquer) au procédé et d’accepter la solution approximative. L’erreur causée par cette interruption inévitable du procédé infini est appelée erreur de troncature. (iv) Erreur d’arrondi Les erreurs d’arrondi sont les erreurs introduites lors des calculs numériques et sont causées par l’inefficacité des dispositifs de calcul à exécuter une arithmétique exacte. Par exemple, en multipliant deux nombres qui possèdent chacun six chiffres décimaux, on arrive à un résultat à douze chiffres décimaux. Malheureusement, certains dispositifs de calcul ne sont pas conçus pour afficher les douze chiffres décimaux. Dans ce cas, on est forcé de continuer l’opération de calcul en omettant certains chiffres
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décimaux (moins importants), qui sont placés à droite du produit. Cette erreur est appelée erreur d’arrondi. (e) Méthodes de réduction des erreurs Dans l’esprit de l’adage « mieux vaut prévenir que guérir », cette section est dédiée à donner des suggestions pratiques sur les moyens d’éliminer ou de réduire l’impact des différents types d’erreurs de calcul rencontrés en méthodes numériques. (i) Comment réduire l’erreur initiale? Les erreurs initiales peuvent avoir un effet dévastateur sur les solutions numériques. Voici un cas type illustrant un exemple présent dans l’ouvrage de Francis Sheid, Numerical Analysis, Shaum Outline Series, 1968, page 342. Cet exemple concerne la solution des deux équations linéaires simultanées suivantes :



x



-



x



-



y 1.00001 y



=



1



=



0



La solution exacte (analytique) est x = 100,001 , y = 100,000 . Dans cet exemple, l’ensemble des données initiales est composé des éléments de la matrice des coeffi⎛1⎞ ⎜⎜ ⎟⎟ b = −1 ⎤ ⎡1 ⎝0⎠ . cients A = ⎢ ⎥ et du vecteur du côté droit



⎣1 − 1.00001⎦



Cependant, si on change l’entrée y = −100,000 de la matrice A par x = − 99 ,999 , sans changer les autres données, le système d’équations







x− y=1 ⎧ ⎨ ⎩ x − 0.99999y = 0



change radicalement pour la solution exacte (analytique) x = − 99 ,999 , y = −100,000 . Ce résultat quelque peu surprenant démontre bien comment un infime changement dans les données initiales peut avoir des conséquences disproportionnées sur la solution de certains problèmes.
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Or, la seule façon de réduire ou, si possible, d’éliminer les erreurs initiales est de s’assurer que toute donnée proposée ou calculée dans le but de résoudre un problème est aussi juste qu’il est humainement possible de l’être. (ii) Comment réduire les erreurs de discrétisation? Lorsqu’on applique les méthodes numériques pour en arriver à la solution approximative d’un problème mathématique donné, on peut s’attendre à obtenir des solutions numériques ayant différents degrés d’exactitude. Ces résultats dépendent de l’importance de leurs erreurs de discrétisation respectives. Examiner ce problème d’évaluation de l’intégrale définie : 1



dx



∫ 1+ x 0



2



. La valeur exacte (analytique) de l’intégrale, exacte à six décimales près,



est Arc tan(1) = 0.785398 . Appliquons maintenant la méthode des trapèzes et la méthode de Simpson avec le



1



pas d’intervalle h = 0.2 à 5 . Évaluons premièrement l’intégrande f ( x) = 1+ x2 partir des points correspondants. Nous obtenons



i xi f ( xi )



0 0



1



1.000000



La méthode des trapèzes



3



0 .25



2 0.5



0 .75



4 1



0.941176



0.800000



0.640000



0,500000



⎫ h⎧ ⎨ f ( x0 ) + 2[f ( x1 ) + f ( x2 ) + f ( x3 )] + f ( x4 )⎬ donne 2⎩ ⎭



la solution numérique 0.782794.



La règle de Simpson



h {f ( x0 ) + 4[f ( x1 ) + f ( x3 )]+ 2 f ( x2 ) + f ( x4 )} mène à la 3



solution numérique 0.785392.
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On peut observer que la solution obtenue par l’application de la méthode des trapèzes est exacte à seulement deux décimales près, tandis que la solution obtenue en appliquant la règle de Simpson est exacte à quatre décimales près. Cette importante différence dans l’exactitude de deux solutions numériques est causée par la variation entre les erreurs de discrétisation de deux méthodes numériques. La règle de Simpson possède une erreur de discrétisation plus petite que la méthode des trapèzes. En général, les erreurs de discrétisation ne peuvent pas être évitées. Cependant, on peut les réduire de façon significative en faisant attention de sélectionner une méthode numérique qui soit considérée comme possédant une erreur de discrétisation relativement petite. (iii) Comment réduire les erreurs de troncature? Les erreurs de troncature sont causées par l’inévitable nécessité de mettre fin à un procédé de convergence infinie lorsqu’on tente de résoudre un problème. La grandeur de l’erreur de troncature va donc dépendre du procédé infini particulier (méthode numérique) appliqué et de la détermination à poursuivre le calcul à l’aide du procédé infini. On peut réduire l’erreur de troncature de deux façons : (a) En choisissant une méthode numérique possédant une petite erreur de troncature. (b) En poussant l’application du procédé infini suffisamment loin. Exemple 1.2 La fonction continue f définie par f ( x) = x 2 − 3 x + 1 possède une racine dans l’intervalle ]0, 1[ (pourquoi?). En appliquant l’équation du second degré, la valeur exacte de la racine, exacte à six décimales près, est ρ = 0.381966 . Il existe une quantité de méthodes itératives pour calculer l’approximation d’une telle racine. Voici deux de ces méthodes : La méthode de dichotomie



xn + 1 =



xn − xn − 1 , sous réserve que f (xn ) f (xn − 1 ) < 0 . 2
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La méthode de Newton-Raphson



x= x−



f (xn ) f / (xn ) , sous réserve que f / (x ) ≠ 0 . n



Si on exécute seulement trois itérations (troncature après trois itérations) en partant, pour chacune des méthodes, de la valeur x0 = 0 et de x1 = 1 pour la méthode de dichotomie et de x1 = 0 pour la méthode de Newton-Raphson, on obtient, pour chacune des méthodes, la suite d’approximation suivante :



Méthode Dichotomie Newton-Raphson



Valeurs initiales



x0 = 0



x2



x3



x4



x1 = 1



0.500000



0.250000



0.375000



x1 = 0



0.333333



0.380952



0.381966



Ces résultats démontrent qu’en mettant fin au procédé infini (itération) après la troisième itération, l’erreur de troncature de la méthode de Newton-Raphson est beaucoup plus petite que celle de la méthode de dichotomie.



À FAIRE Appliquer la méthode de dichotomie aux exemples cités plus haut jusqu’à l’obtention d’une solution exacte à trois décimales près. Combien d’itérations sont nécessaires pour arriver à cette solution? (iv) Comment réduire les erreurs d’arrondi? Avant d’entrer dans le vif de cette importante dernière tâche de notre activité d’apprentissage, nous devons d’abord présenter quelques termes qui seront mentionnés et utilisés fréquemment dans le procédé. • Que sont les chiffres? En mathématiques informatiques, les chiffres désignent n’importe laquelle des dix formes numérales suivantes : {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Dans le système décimal des nombres réels, un nombre N est une chaîne ou une séquence ordonnée de chiffres. Un exemple type est le nombre
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N = 00073920600365.00004507000 Un nombre peut être vu comme une mesure de la grandeur d’une certaine quantité réelle ou imaginaire. La position de chacun des chiffres dans la chaîne de chiffres a un rapport direct avec l’importance de ce chiffre dans la mesure globale de la grandeur ou de la quantité que ce nombre représente. Intuitivement, nous savons que le chiffre 7 le plus à gauche dans le nombre N cité plus haut est plus significatif que le chiffre 7 le plus à droite. • Dans un nombre, quels sont les chiffres significatifs? Lorsqu’on doit décider quels sont les chiffres significatifs d’un nombre donné, les règles suivantes s’appliquent : 1. 2. 3. 4. 



Les entiers relatifs non nuls sont toujours des chiffres significatifs; Tout zéro dans la partie la plus à gauche d’un nombre n’est pas significatif; Tout zéro positionné entre deux entiers relatifs non nuls est significatif; Les zéros situés le plus à droite d’un nombre sont considérés comme significatifs seulement si le nombre contient un signe décimal.



• Combien y a-t-il de chiffres significatifs dans un nombre donné? Pour trouver le nombre de chiffres significatifs présents dans un nombre donné, on applique la règle suivante : Règle 1 : Le nombre de chiffres significatifs d’un entier relatif strict (qui n’a pas de chiffres décimaux) est obtenu en comptant à partir du chiffre non nul le plus à gauche jusqu’au chiffre non nul le plus à droite. Exemple 1.3 Le nombre 541500409 



contient 9 chiffres significatifs



Le nombre 002507030 



contient 6 chiffres significatifs



Règle 2 : Le nombre de chiffres significatifs d’un nombre ayant une partie décimale est obtenu en comptant tous les chiffres, en partant du chiffre non nul le plus à gauche.
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Exemple 1.4 Le nombre 6.00213 



contient 6 chiffres significatifs



Le nombre 6.00213000 



contient 9 chiffres significatifs



NOTE : Tous les zéros situés à la fin d’un chiffre décimal sont significatifs. (iv) Comment réduire les erreurs d’arrondi? Maintenant que nous connaissons les concepts de chiffres et de chiffres significatifs d’un nombre, nous pouvons aisément discuter des façons de réduire les erreurs d’arrondi. Une façon de traiter le problème des erreurs d’arrondi est de travailler avec le degré d’exactitude maximum que notre machine à calculer le permet à chacune des étapes du calcul. Exemple 1.5 Trouver la somme des nombres 2.35, 1.48, 4.24 en utilisant une machine à calculer ne pouvant traiter que les nombres à deux chiffres significatifs.



La somme exacte est 



S = 2.35 + 1.48 + 4.24 = 8.07 .



Si nous ignorons le deuxième chiffre décimal de chacun des nombres, nous arrivons à la somme approximative suivante : 



S1 = 2.3 + 1.4 + 4.2 = 7.9 .



L’erreur absolue dans S1 est : 



S − S 1 = 0 .17 .



Une approximation plus adéquate de S en suivant les mêmes restrictions donne : 



S 2 = 2.4 + 1.5 + 4.2 = 8.1 .



L’erreur absolue dans S 2 est : S − S 2 = 0 .03 .
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Cette erreur est significativement plus petite que celle dans S1 . Dans l’immédiat, la question qui sera soulevée par l’élève sera : « Dans la somme



S 2 , comment peut-on arriver à un chiffre à deux termes? » La réponse à cette question est simple. Chacun des termes a été obtenu à partir de son terme à trois chiffres correspondant par arrondi.



L’élève pourra bientôt arrondir les nombres. Que signifie arrondir un nombre? L’action d’arrondir un nombre à un nombre fixe de chiffres signifie simplement le fait de laisser tomber tous les chiffres qui sont situés le plus à droite du nombre audelà d’un certain point. Si, pour arrondir un nombre, on laisse simplement tomber tous les chiffres au-delà d’un certain point situé à droite du nombre sans faire aucun ajustement sur le dernier chiffre retenu, alors on peut parler « d’arrondissement ou de coupe du nombre ». Exemple 1.6 La somme S1 a été calculée à partir des termes obtenus par les nombres originaux coupés au troisième chiffre après la décimale. Le terme 2.35 a été arrondi à 2.3, le terme 1.48 a été arrondi à 1.4 et le terme 4.24 a été arrondi à 4.2. Dans chacun des cas, le dernier chiffre retenu (le premier après la décimale) n’a pas été ajusté par le procédé d’arrondissement. Note La somme S 2 a également été obtenue par arrondissement. Cependant, cette fois, l’arrondissement s’est fait d’une manière différente. Ici, les trois termes n’ont pas tous été coupés! Le terme 



2.35 



a été arrondi à 



2.4;



Le terme 



1.48 



a été arrondi à 



1.5;



Le terme 



4.24 



a été arrondi à 



4.2.
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Nous pouvons noter qu’en arrondissant chacun des deux premiers termes, 2.35 et 1.48, le chiffre positionné en deuxième après la décimale a été mis de coté, mais le chiffre positionné juste après la décimale a été ajusté, donc augmenté d’une unité. Le troisième chiffre 4.24 a simplement été coupé. Cette méthode (ou règle jusqu’à présent inconnue pour les nombres arrondis) semble être plus adéquate que l’arrondissement, puisque dans l’exemple, S 2 est plus exacte que S1 . Règles d’arrondissement des nombres Lorsqu’on veut réduire l’erreur d’arrondi, le rejet de chiffres au-delà d’une position prédéterminée ( n ) doit être accompagné d’ajustements sur les chiffres positionnés en (n-1). L’ajustement peut se faire en laissant le chiffre en position ( n ) inchangé ou en l’augmentant d’une unité. La décision de laisser le chiffre occupant la position (n-1) intact ou de l’augmenter d’une unité doit être prise par l’application des règles suivantes : (a) Si le chiffre en position ( n + 1 ) est supérieur à 5 , alors le chiffre en position ( n ) est augmenté d’une unité; (b) Si le chiffre en position ( n + 1 ) est 5 et qu’au moins un autre chiffre situé à sa droite est différent de zéro, alors le chiffre en position ( n ) est augmenté d’une unité; (c) Si le chiffre en position ( n + 1 ) est inférieur à 5, alors le chiffre en position ( n ) reste inchangé; (d) Si le chiffre en position ( n + 1 ) est 5 et que tous les autres chiffres situés à la droite de la position ( n + 1 ) sont zéro, alors (i) Le chiffre en position ( n ) est augmenté d’une unité s’il s’agit d’un 



nombre impair (1,3,5,7,9) , (ii) Le chiffre en position ( n ) reste inchangé s’il s’agit d’un nombre pair



(0,2,4,6,8) .
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Exemple 1.7 Arrondir un nombre donné exact à deux chiffres significatifs



S/N



Nombre



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10



8.361 8.351 8.350 8.450 8.050 8.349 2.55 2.65 0.0557 0.0554



Arrondi à deux chiffres significatifs 8.4 8.4 8.4 8.4 8.0 8.3 2.6 2.6 0.056 0.055



Règle mise en application (a) (b) (d) (i) (d) (ii) (d) (ii) (c) (d) (i) (d) (ii) (a) (b)



Évaluation formative : Les élèves doivent exécuter ces exercices en prenant soin d’inscrire une solution complète pour chaque problème. Ils ou elles doivent ensuite vérifier minutieusement chacune des réponses en tenant compte des solutions fournies. Questions 1. (a) En utilisant la méthode de substitution, trouver la solution exacte du système d’équations linéaires.







5x



+



7y



=



12 .075



7x



+



10 y



=



16 .905



(b) Arrondir les valeurs situées le plus à droite de chacune des équations à deux chiffres significatifs, puis trouver la solution exacte du système d’équations linéaires qui en résulte. (c) En utilisant les solutions obtenues par ces deux systèmes d’équations, expliquer pourquoi les erreurs initiales doivent autant que possible être évitées.
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2. (a) Combien y a-t-il de chiffres significatifs dans chacun des nombres suivants? (i) 00001000020000 (ii) 10000200003004 (iii) 000123.0004500 (b) Arrondir les nombres suivants à cinq chiffres significatifs. 



(i) 0123.395







(ii) 0123.205







(iii) 0123.206



⎛1 3 ⎞ 3 , effectuer les calculs suivants : ⎟− ⎝ 3 11 ⎠ 20



3. En tenant compte de X = ⎜ +



(a) Trouver la valeur exacte de X à cinq chiffres significatifs. (b) Trouver une valeur approximative de X en appliquant la coupe arithmétique (arrondir sans faire aucun ajustement) de trois chiffres. (c) Trouver une valeur approximative de X en appliquant l’arrondi arithmétique de trois chiffres. (d) Calculer les erreurs absolues et le pourcentage d’erreur des approximations obtenues en (b) et (c). 4. L’erreur de troncature E (x) à interpoler linéairement la fonction f entre deux points



1 ( x − x0 )( x − x1 ) f // (ξ ) 2 où ξ est un certain point dans l’intervalle I =: ( x0 , x1 ) . x0 et x1 , avec x1 = x0 + h , est donnée par E ( x) =



(a) En effectuant le test de la dérivée seconde, démontrer que Max E ( x ) =



M = Max f (x)



x∈ I



//



où



x ∈I



h2 8



M



.



(b) Si f ( x) = sin( x) , déterminer la valeur du pas h pour laquelle l’erreur de troncature sera toujours inférieure à 0 .01 .



Université Virtuelle Africaine 34



5. Si la fonction f possède une racine simple ρ placée au centre de l’intervalle fermé a ≤ x ≤ b , la méthode de dichotomie appliquée pour trouver l’approximation de ρ est la formule d’itération



xi =



x i − 2 + x i −1 2



, i = 1,2,3,.... x −1 = a , x0 = b , f ( xi − 2 ) f ( xi −1 ) < 0



(a) Prouver, par induction mathématique, que l’erreur présente dans i th itéré xi est donnée par E i =



b− a 2i



(b) Si a = 0 et b = 1 , combien d’itérations de dichotomie doivent être appliquées pour obtenir une approximation inférieure ou égale à 10 − 3 ? Solutions 1. (a) x = 2.415 , y = 0 (b) x = 1 , y = 1 (c) Les erreurs initiales doivent être évitées parce que les solutions de certains problèmes peuvent être affectées par de petites erreurs initiales. 2. (a) 



(i) 



6 







(ii) 







(iii) 



(b) 



(i) 



123.40



14 



(ii) 



123.20



10 



(iii) 



123.21



3. (a) Valeur exacte 



X = 0.45606



(b) Valeur approximative 



X b = 0.455



(c) Valeur approximative 



X c = 0.456



(d) Erreur absolue 



X − X b = 0 .00106



(e) Erreur absolue 



X − X c = 0 .00006



(f) Erreurs de pourcentage 



⎛ X − Xb ⎜ ⎜ X ⎝



⎞ ⎟100 = 0.23% ⎟ ⎠
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⎛ X − Xc ⎜ ⎜ X ⎝



(g) Erreurs de pourcentage 



⎞ ⎟100 = 0.013% ⎟ ⎠



4. (a) La première et la seconde dérivée de la fonction g( x) = ( x − x0 )( x − x1 ) sont : g / ( x) = 2 x − ( x0 + x1 ) et g // ( x) = 2 , respectivement. Le point critique simple de g (x) est à ζ =



x 0 + x1



et g // (ς ) > 0 .



2



Nous tirons alors la conclusion que : g (ς ) = (ς − x0 )(ς − x1 )







⎡1



1



⎤⎡ 1



1



⎤







= ⎢ x0 + x1 − x0 ⎥ ⎢ x0 + x1 − x1 ⎥ 2 2 ⎣2 ⎦⎣ 2 ⎦







=







= −



Donc Max g ( x) =



h2 et le résultat est 4



Max E ( x) =



1 2



(x



1



− x0 )



1 2



(x



0



− x1 ) 



h2 4



h2 M. 4



(b) Avec f ( x) = sin( x) , nous avons M = 1 et devons trouver h puisque . Nous obtenons h ≤



0 .08 < 0 .3 .



Raisonnement par récurrence E i =



5. (a) 



h2 8



≤ 0 .01



b− a 2i







Test: La formule est correcte pour i = 1 parce que l’erreur de la première dichotomie est 



b− a 2



.
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Hypothèse : Supposons la formule telle qu’elle est : i = k > 1 (fixe).



Donc, E k = 



b− a 2k



Induction : L’erreur dans x k +1 = E k +1 =







1 Ek 2



1 ⎡ b− a ⎤ b− a ⎢ ⎥ = k +1 =. C.Q.F.D. 2 ⎣ 2k ⎦ 2



(c) Si a = 0 et b = 1 , alors Ei =



1 . 2i



Le résultat ne devrait pas dépasser 10



−3



si i ≥



ln(1000) = 10 . ln(2)
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Activité d’apprentissage 2 : L’interpolation Sommaire Tout cours d’introduction aux méthodes numériques doit inclure le concept de l’interpolation. L’approximation numérique aborde les notions d’approximation des nombres et des fonctions. L’interpolation numérique concerne l’approximation des fonctions. Les raisons qui mènent à l’approximation d’une fonction sont les suivantes : • Plusieurs fonctions mathématiques ne peuvent être connues qu’à partir de leurs tables des valeurs respectives ; • Certaines fonctions sont parfois connues, mais sont trop complexes pour être manipulées numériquement par l’informatique; • Certaines fonctions sont parfois connues, mais la solution du problème dans lequel elles apparaissent ne possède pas d’expression mathématique évidente reliée. Cette activité d’apprentissage présente l’interpolation de façon à ce que l’élève puisse faire l’expérience directe de certaines applications pratiques des méthodes numériques dans le but de résoudre un problème mathématique d’approximation d’une fonction f , qui n’est connue qu’à partir d’un ensemble de valeurs à un nombre fini de points. Cette activité d’apprentissage traite des sous-sujets suivants : • Interpolation linéaire; • Polynômes d’interpolation de Lagrange; • Polynômes d’interpolation des différences divisées de Newton; • Polynômes d’interpolation des différences finies. Pour commencer, il importe de définir le concept de l’interpolation. Nous utiliserons l’interpolation linéaire pour l’illustrer. Ensuite, nous présenterons des cas spéciaux de polynômes d’interpolation. Nous commenterons particulièrement les coefficients du polynôme d’interpolation de Lagrange, les différences divisées de Newton et les différences finies.
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Objectifs d'apprentissage spécifiques Au terme de cette activité d'apprentissage, l’élève saura : • Expliquer pourquoi il est important de mettre en application les méthodes numériques pour résoudre des problèmes d’interpolation; • Appliquer les polynômes d’interpolation de Lagrange; • Appliquer les polynômes d’interpolation des différences divisées de Newton; • Définir et manipuler les opérateurs de différence finie (déplacement, avant, arrière, centré et de moyenne); • Concevoir des tables des différences pour les valeurs des fonctions tabulées; • Dériver et appliquer les mentions avant et arrière de Newton et la différence centrée des polynômes d’interpolation de Stirling; • Utiliser les polynômes d’interpolation des différences finies en dérivant les méthodes d’intégration numérique.



Liste des lectures requises Wikipédia : Interpolation Liste des liens utiles Wolfram Math World (site consulté le 4 mars 2007) http://mathworld.wolfram.com L’élève doit chercher l’entrée correspondant à l’unité étudiée. Il ou elle doit également faire une recherche par mots-clés dans tout le texte. Dans tous les cas, MathWorld présente la référence complète. Wikipédia (site consulté le 4 mars 2007) http://en.wikipedia.org/wiki Comme pour MathWorld, l’élève doit chercher l’entrée correspondant à l’unité étudiée. Il doit également faire une recherche par mots-clés dans tout le texte. En général, Wikipédia présente une liste restreinte d’entrées. Il s’avère donc facile de les consulter.
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MacTutor History of Mathematics (site consulté le 3 mars 2007) http://www-history.mcs.standrews.ac.uk/Indexes MacTutor Archive est le site le plus complet de l’Internet sur l’histoire des mathématiques. L’élève doit chercher le titre de l’unité et lire l’histoire de la matière. Cette activité aura pour utilité de lui fournir une vue d’ensemble sur l’importance des notions étudiées et sur leur contexte. Mots-clés et théorèmes Les définitions complètes sont données dans le texte. Interpolation : approximation d’une fonction par l’application des valeurs discrètes. Polynôme d’interpolation : polynôme qui interpole une fonction par l’application de la notion de valeurs discrètes fournie. Différences divisées : différences des valeurs des fonctions fournies en relation avec les différences entre les points discrets fournis. Opérateurs de différence finie : opérateurs mathématiques utilisés dans la conception des différences dans les valeurs des fonctions. Table des différences finies : table présentant des ordres différents de différences dans les valeurs des fonctions.
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Introduction Ce module se compose de combien d’activités d’apprentissage? Comme il a déjà été mentionné dans le sommaire, les méthodes numériques sont utilisées pour faire l’approximation des nombres ainsi que pour approximer les fonctions. Le contenu de ce module est divisé en quatre activités d’apprentissage. Deux de ces activités portent sur les méthodes d’approximation des nombres (la notion d’intégrale définie et les racines des fonctions). Une autre activité d’apprentissage développe la notion d’erreurs et une dernière activité s’intéresse aux méthodes numériques d’approximation des fonctions. Pourquoi choisir les polynômes pour faire l’approximation des fonctions? On fait l’approximation des fonctions en utilisant d’autres fonctions considérées comme étant plus simples à manipuler numériquement. On utilise les polynômes en particulier pour approximer d’autres fonctions compliquées, surtout parce que les polynômes sont : • Faciles à évaluer; • Faciles à différencier; • Faciles à intégrer. Pour commencer, nous allons définir le concept de l’interpolation et établir pourquoi il est nécessaire dans les méthodes numériques. Ensuite, nous expliquerons de façon détaillée le polynôme le plus simple utilisé dans l’approximation des fonctions, l’interpolation linéaire. Puis, des polynômes d’ordre plus complexe seront présentés : • Les polynômes d’interpolation de Lagrange; • Les polynômes des différences divisées de Newton; • Les polynômes d’interpolation des différences finies. Au terme de cette activité d’apprentissage, nous discuterons brièvement de l’utilisation possible des polynômes d’interpolation en dérivant certaines méthodes d’intégration numérique comme la méthode des trapèzes et la règle de Simpson.
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Activité d’apprentissage 2 2.1 Signification de l’interpolation Le concept mathématique de l’interpolation est relié au problème d’approximation d’une fonction f définie dans un intervalle fermé [a, b] . La fonction f qu’on doit approximer est habituellement définie par l’ensemble de ses valeurs à n + 1 points distincts situés dans l’intervalle [a, b] . Généralement, des couples de valeurs sont donnés :



( x k , f ( x k ));



k = 0,1,2,..., n;



x 0 = a,



xn = b



Le problème consiste à trouver les valeurs (ou même les dérivés) de la fonction à certains points non tabulaires situés dans l’intervalle. Ces types de problèmes sont assez communs en physique et en chimie expérimentales, où l’expression algébrique d’une fonction peut être inconnue, mais où les valeurs pour différentes valeurs de la variable indépendante doivent être obtenues de façon expérimentale par des mesures en laboratoire. Exemple caractéristique (Bajpai et al, 1975, p. 205) Selon une expérience menée en laboratoire de physique, la longueur y d’un fil a été mesurée en rapport à différentes charges x qui y étaient suspendues. Les résultats de cette expérience sont relevés dans la table ci-dessous : Table 1 : Charge opposée à l’extension d’un fil



x : Charge (kg) y : Longueur (mm)



0



1



2



3



4



5



2027.1



2029.4



2031.8



2034.1



2036.5



2039.0



À partir des données obtenues, on peut souhaiter découvrir la longueur du fil correspondant à n’importe quelle charge non tabulée située dans l’intervalle [0,5] . Cette action est appelée interpolation de la fonction f définie par y = f (x) , pour laquelle la dépendance fonctionnelle de y par rapport à la charge x n’est pas donnée de façon explicite. Toute tentative d’utilisation des données pour calculer la longueur du fil correspondant à une charge autre que celles incluses dans l’intervalle donné est appelée extrapolation.
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2.2 Interpolation linéaire En interpolation linéaire, nous tenons pour acquis que nous avons les points A( x0 , f 0 ) et B ( x1 , f 1 ) sur la courbe d’une (habituellement inconnue) fonction continue



y = f (x) et que nous souhaitons faire l’approximation de la valeur d’une fonction à un point x ∈ ( x0 , x1 ) .. À FAIRE Revoir et apprendre les différentes formes de la définition d'une ligne droite et inscrire l'équation de la ligne droite pour chacune des formes : • Deux points donnés; • Un point et une pente donnés. Puisqu’une ligne droite est entièrement définie par deux points donnés, on fait l’approximation de la fonction f localement sur l’intervalle [ x0 , x1 ] en ligne droite à partir des deux points donnés. L'équation de la ligne droite peut être donnée de différentes formes. Voici trois de ces formes : (i) L’habituelle pente des points d’intersection sur l’axe des y ou forme de Newton; (ii) La forme de Lagrange; (iii) La forme déterminante. Pour des raisons informatiques, la forme déterminante est la plus efficace des trois formes données.



⎧ ⎪ (i ) ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪(ii ) P1 ( x) = ⎨ ⎪ ⎪ ⎪ (iii ) ⎪ ⎪ ⎪⎩



⎛ f − f0 f 0 + ⎜⎜ 1 ⎝ x1 − x0



⎞ ⎟⎟( x − x0 ) ⎠



x − x0 x − x1 f0 + f1 x0 − x1 x1 − x0 f0 1 x1 − x0 f1



x0 − x x1 − x
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Exemple 1 À partir des données obapproximation de la longueur du fil pour une charge de 2,7 kg. Solution Dans cet exemple, nous substituons les valeurs



x0 = 2,



f 0 = 2031.8,



x1 = 3,



f1 = 2034.1,



x = 2.7



dans la forme déterminante de l’équation et obtenons la valeur







P1 (2.7) =



2031.8 − 0.7 2034.1 0.3



=



2033.41



qui semble être raisonnablement près de ce que nous attendons, car elle est plus près de f 1 qu’elle ne l’est de f 0 .



À FAIRE (2.1) Appliquer les deux autres formes de la fonction d’interpolation linéaire P1 ( x) pour approximer la longueur du fil pour une charge de 1,35 kg.



2.3 Erreur d’interpolation linéaire Tentons maintenant de répondre à la question suivante : En interpolation linéaire, quel est le degré d’importance de l’erreur? En d’autres mots, nous souhaitons découvrir si les solutions obtenues par le procédé d’interpolation linéaire sont précises. Voici une caractéristique importante de l’interpolation polynomiale Pn (x) de tout degré :



Pn ( x k ) = f ( x k ),



k = 0,1,2,..., n .
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En interpolation linéaire, on suppose que P ( x0 ) = f ( x0 ),



P( x1 ) = f ( x1 ) .



Donc, en interpolation linéaire, l’erreur E (x) en un point x ∈ [ x0 , x1 ] doit être de la forme : E 1 ( x) = ( x − x)( x − x)C , où C est une constante indépendante de x . Dans une section à venir de cette activité d’apprentissage, la valeur C d’une fonction f (x) , qui doit être suffisamment dérivable, est telle que C =



Min ( x0 , x1 , x) < ξ < Max ( x0 , x1 , x) .



1 // f (ξ ) , où 2



Le résultat démontre ainsi que l’erreur d’interpolation linéaire prend la forme de 







E 1 ( x) = ( x − x0 )( x − x1 )



1 // f (ξ ). 2



Si M = Max f // ( x) est sur l’intervalle [ x0 , x1 ] , alors on peut démontrer que







E 1 ( x) ≤



1 1 M ( x1 − x0 ) 2 = Mh 2 . 8 8



2.4 Polynômes d’interpolation Comme nous l’avons déjà mentionné au début de cette activité d’apprentissage, le problème principal de l’interpolation polynomiale peut être décrit de la façon suivante : La valeur f ( x k ) = f k d’une fonction continue f à n + 1 points distincts



xk , k = 0,1,2,..., n est requise pour la conception d’un polynôme Pn (x) de degré n , s’il répond aux critères de colocation suivants : P (x ) = f ;



k = 0,1,2,..., n



n k k On peut démontrer que cette fonction, appelée « interpolation polynomiale », existe et est unique.



Or, il existe différentes formes de représentation d’interpolation polynomiale. Au cours de cette activité d’apprentissage, nous ferons la démonstration de quatre de ces formes.
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2.5 Interpolation polynomiale de Lagrange En général, l’interpolation polynomiale de Lagrange est de la forme



Pn ( x) = L 0 ( x) f 0 + L1 ( x) f1 + L 2 ( x) f 2 + .... + L n ( x) f n



n



=



∑ L ( x) f i



i



i =0



dans laquelle les termes Li ( x), i = 0,1,2,..., n sont des polynômes unitaires (ou normés) de degré n en x , et sont appelés les coefficients d’interpolation de Lagrange. Pour s’assurer que Pn (x) satisfait bien aux critères de colocation cités plus haut, les coefficients d’interpolation de Lagrange sont conçus de façon à ce qu’ils vérifient la condition



Li (x j ) =



δ i, j







⎧1 if ⎪ =⎨ ⎪0 if ⎩



i= j i≠ j



On peut vérifier si la définition de Li (x) qui suit respecte cette condition :



L i ( x) =



( x − x0 )( x − x1 )...( x − xi −1 )( x − xi +1 )...( x − xn ) . ( xi − x0 )( xi − x1 )...( xi − xi −1 )( xi − xi +1 )...( xi − xn )



Maintenant que les coefficients d’interpolation de Lagrange sont définis, on peut vérifier la condition de colocation de l’interpolation polynomiale pour n







Pn ( x j ) = ∑ L i ( x j ) f j i =0



n



=



∑δ



ij



fi = f j ;



j = 0,1,2,..., n



i =0



Exemple 2 Concevoir l’interpolation polynomiale cubique de Lagrange qui interpole la fonction



f donnée dans la table des valeurs suivante :
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Table 2



i



xi fi 



0 1



1 2



2 3



3 4



1.54



0.58



0.01



0.35



P3 (x) = 1.54L 0 (x) + 0.58L 1 (x) + 0.01L 2 (x) + 0.35L 3 (x)



où



( x − 2)( x − 3)( x − 4) 1 = − ( x − 2)( x − 3)( x − 4) (1 − 2)(1 − 3)(1 − 4) 6 ( x − 1)( x − 3)( x − 4) 1 L 1 ( x) = = ( x − 1)( x − 3)( x − 4) (2 − 1)(2 − 3)(2 − 4) 2 ( x − 1)( x − 2)( x − 4) 1 L 2 ( x) = = − ( x − 1)( x − 2)( x − 4) (3 − 1)(3 − 2)(3 − 4) 2 ( x − 1)( x − 2)( x − 3) 1 L 3 ( x) = = ( x − 1)( x − 2)( x − 3) (4 − 1)(4 − 2)(4 − 3) 6 L 0 ( x) =







À FAIRE (2.2) Appliquer l’interpolation polynomiale de Lagrange décrite ci-dessus pour interpoler la fonction f en x = 2.6 Observation (i) Nous notons que la seconde forme (ii) de l’équation d’une ligne droite donnée dans l’exercice À FAIRE (2.1) est un exemple type de la formule d’interpolation linéaire de Lagrange. (ii) Si nous modifions l’interpolation polynomiale de Lagrange d’un degré, par exemple si nous passons de l’interpolation linéaire à l’interpolation quadratique, tous les calculs devront être faits de nouveau, car aucune des expressions employées dans le cas de l’interpolation linéaire (les coefficients linéaires de Lagrange L0 ( x), L1 ( x) ) n’est utile dans la conception du polynôme d’interpolation quadratique de Lagrange.
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À cause de la deuxième observation, des efforts ont été faits pour concevoir des polynômes d’interpolation itératifs, c’est-à-dire qu’un polynôme d’interpolation de degré élevé peut être obtenu par la simple addition de termes de degré élevé à un polynôme d’interpolation de degré inférieur existant. Présentons maintenant deux polynômes d’interpolation illustrant ce principe. 2.6 Différences divisées de Newton Soit la fonction f donnée en n + 1 points distincts x0 , x1 ,..., x n de telle sorte que



f k = f ( x k ) , k = 0,1,2,..., n .







Définissons ce que nous considérons comme les différences divisées de Newton



f [ x0 , x1 ,..., x k ] , k = 1,2,..., n comme suit







f [ x0 , x1 ] =



f1 − f 0 x1 − x 0



f [ x0 , x1 , x2 ] =



f [ x1 , x2 ] − f [ x0 , x1 ] x 2 − x0



f [ x0 , x1 , x2 , x3 ] =



f [ x1 , x2 , x3 ] − f [ x0 , x1 , x2 ] x3 − x 0



• • f [ x0 , x1 , x2 ..., xk ] =



f [ x1 , x2 , x3 ,..., xk ] − f [ x0 , x1 , x2 ,..., xk −1 ] x k − x0
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Une table type des différences divisées ressemble à ceci : Table 3: Table des différences divisées



x



f (x)



x0



f ( x0 )



Différences divisées Première Deuxième



Troisième



Quatrième



f [ x0 , x1 ] x1



f ( x1 )



f [ x0 , x1 , x 2 ] f [ x1 , x 2 ]



x2



f ( x2 )



f [ x0 , x1 , x 2 , x3 ] f [ x1 , x 2 , x3 ]



f [ x 2 , x3 ] x3



f ( x3 )



f [ x1 , x 2 , x3 , x 4 ] f [ x 2 , x3 , x 4 ]



f [ x3 , x 4 ] x4



f [ x0 , x1 , x 2 , x3 , x 4 ]



f ( x4 )



f [ x1 , x 2 , x3 , x 4 , x5 ] f [ x 2 , x3 , x 4 , x5 ]



f [ x3 , x 4 , x5 ] f [ x 4 , x5 ]



x5



f ( x5 )



En utilisant les différences divisées, Newton a dérivé le polynôme de nième degré



Pn (x) , qui interpole la fonction f (x) aux n + 1 points de colocation distincts x k , k = 0,1,2,..., n : (Burden and Faires, 1989, p. 113) Pn ( x) = f ( x0 ) + ( x − x0 ) f [ x0 , x1 ] + ( x − x0 )( x − x1 ) f [ x0 , x1 , x2 ] + ( x − x0 )( x − x1 )( x − x2 ) f [ x0 , x1 , x2 , x3 ] + ... + ( x − x0 )( x − x1 )( x − x2 )...( x − xn+1 ) f [ x0 , x1 , x2 ,..., xn ] Ou OR n



Pn ( x) = f ( x0 ) + ∑ ( x − x0 )( x − x1 )...( x − xk ) f [ x0 , x1 , x2 ,...xk −1 ] k =1



Nous illustrons cette approche dans l’exemple qui suit.
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Exemple 3 (i) Concevoir une table des différences divisées pour la fonction f (x) à partir des données suivantes : Table 4 : Valeurs tabulées d’une fonction x f(x)



-3 -17



-2 -25



-1 -13



0 -5



1 -1



2 23



3 115



(ii) En partant de la table des différences obtenue, interpoler f en : x = − 2 .3 en utilisant les polynômes d’interpolation linéaire, quadratique et cubique



de Newton basés sur x0 = −3 . Solution Table 5 : Table des différences divisées



x



f (x)



-3



-17



-2



-25



Première



Différences divisées Deuxième Troisième



Quatrième



-8 10 12 -1



-13



-4 -2



8 0



-5



-2 4



1



-1



10



23 115



L’interpolation est basée sur x = − 3 .0



1 8



34 92



3



1 4



24 2



1 0
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• Interpolation linéaire Si nous prenons x0 = −3.0 ,



f ( x0 ) = −17 ,



f [ x0 , x1 ] = −8 , x = −2.3 , nous



obtenons f (−2.3) = f ( x0 ) + ( x − x0 ) f [ x0 , x1 ] = −22.6 . • Interpolation quadratique Étant donné que nous interpolons au même point x = − 2 .3 , nous n’avons qu’à prendre en compte le terme additionnel 



( x − x0 )( x − x1 ) f [ x0 , x1 , x2 ] qui, au



point x = − 2 .3 a une valeur de (0.7)(−0.3)(10) = −2.1 En additionnant cette correction à la valeur obtenue par l’interpolation linéaire, nous obtenons f (−2.3) = −22.6 − 2.1 = −24.7 . • Interpolation cubique Ici encore, nous n’avons qu’à calculer une correction et à l’apporter à la valeur obtenue par l’interpolation quadratique. Le terme additionnel est ( x − x0 )( x − x1 )( x − x2 ) f [ x0 , x1 , x2 , x3 ] et sa valeur est



(0.7)(−0.3)(−1.3)(−4) = −1.092 . En apportant cette correction sur la valeur obtenue par l’interpolation quadratique, nous obtenons f (−2.3) = −25.792 .



À FAIRE (2.3) Utiliser la table des différences divisées ci-dessus pour (i) Trouver la valeur de la différence divisée f [ x 2 , x3 , x 4 ] et démontrer le processus exact pour y arriver. (ii) Interpoler f (x) at x = − 0 .3 en utilisant un polynôme d’interpolation des différences divisées de Newton de quatrième degré basé sur le point x = − 1 .0 Comparer le résultat à la valeur de la fonction f telle que f ( x) = x 4 + 2 x 3 − 3 x 2 + 4 x − 5 en x = − 0 .3 .



Université Virtuelle Africaine 51



2.7 Opérateurs des différences finies Le troisième et dernier ensemble de polynômes d’interpolation est étroitement lié aux différences divisées de Newton. Ici, l’hypothèse de base est la suivante : Les valeurs des fonctions f ( x k ) := f k sont données en un nombre de points distincts espacés par un intervalle constant d’une longueur chaque point consécutif.



h = xk +1 − xk entre



Une introduction systématique de la méthode d’approche doit tout d’abord définir quelques opérateurs de différence. Il y a quatre opérateurs de différence de base : les opérateurs de déplacement, avant, arrière et centré. Ils sont définis comme suit : L’opérateur de déplacement E L’opérateur de déplacement E est défini par la relation







Ef ( x ) = f ( x + h) dans le cas d’une variable continue x , et par la relation







Ef k = f k +1 dans le cas d’une variable discrète x k .



La puissance de l’opérateur (positif ou négatif) est définie de façon analogue :







E p f ( x) = f ( x + ph);



E p fk = fk+ p .



L’opérateur de différence avant Δ L’opérateur de différence avant Δ est défini par la relation



Δf ( x) = f ( x + h) − f ( x) dans le cas d’une variable continue x , et par la rela-



tion



Δ f k = f k +1 − f k dans le cas d’une variable discrète x k . 



(1)
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La puissance de l’opérateur de différence avant Δ peut également être définie par



Δ p+1 f k = Δ p f k +1 − Δ p f k r.



p = 0,12,...;



Δ0 f r = f r peu importe la valeur de



L’opérateur de différence arrière ∇ L’opérateur de différence arrière ∇ est défini par la relation ∇f ( x) = f ( x) − f ( x − h) dans le cas d’une variable continue x , et par la relation ∇ f k = f k − f k −1 dans le cas d’une variable discrète x k . 



(2)



La puissance de l’opérateur de différence arrière peut également être définie par



∇ p+1 f k = ∇ p f k − ∇ p f k −1 de r .



p = 0,12,...;



∇ 0 f r = f r peu importe la valeur



L’opérateur de différence centrée δ L’opérateur de différence centrée δ est défini par la relation



δf ( x) = f ( x +



relation



1 1 h) − f ( x − h) dans le cas d’une variable continue x , et par la 2 2



∇fk = fk − fk − 1 dans le cas d’une variable discrète x k . 



(3)



La puissance de l’opérateur de différence centrée peut également être définie par



δf



k+



1 2



−δ f



k−



peu importe la valeur de r . 



1 2



(4)







Relations entre les opérateurs de différence La définition de la puissance de l’opérateur de déplacement E nous permet d’établir des relations entre les trois autres opérateurs.
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Premièrement, nous pouvons remarquer que : 1



E 2 fk = f



k+



E



1 ; 



−



1 2



fk = f



2



k−



1 2



; 



E



−1



f k = f k −1 



En utilisant ces trois résultats, tous basés sur la définition de l’opérateur de déplacement, nous pouvons établir les relations suivantes : Puisque Δf k = f k +1 − f k = Ef k − f k = ( E − 1) f k nous pouvons conclure que



Δ ≡ E −1



or



E ≡ Δ + 1 











(5)



Ici encore, puisque ∇f k = f k − f k −1 = f k − E −1 f k = (1 − E −1 ) f k nous pouvons conclure que



∇ ≡ 1 − E −1



or



E ≡



1 1− ∇



(6)



1



1



De la même façon, puisque δf k = f 1 − f 1 = E 2 f k − E − 2 f k = ( E k+ k− 2 2 nous concluons que 1



δ ≡E







2



−E



−



1 2



−E



−



1 2



) fk



1 2







(7)



Dans le cas de l’opérateur de différence centrée δ , il est impossible d’exprimer l’opérateur de déplacement E si on considère l’opérateur de différence centrée δ seul. Or, nous pouvons le faire en utilisant les autres opérateurs de différences finies. Par exemple, nous pouvons relier les opérateurs de différence avant et arrière à un autre opérateur qui serait l’opérateur de différence de déplacement ou centrée. 1



(i) En multipliant les deux côtés de l’équation (7) par E 2 et en prenant note du résultat de l’équation (5), nous obtenons 1







1



1



E 2δ = E 2 (E 2 − E



−



1 2



) = E −1 ≡ Δ .



Université Virtuelle Africaine 54



Par conséquent 1 2



Δ ≡ E δ, ⇒δ ≡ E







−



1 2



Δ 



(8)



1



(ii) En multipliant les deux côtés de l’équation (7) par E résultat de l’équation (6), nous obtenons







E



1 −2



δ =E



1 −2



1 2



(E − E



−



1 2



−



2



et en prenant note du



) = 1 − E −1 ≡ ∇ .



Par conséquent 1



1







∇≡E



−



2



⇒ δ ≡ E 2 ∇ 



δ,



(9)



Maintenant que les relations entre les opérateurs E , Δ , ∇ , δ sont établies, il est possible de définir n’importe quelle puissance des opérateurs Δ , ∇ , δ . Un dernier opérateur utile, l’opérateur de moyenne μ est souvent utilisé en lien avec certaines formules d’interpolation basées sur l’opérateur de différence centrée δ . L’opérateur de moyenne est défini selon la relation







μf k =



⎞ 1⎛ ⎜ f 1 + f 1 ⎟ ⎜ k− ⎟ 2 ⎝ k+ 2 2 ⎠



(10)



2.8 Polynômes d’interpolation des différences finies Maintenant que nous avons défini les cinq opérateurs de différence ( E , Δ, ∇, δ, μ ), nous sommes en mesure d’établir une liste (sans dériver) d’un certain nombre de polynômes d’interpolation en fonction de leur utilisation. Nous discuterons de leur utilisation exacte à la suite de l’introduction du concept de la table des différences. Plutôt que d’opérer avec la variable x , ces polynômes sont habituellement décrits par la variable digitale s , obtenue par la changement des variables







s=



1 h



(x − x ) 0
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.(1) Polynôme d’interpolation de différence avant de Newton



Pn ( s) = f 0 + sΔf 0 +



1 1 s( s − 1)Δ2 f 0 + s( s − 1)( s − 2)Δ3 f 0 + ... 2 6







n ⎛s⎞ = ∑ ⎜⎜ ⎟⎟Δk f 0 k =0 ⎝ k ⎠



(2) Polynôme d’interpolation de différence arrière de Newton



Pn ( s) = f n + s∇f n +



1 1 s( s + 1)∇ 2 f n + s( s + 1)( s + 2)∇ 3 f n + ... 2 6







n ⎛s + k⎞ k ⎟⎟∇ f n = ∑ ⎜⎜ k =0 ⎝ k ⎠



(3) Polynôme d’interpolation de différence centrée de Stirling



Pn (s) = f0 + sμδ f0 +



1 2 2 1 1 2 2 s δ f0 + s(s 2 − 1)μδ 3 f0 + s (s − 1)δ 4 f0 + .. 2 6 24



(4) Polynôme d’interpolation de différence centrée de Bessel



1 1 1 1 Pn ( s) = μf 1 + ( s − )δf 1 + s( s − 1) μδ 2 f 1 + s( s − 1)( s − )δ 3 f 1 + 2 2 2 6 2 2 2 2 



1 2 ( s − 1) s( s − 2) μδ 4 f 1 + ... 24 2
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(5) Polynômes d’interpolation de différence centrée d’Everett







⎛ s + 1⎞ 2 ⎛ s + 2⎞ 4 ⎟⎟δ f1 + ⎜⎜ ⎟⎟δ f1 + .... Pn ( s) = sf1 + ⎜⎜ ⎝ 3 ⎠ ⎝ 5 ⎠ ⎛ t + 1⎞ 2 ⎛t + 2⎞ 4 ⎟⎟δ f 0 + ⎜⎜ ⎟⎟δ f 0 + .... + tf0 + ⎜⎜ ⎝ 3 ⎠ ⎝ 5 ⎠



où t = 1 − s .
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2.9 Table des différences Les cinq polynômes d’interpolation des différences finies présentés ci-dessus incluent les différences avant, arrière ou centrée de la puissance excédante. Il est important de comprendre le processus pour arriver à ces quantités. L’opération n’est pas compliquée. Ces quantités sont obtenues grâce aux tables des différences conçues avec les valeurs de la fonction f donnée aux points de colocation équidistants x k . Les tables des valeurs sont obtenues par l’application d’un procédé similaire à celui appliqué dans la conception des différences divisées de Newton. L’unique différence est que seules les différences des valeurs des fonctions sont concernées. Ces différences ne sont divisées par aucune quantité. Voici des exemples types de tables des différences : Table 6 : Table des différences avant



x



f (x)



x0



f0



Première



DIFFÉRENCES AVANT DeuxièTroisième Quatrième me



Cinquième



∆f0



x1



∆2f0



f1 ∆f1



x2



∆3f0 ∆2f1



f2 ∆f2



x3



∆3f1 ∆2f2



f3 ∆f3



x4



∆4f0 ∆5f0 ∆4f1 ∆3f2



∆2f3



f4 ∆f4



x5



f5



Observation On peut noter que les entrées situées à un point x k dans la table des différences avant forment une pente. Le polynôme d’interpolation avant de Newton traite les valeurs dans une telle trajectoire.
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Table 7 : Table des différences arrière



x



f (x)



x0



f0



DIFFÉRENCES ARRIÈRE Première Deuxième



Troisième



Quatrième



Cinquième



∇f1



x1



∇2f2



f1



∇3f3



∇f2



x2



∇2f3



f2



∇2f4



∇f3



x3



∇2f4



f3



∇5f5 ∇5f4



∇3f5



∇f4



x4



∇4f4



∇2f5



f4 ∇f5



x5



f5



Observation Ici encore, on peut noter que les entrées situées en un point x k dans la table des différences arrière forment une pente. Le polynôme d’interpolation arrière de Newton traite les valeurs dans une telle trajectoire.
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Table 8 : Table des différences centrées



DIFFÉRENCES CENTRÉES



x x-3



f (x) Première



Deuxième



Troisième



Quatrième



Cinquième



f-3 δf-2 ½



f-2



f-2



δ2f-2 δ3f-1 ½



δf-1 ½ f-1



f-1



δ2f-1 δ3f - ½



δf - ½



x0



δ2f0



f0



δ5f½ δ4f1



δ3f1 ½



δf1 ½



x2



δ4f0



δ2f1



f1



δf 5- ½



δ3f ½



δf½



x1



δ4f-1



δ2f2



f2 δf2 ½



x3



f3



Observation On peut noter que les entrées situées en un point x k dans la table des différences centrées forment une ligne horizontale. Les formules de Strirling, Bessel et Everret traitent les valeurs dans une telle trajectoire.
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À FAIRE (2.4) (i) En utilisant la table 9 présentée à la page 57 comme référence et en tenant compte de x0 = 0.0 , donner les valeurs des différences finies suivantes :



Δf 3 , ∇ 2 f1 , δf 1 , Δ2 f 2 , ∇ 4 f 5 , μδf 2 . 1







2



(ii) Utiliser les équivalences expresses appropriées � 6 f 8 en partant des différences avant et arrière.



2.10 Appliquer les tables des différences en interpolation Nous sommes maintenant prêts à aborder les questions de la conception d’une table des différences et de son utilisation en interpolation. Exemple 4 (i) Concevoir une table des différences pour les fonctions tabulées ci-dessous.



x f(x)



0 1.0000



0.2 0.9801



0.4 0.9211



0.6 0.8253



0.8 0.6967



1.0 0.5403



(ii) Utiliser cette table pour interpoler f (x)



• En x = 0.1 , en appliquant la formule de différence avant de Newton; • En x = 0.9 , en appliquant la formule de différence arrière de Newton; • En x = 0.5 , en appliquant la formule de différence centrée de Stirling.
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Solutions (i) Table 9 : Table des différences



x 0.0



f(x) 1.0000



Première



Deuxième



Différences Troisième



Quatrième



Cinquième



-0.0199 0.2



0.9801



-0.0391 -0.0590



0.4



0.9211



0.6



0.8253



0.8



0.6967



1.0



0.5403



0.0023 -0.0368



-0.0958



0.0017 0.0040



-0.0328 -0.1286



-0.0007 0.0010



0.0050 -0.0278



-0.1564



(ii) Interpolation Application de la formule de différence avant de Newton Prenons x0 = 0.0 et une longueur d’intervalle équivalente à h = 0.2 . Après calcul, la valeur du paramètre s est : s =



0.1 − 0.0 = 0.5 . 0.2



La formule de différence avant de Newton donne : f ( x) = f 0 + sΔf 0 +



1 1 1 s( s − 1)Δ2 f 0 + s( s − 1)( s − 2)Δ3 f 0 + s( s − 1)( s − 2)( s − 3)Δ4 f 0 + .. 2 6 24



Les entrées de la table nécessaires à ce calcul sont marquées en surbrillance dans la table des différences basée sur x0 = 0.0 ci-dessus. Si on substitue ces valeurs et la valeur calculée de s , on obtient le résultat suivant :
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f (0.1) ≈ 1.0000 − 0.00995 + 0.0048875 + 0.00014375 − 0.00006640625 = 0.9950 Application de la formule de différence arrière de Newton



Prenons x n = 1.0 et la même longueur d’intervalle équivalente à h = 0.2 . Après calcul, la valeur du paramètre s est : s =



0 .9 − 1 .0 0 .2



= − 0 .5
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La formule de différence arrière de Newton est la suivante : f ( x) = f 0 + s∇f 0 +



1 1 1 s( s + 1)∇ 2 f 0 + s( s + 1)( s + 2)∇ 3 f 0 + s( s + 1)( s + 2)( s + 3)∇ 4 f 0 + .. 2 6 24



Les entrées de la table nécessaires à ce calcul sont marquées en surbrillance dans la table des différences basée sur x n = 1.0 . Une substitution directe de ces valeurs et de la valeur calculée de s donne :



f (0.9) ≈ 0.5403 + 0.0782 + 0.003475 − 0.0003125 − 0.0000390625 = 0.6216 arrondie à quatre chiffres significatifs. Application de la formule de différence centrée de Stirling Prenons x0 = 0.4 et un pas h = 0.2 . Après calcul, la valeur du paramètre s est s =



0 .5 − 0 .4 0 .2



= 0 .5



La formule de différence centrée de Stirling est la suivante :



f ( x) = f 0 + sμδf 0 +



1 2 2 1 1 2 2 s δ f 0 + s( s 2 − 1) μδ 3 f 0 + s ( s − 1)∇ 4 f 0 + .. 2 6 24



Les entrées de la table nécessaires à ce calcul ne sont pas marquées en surbrillance dans la table ci-dessus, mais sont relativement faciles à déceler. Pour l’élève, le problème majeur peut se situer dans la recherche des moyennes des valeurs. Pour favoriser la transparence des calculs, nous présentons ce qui suit :



μδf 0 =



⎤ 1⎡ ⎢δf 1 + δf − 1 ⎥ ; 2⎣ 2 2⎦



μδ 3 f 0 =



⎤ 1⎡ 3 3 ⎢δ f 1 + δ f − 1 ⎥ 2⎣ 2 2⎦



Armés de ces précisions, nous pouvons maintenant effectuer les calculs et arriver au résultat :



f (0.5) = 0.9211 − 0.0387 − 0.0046 − 0.000196875 − 0.00001328125 = 0.8776



Université Virtuelle Africaine 64



À FAIRE (2.5) En utilisant les entrées de la table 9, appliquer la formule de différence centrée d’Everret basée sur x0 = 0.4 pour interpoler la fonction f (x) at x = 0 .45 .



Références de l’activité d’apprentissage A.C. Bajpai, I.M. Calus and J.A. Fairley, Numerical Methods for Engineers and Scientists, Taylor & Francis Ltd., London 1975. R.L. Burden and D. Faires, Numerical Analysis, PWS-Kent Publishing Co. Boston, Fifth Edition 1989. Solutions des problèmes d’évaluation formative À FAIRE (2.1) La charge 1,35 kg est présente entre les charges 1 kg et 2 kg. Nous prenons et substituons donc pour les deux formules d’interpolation linéaire :



⎡ f1 − f 0 ⎤ ⎥ ( x − x0 ) = 2029.4 + (2.4)(0.35) = 2030.24 ⎣ x1 − x0 ⎦



(i) P1 ( x) = f 0 + ⎢ (ii)



⎡ x − x1 ⎤ ⎡ x − x0 ⎤ P1 ( x) = ⎢ ⎥ f0 + ⎢ ⎥ f1 = (0.65)(2029.4) + (0.35)(2031.8) = 2030.24 ⎣ x0 − x1 ⎦ ⎣ x1 − x0 ⎦



À FAIRE (2.2)







P3 ( x) = 1.54 L 0 ( x) + 0.58 L1 ( x) + 0.01L 2 ( x) + 0.35 L 3 ( x) À x = 2.6 , les valeurs des coefficients de Lagrange sont les suivantes :



Université Virtuelle Africaine 65



1 L (2.6) = − (2.6 − 2)(2.6 − 3)(2.6 − 4) = −0.056 6 1 L (2.6) = (2.6 − 1)(2.6 − 3)(2.6 − 4) = 0.448 2 1 L (2.6) = − (2.6 − 1)(2.6 − 2)(2.6 − 4) = 0.672 2 1 L (2.6) = (2.6 − 1)(2.6 − 2)(2.6 − 3) = −0.064 6 En substituant l’expression pour P3 (2.6) , on arrive au résultat



P3 (2.6) = 0.15792



À FAIRE (i) f [ x2 , x3 , x4 ] = −2 On obtient ce résultat en appliquant la définition des différences divisées suivante :



f [ x3 , x 4 ] − f [ x 2 , x3 ] 1 ⎧ f ( x 4 ) − f ( x3 ) f ( x3 ) − f ( x 2 ) ⎫ = − ⎨ ⎬ x4 − x2 x4 − x2 ⎩ x 4 − x3 x3 − x 2 ⎭ 1 = (8 − 12) = −2 2



f [ x 2 , x3 , x 4 ] =



(ii) L’interpolation de f (x) at x = − 0 .3 par l’application du quatrième degré des différences divisées du polynôme d’interpolation de Newton. Ici x 0 = − 1 .0



Université Virtuelle Africaine 66



P4 ( x) = f ( x0 ) + ( x − x0 ) f [ x0 , x1 ] + ( x − x0 )( x − x1 ) f [ x0 , x1 , x2 ] + ( x − x0 )( x − x1 )( x − x2 ) f [ x0 , x1 , x2 , x3 ] + ( x − x0 )( x − x1 )( x − x2 )( x − x3 ) f [ x0 , x1 , x2 , x3 , x4 ] f ( x0 ) = −13 ( x − x0 ) f [ x0 , x1 ] = 5.6 ( x − x0 )( x − x1 ) f [ x0 , x1 , x2 ] = 0.42 ( x − x0 )( x − x1 )( x − x2 ) f [ x0 , x1 , x2 , x3 ] = 1.092 ( x − x0 )( x − x1 )( x − x2 )( x − x3 ) f [ x0 , x1 , x2 , x3 , x4 ] = −0.6279 Nous obtenons les résultats suivants :







P4 (−0.3) = −13.0 + 5.6 + 0.42 + 1.092 − 0.6279 = −6.5159 D’un autre côté, la fonction f telle que f ( x) = x 4 + 2 x 3 − 3 x 2 + 4 x − 5 prend la même valeur (-6.5159) en x = − 0 .3 .



À FAIRE (2.4) (i) On arrive à



Inexistant Δf 3 = −0.1286 , ∇ 2 f1 : Non − existent, δf ∇ 4 f 5 = −0.0007 , μδf 2 =



1



1 2



= −0.0590 , Δ2 f 2 = −0.0391,



⎤ 1⎡ ⎢δf 2 1 + δf11 ⎥ = −0.0774 2⎣ 2 2⎦
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(ii) P our trouver la solution, on utilise les relations d’équivalence δ ≡E



−



1 2



1



Δ, δ ≡ E



2



∇ . On arrive à :



6



⎡ − 12 ⎤ δ f 8 = ⎢ E Δ ⎥ f 8 = E −3 Δ6 f 8 = Δ6 f 8−3 = Δ6 f 5 ⎣ ⎦ 6







6



⎡ 12 ⎤ = ⎢ E ∇ ⎥ f 8 = E 3 ∇ 6 f 8 = ∇ 6 f 8+3 = ∇ 6 f11 ⎣ ⎦



À FAIRE (2.5) On utilise les entrées de la table 9 et on applique la formule de différence centrée d’Everret basée sur x0 = 0.4 pour interpoler la fonction f ( x ) at x = 0 .45 . Avec les quantités x0 = 0.4; h = 0.2, x = 0.45 , les deux paramètres nécessaires à l’application de la méthode d’Everret sont :







s=



x − x0 0.45 − 0.4 = = 0.25 , t = 1 − s = 0.75 h 0.2



1 f (0.45) = (0.25)(0.8253) + (0.75)(0.9211) + (1.25)(0.25)(−0.75)(−0.0328) + 6 1 (1.75)(0.75)(−0.25)(−0.0368) + ... = 0.9004 6
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Activité d’apprentissage 3 Intégration numérique Sommaire Au cours de cette activité d’apprentissage, nous mettrons l’accent sur les méthodes d’intégration numérique. Une partie importante de la présentation est consacrée aux catégories de formules de Newton-Cotes. Toutefois, nous allons également nous attarder à une famille de méthodes d’intégration numérique plus précise appelées les méthodes d’intégration de Gauss. Une attention particulière sera portée aux deux méthodes de Newton-Cotes les plus connues : la méthode des trapèzes et la règle de Simpson. L’application de la technique d’extrapolation de Richardson sera également étudiée avec les deux méthodes par dérivation de la méthode d’intégration de Romberg. Tout comme pour les méthodes d’intégration de Gauss, nous limitons l’explication à la méthode de Gauss basée sur les polynômes de Legendre. Voici les rubriques dont il sera question dans cette activité d’apprentissage : • • • • • • • • 



Les utilisations de l’intégration numérique; La classification des méthodes; Les formules de Newton-Cotes; La méthode des trapèzes; La règle de Simpson; Les erreurs de termes dans la méthode des trapèzes et la règle de Simpson; L’intégration de Romberg; Les méthodes d’intégration de Gauss.



Au terme de cette activité d’apprentissage, l’élève sera en mesure de : 1. Classer les méthodes d’intégration numérique; 2. Dériver et appliquer la méthode des trapèzes et la règle de Simpson; 3. Dériver et appliquer la méthode d’intégration de Romberg basée sur la méthode des trapèzes ou sur la règle de Simpson; 4. Appliquer la méthode d’intégration de Gauss basée sur les polynômes de Legendre. Liste des lectures requises Fundamental Numerical Methods and Data Analysis, George W. Collins, chapitre 4. Wikipédia: Numerical Methods/Numerical Integration
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Liste des liens utiles Wolfram Math World (site consulté le 4 mars 2007) http://mathworld.wolfram.com L’élève doit chercher l’entrée correspondant à l’unité étudiée. Il ou elle doit également faire une recherche par mots-clés dans tout le texte. Dans tous les cas, MathWorld présente la référence complète. Wikipédia (site consulté le 4 mars 2007) http://en.wikipedia.org/wiki Comme pour MathWorld, l’élève doit chercher l’entrée correspondant à l’unité étudiée. Il ou elle doit également faire une recherche par mots-clés dans tout le texte. En général, Wikipédia présente une liste restreinte d’entrées. Il s’avère donc facile de les consulter. MacTutor History of Mathematics (site consulté le 3 mars 2007) http://www-history.mcs.standrews.ac.uk/Indexes MacTutor Archive est le site le plus complet de l’Internet sur l’histoire des mathématiques. L’élève doit chercher le titre de l’unité et lire l’histoire de la matière. Cette activité aura pour utilité de lui fournir une vue d’ensemble sur l’importance des notions étudiées et sur leur contexte. Mots-clés • 



Primitive de f



Une fonction F est appelée primitive d’une autre fonction f si



dF = f (x). dx • 



Ordre d'une méthode d'intégration



Une méthode d'intégration numérique porte la mention d'ordre p, si elle donne les valeurs exactes de l'intégrale pour toutes les fonctions polynomiales f de degré 



m≤ p.
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Activité d’apprentissage : Intégration numérique Introduction Cette activité d’apprentissage fait le point sur les fonctions qui distinguent la famille des méthodes de Newton-Cotes des méthodes d’intégration de Gauss. Nous utilisons une approche géométrique pour dériver la méthode des trapèzes et la règle de Simpson. Puisqu’à ce stade l’élève n’a pas encore vu le concept des polynômes orthogonaux, nous présentons sans dériver la méthode d’intégration de Gauss basée sur les polynômes orthogonaux de Legendre. Pour illustrer ces concepts, des exemples sont donnés avec leurs solutions. Ils serviront à assister l’élève dans l’apprentissage de ces méthodes et au moment de les appliquer. 3.1 Utilisations des méthodes d’intégration numérique Dans la première activité d’apprentissage (section 1.6 (b)), nous avons relevé deux exemples pour démontrer l’importance d’apprendre et d’appliquer les méthodes numériques pour résoudre certains problèmes mathématiques. La partie (ii) du premier exemple et le deuxième exemple en entier ont été choisis dans le but d’illustrer l’importance des méthodes numériques dans l’évaluation de certaines intégrales définies. 3.2 Classification des méthodes d’intégration numériques b



Les méthodes numériques servant à l’approximation de l’intégrale définie f (x)dx a sont de la forme générale suivante :



∫



b



∫ a



n



f (x)dx ≅ ∑ Wk f (xk ) , k=0



où les coefficients Wk sont appelés coefficients de pondération, les x k sont les abscisses ou les nœuds situés dans l’intervalle [a, b] de l’intégration et en lesquels l’intégrande f doit être évaluée.
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3.3 Ordre d’une méthode d’intégration Une méthode d’intégration numérique porte la mention d’ordre p si elle donne la valeur exacte de l’intégrale pour toutes les fonctions polynomiales f de degré 



m≤ p. La formule d’intégration numérique générale donnée plus haut possède n + 1 nœuds



x k et n + 1 poids correspondants, ce qui donne un total de 2n + 2 paramètres inconnus. Si un polynôme de degré m est entièrement déterminé par sa valeur à m + 1



points distincts, il s’ensuit que l’ordre de la formule d’intégration numérique générale donnée ci-dessus est au plus 2n + 1 . 3.4 Méthodes d’intégration numérique de Newton-Cotes Les méthodes d’intégration numérique de Newton-Cotes sont dérivées de la formule générale à partir des énoncés suivants : (i) Elles exigent n + 1 noeuds x k pour être uniformément réparties dans l’intervalle d’intégration [a, b] tels que xk = x0 + kh , k = 0,1,2,...n , où x0 = a , x n = b et h =



b−a n .



(ii) Elles déterminent n + 1 poids Wk de telle façon que la formule donne les valeurs exactes de l’intégrale pour toutes les fonctions polynomiales f d’un degré maximum de n . La règle du trapèze et la règle de Simpson font partie de cette catégorie de méthodes. (a) La règle du trapèze À FAIRE (3.1) (i) Quel type de figure géométrique est un trapèze? (ii) Quels sont les côtés du trapèze qui déterminent son aire? (iii) Comment fait-on pour déterminer l’aire d’un trapèze?
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La règle du trapèze (ou méthode des trapèzes) est la méthode d’intégration numérique pratique la plus simple. Elle est basée sur le principe du calcul de l’aire d’un trapèze. Pour suivre le principe de cette méthode, il suffit de remplacer la courbe y = f (x) par une ligne droite (approximation linéaire) comme le démontre la figure 3.1. Généralement, nous approximons l’aire A sous la courbe y = f (x) entre les orh



( f 0 + f 1 ), où f 0 = f ( x0 ) , f1 = f ( x1 ) , et h 2 équivalent à la distance entre x0 et x1 . données en x0 et x1 par A ≅



f (x1 )



Aire



f (x0 )



Figure 3.1 : Règle du trapèze b



En ce qui concerne l’intégrale



∫ f ( x ) dx , la règle du trapèze peut également a



être appliquée en subdivisant l’intervalle [a, b] en n sous-intervalles [ x k �1 , x k ] ,



k = 1,2,3,...n , de longueur égale équivalant au pas h = xk − xk −1 , avec a = x0 et b = x n . On applique ensuite la règle du trapèze sur chaque sous-intervalle. On peut alors approximer l’aire A sous la courbe y = f (x) entre les ordonnées à a = x0 et b = x n par la règle du trapèze généralisée :



b







A = ∫ f ( x)dx ≅ a



h ( f 0 + f1 )+ h ( f1 + f 2 )+ h ( f 2 + f 3 )+ ... + h ( f n−1 + f n ) 2 2 2 2
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≅



h [f 0 + 2( f1 + f 2 + f 3 + ... + f n−1 )+ f n ] 2



n−1 h⎡ ⎤ ( ) f + f + 2 fi ⎥ ∑ 0 n ⎢ k =1 ⎦ ≅ 2⎣







Observation Selon la règle du trapèze généralisée, les nœuds sont choisis pour être les points équidistants



xk = x0 + (k − 1)h,



k = 1,2,3,..., n , alors que les coefficients de



pondération Wk ont été déterminés de façon à ce que la formule donne la valeur exacte de l’intégrale pour toutes les fonctions linéaires présentées sous la forme y = f ( x ) = ax + b . On arrive donc à :



W0 = Wn =



h ; 2



W1 = W2 = W3 = ... = Wn−1 = h .



Exemple 3.1 2



Faire l’approximation de h = 0.1 )



∫ 1



dx x



en appliquant la règle du trapèze avec n = 10 (



Solution



1 et h = 0.1 . x Nous évaluons la fonction aux points xi = 1 + (i − 1)0.1, Dans cet exemple : f ( x) =



nons les paires de valeurs suivantes :



i = 1, 2, 3,...10 et obte-
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Table 3.1 : Valeur de la fonction f ( x) =



x



f (x)



1 x



x



f (x)



1.0



1.0



1.6



0.625



1.1



0.9091



1.7



0.5882



1.2



0.8333



1.8



0.5556



1.3



0.7692



1.9



0.5263



1.4



0.7143



2.0



0.5



1.5



0.6667



L’application directe de la règle du trapèze généralisée donne la valeur approximative : 2



∫







1



dx 0.1 [1.0 + 2(6.1877) + 0.5]= 0.69377 . ≅ x 2



(b) La règle de Simpson Pour obtenir la règle de Simpson, on subdivise l’intervalle [a, b] en deux sous-intervalles équivalents en utilisant les points x0 , x1 , x 2 , où x2 − x1 = x1 − x0 = h , et en remplaçant la courbe de la fonction générale y = f (x) sur l’intervalle [ x0 , x 2 ] par le polynôme d’interpolation quadratique de Lagrange



y= 







=



( x − x0 )( x − x2 ) ( x − x0 )( x − x1 ) ( x − x1 )( x − x2 ) f0 + f1 + f2 ( x0 − x1 )( x0 − x2 ) ( x1 − x0 )( x1 − x2 ) ( x2 − x0 )( x2 − x1 )



1 h2



1 ⎡1 ⎤ ⎢⎣ 2 ( x − x1 )( x − x2 ) f 0 − ( x − x0 )( x − x2 ) f1 + 2 ( x − x0 )( x − x1 ) f 2 ⎥⎦ 



La méthode de Simpson est ainsi parfois appelée la « méthode des paraboles ».
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x2



L’intégrale définie générale



∫



x0



x2



f (x)dx est alors approximée par l’intégrale ∫ ydx .



Sans perte de généralité, on peut prendre x0 = 0 et obtenir la formule



2h



x2



∫ ydx =



x0



h



∫ ydx = 3 [ f



0



0



x0



+ 4 f1 + f2 ] .



Puisque la formule utilise les valeurs en trois points (c-à-d deux sous-intervalles équivalents), une règle de Simpson généralisée n’est possible que lorsque le nombre n de sous-intervalles est paire :



[x0 , x2 ],



[x2 , x4 ],



[x4 , x6 ],



..., [xn − 2 , xn ] .



On applique la formule à chacun des sous-intervalles et on additionne les résultats pour obtenir la formule de la règle généralisée de Simpson



b



h



∫ f (x)dx = 3 [ f



0



a



+ 4 f1 + f2 ] + [ f2 + 4 f3 + f4 ] + ... + [ fn − 2 + 4 fn − 1 + fn ]



=



h [ f0 + 4( f1 + f3 + ... + fn − 1 ) + 2( f2 + f4 + ... + fn − 2 ) + fn ] 3



=



(n− 2 )/2 n/2 ⎤ h⎡ ( f + f ) + 4 f + 2 f2 k ⎥ ∑ ∑ n 2 k −1 ⎢ 0 3⎣ k =1 k =1 ⎦



Exemple 3.1 2



dx



Faire l’approximation de en appliquant la règle de Simpson pour n = 10 ( x 1 h = 0.1 ).



∫
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Solution Il s’agit du même problème que nous avons résolu plus haut par la règle du trapèze. Nous pouvons certainement appliquer la règle de Simpson, car le nombre de sousintervalles est encore (n = 10). Si on utilise les valeurs données à la table 3.1, on obtient : 2



∫ 1



dx 0.1 ≅ [1.0 + 4(3.4595) + 2(2.7282) + 0.5 ] = 0.693147 . x 3



À FAIRE (3.2) 2



(i) Quelle est la valeur exacte de l’intégrale 



∫ 1



dx ? x



(ii) Laquelle des deux approximations de l’intégrale obtenues est la plus exacte (règle de Simpson ou règle du trapèze)? (iii) Si on prend un intervalle h plus petit (en augmentant le nombre de sous-intervalles et en faisant le partage de l’intervalle d’intégration), de quelle façon influence-t-on l’exactitude des approximations de la règle du trapèze ou de la règle de Simpson? 3.5 Termes d’erreur dans la méthode des trapèzes et dans la règle de Simpson Si la valeur exacte de 0.69314718 est ln 2 , les réponses aux deux questions devraient démontrer que la règle de Simpson est plus exacte que la règle du trapèze, et que l’exactitude des deux méthodes augmente à mesure que diminue la longueur de l’intervalle h . Ces résultats deviennent plus frappants avec les termes d’erreur des méthodes respectives. (i) Terme d’erreur dans la méthode des trapèzes Pour des fonctions se comportant convenablement f on peut démontrer (Cf. Fox b



and Mayer, 1958) que la valeur exacte (réelle) I de l’intégrale



∫ f (x)dx est reliée



a à la valeur T (h) obtenue par la règle du trapèze avec une longueur d’intervalle h par l’expression
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I − T (h) = AT h2 + BT h4 + C T h6 + ... dans laquelle AT , BT , CT ,... sont des constantes ayant des valeurs indépendantes à la longueur d’intervalle h. (ii) Terme d’erreur dans la règle de Simpson De la même façon, l’erreur d’approximation de Simpson S (h) de l’intégrale I est donnée par



I − S(h) = AS h4 + B S h6 + C S h8 + ... dans laquelle AS , BS , C S ,... sont toujours des constantes ayant des valeurs qui ne dépendent pas de la longueur d’intervalle h. Le terme d’erreur principal dans la règle du trapèze est AT h 2 alors que celui de la règle de Simpson est AS h 4 . Cette conclusion explique pourquoi la règle de Simpson est considérablement plus exacte que la règle du trapèze pour la même longueur d’intervalle  h . 3.6 Méthode d’intégration de Romberg À proprement parler, la méthode d’intégration de Romberg n’est pas une méthode de Newton-Cotes. La méthode d’intégration de Romberg est une technique posttraitement. Cette méthode utilise les valeurs calculées d’avance pour arriver à des résultats plus exacts. La méthode tire parti de la connaissance des termes d’erreur dans la règle du trapèze ou la règle de Simpson pour produire une approximation beaucoup plus exacte de l’intégrale en utilisant les valeurs approximatives calculées d’avance. (a) Le recours à la méthode des trapèzes dans l’intégration de Romberg Prenons h1 et h2 comme deux intervalles distincts utilisés avec la méthode des trapèzes. À partir de la forme de terme d’erreur donnée plus haut, nous pouvons affirmer que : 



I − T (h1 ) = AT h1 2 + BT h1 4 + C T h1 6 + ...







I − T (h2 ) = AT h2 2 + BT h2 4 + C T h2 6 + ...
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En éliminant la constante AT des deux formules et en en résolvant I nous obtenons :







I = T (h2 ) +



h2 2 {T (h2 ) − T (h1 )} − BT h1 4 h2 4 + ... h1 2 − h2 2



Si nous choisissons h2 =







1 h1 (en coupant l’intervalle en deux), nous obtenons : 2



1 1⎧ 1 ⎫ 1 I = T ( h1 ) + ⎨T ( h1 ) − T (h1 ) ⎬ − BT h1 4 + ... 2 3⎩ 2 ⎭ 4



La quantité







1 1 1⎧ 1 ⎫ T (h1 , h1 ) = T ( h1 ) + ⎨T ( h1 ) − T (h1 ) ⎬ 2 2 3⎩ 2 ⎭



est une approximation de l’intégrale I possédant un degré d’erreur beaucoup plus faible que n’importe laquelle des deux approximations T (h1 ) et T (h2 ) . Cette valeur est appelée la valeur d’intégrale de Romberg à l’égard de la règle du trapèze. (b) Le recours à la règle de Simpson dans l’intégration de Romberg La dérivation de la formule d’intégration de Romberg basée sur la règle de Simpson suit la procédure utilisée pour la méthode des trapèzes. Prenons h1 et h2 comme deux intervalles distincts utilisés avec la règle de Simpson. À partir de la forme de terme d’erreur donnée plus haut, nous pouvons dire que : 



I − S(h1 ) = AS h1 2 + B S h1 4 + C S h1 6 + ...







I − S(h2 ) = AS h2 2 + B S h2 4 + C S h2 6 + ...
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En éliminant la constante AS des deux formules et en en résolvant I nous obtenons :



I = S(h2 ) +



h2 4 h1 4 h2 4 (h2 2 − h1 2 ) S(h ) − S(h ) − B S + ... { 2 1 } h1 4 − h2 4 h1 4 − h2 4



I = S(h2 ) +



h2 4 h1 4 h2 4 (h2 2 − h1 2 ) S(h ) − S(h ) − B S + ... { } 2 1 h1 4 − h2 4 h1 4 − h2 4











Si nous choisissons h2 =







1 h1 (en coupant l’intervalle en deux), nous obtenons : 2



6 1 1 ⎧ 1 ⎫ h I = S( h1 ) + ⎨S( h1 ) − S(h1 ) ⎬ − B S + ... 2 15 ⎩ 2 ⎭ 20



1 2



1 2



La quantité S(h1 , h1 ) = S( h1 ) +



1 ⎧ 1 ⎫ ⎨S( h1 ) − S(h1 ) ⎬ 15 ⎩ 2 ⎭



est une approximation de l’intégrale I possédant un degré d’erreur beaucoup plus faible que n’importe laquelle des deux approximations S (h1 ) et S (h2 ) . Cette valeur est appelée la valeur d’intégrale de Romberg à l’égard de la règle de Simpson. Exemple 3.3 2



Approximer



∫ 1



dx x



à l’aide de la méthode d’intégration de Romberg basée sur la règle



du trapèze avec h1 = 0.2 et h2 = 0.1 . Solution Toutes les valeurs requises pour effectuer les calculs sont données dans la table 3.1. On arrive à :



T (0.2) =



0.2 [1.0 + 2(2.7282) + 0.5]= 0.69564 2



T (0.1) =



0.1 [1.0 + 2(6.1877) + 0.5]= 0.69377 . 2



Université Virtuelle Africaine 80



Par conséquent,



T (0.2,0.1) = T (0.1) +



1 {T (0.1) � T (0.2)}= 0.693147 . 3



La valeur de Romberg obtenue par la combinaison de deux valeurs assez imprécises en utilisant la règle du trapèze possède le même degré de précision que celle obtenue par l’application de la règle de Simpson avec h = 0.1 .



À FAIRE (3.3)



2



dx (i) Est-il possible d’appliquer la règle de Simpson à l’intégrale ∫ x 1 l’intervalle h = 0.2 ?



en utilisant



(ii) Si la réponse est OUI, appliquer la méthode. Si la réponse est NON, expliquer concrètement pourquoi. Exemple 3.4 Concevoir une table des valeurs pour la fonction f définie par f ( x) =



1 aux points x



équidistants xk = 1 + 0.125(k − 1); k = 1,2,3,...,9 . Approximer ensuite l’intégrale 2



dx



en appliquant la méthode d’intégration de Romberg basée sur la règle de x Simpson avec les longueurs d’intervalle h1 = 0 .25 and h2 = 0.125 .



∫ 1
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Solution



Table 3.2 : Valeur de la fonction f définie par f ( x) =



x



x



f (x)



1 x



f (x)



1.0



1.0



1.625



0.615385



1.125 1.25 1.375 1.5



0.888889 0.8 0.727273 0.666667



1.75 1.875 2.0



0.571429 0.533333 0.5



Avec ces valeurs, on arrive à :



S (0.25 ) =



0.25 [1.0 + 4(1.371429) + 2(0.666667) + 0.5]= 0.693254 3



S (0.125) =



0.125 [1.0 + 4(2.764880) + 2(2.038096) + 0.5]= 0.693155 3



En utilisant ces deux approximations d’intégrale de Simpson, la méthode d’intégration de Romberg mène à une valeur beaucoup plus précise



S (0.25,0.125) = S (0.125) +



1 [S (0.125) − S (0.25)]= 0.6931484 . 15



3.7 Méthodes d’intégration de Gauss Les méthodes d’intégration de Gauss sont dérivées de la formule d’intégration géb



nérale ∫ f ( x ) dx ≅ a



n



∑W



k



f ( x k ) qui suppose que tous les 2n + 2 paramètres de la



k =0



formule (les n + 1 nœuds x k et leurs n + 1 poids Wk correspondants) doivent être déterminés et que la formule d’intégration résultante donne les valeurs exactes de toutes les fonctions polynomiales f (x) de degré inférieur ou égal à 2n + 1 .
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Pour les fonctions f définies dans l’intervalle [− 1,1] , Gauss a développé la formule d’intégration numérique 1



∫



−1







n



f ( x)dx = ∑ Wk f ( xk ) k =1



dans laquelle les nœuds sont les racines de certains polynômes spéciaux (polynômes orthogonaux de Legendre) qui sont positionnés de façon symétrique sur le point d’origine et pour lesquels tous les coefficients de pondération sont positifs. Les restrictions mentionnées concernant l’intervalle de l’intégration pour les méthodes d’intégration de Gauss ne sont pas importantes, car il est possible de transformer n’importe quel intervalle fini [a, b] en [− 1,1] en utilisant la formule de transformation 



x−a b− a



=



t +1 2



or x = a +



b− a 2



(t + 1) ,



deux intervalles de même type étant homéomorphes, pour ainsi obtenir l’intégrale transformée du côté droit de l’équation







∫



b



a



f ( x)dx =



b− a 1 ⎛ b− a ⎞ f ⎜a + (t + 1) ⎟dt ∫ − 1 2 2 ⎝ ⎠



sur laquelle la méthode d’intégration de Gauss peut être appliquée. De vastes tables ont été conçues pour illustrer les valeurs des noeuds de Gauss ainsi que le poids correspondant à différentes valeurs de n . Ces tables sont prêtes à l’emploi pour la résolution de n’importe quelle intégrale définie dans un intervalle fini. Voici la reproduction d’une table des poids et nœuds pour la méthode d’intégration de Gauss basée sur les polynômes de Legendre pour n = 1,2,3,4,5.
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Nœuds et poids pour la méthode d’intégration de Gauss-Legendre



n



Nœuds



Poids



1



0.577 350



1.000 000



0.000 000 0.774 597 0.339 981 0.861 136



0.888 889 0.555 556 0.652 145 0.347 855



0.000 000 0.538 469 0.906 180 0.238 619 0.661 209 0.932 470



0.568 889 0.478 629 0.236 927 0.467 914 0.360 762 0.171 324



tk



±



2



±



3



± ±



4



5



± ± ± ± ±



Wk



Exemple 3.5 Approximer l’intégrale I =



4



dx



en appliquant la méthode d’intégration de 1 + x2 Gauss et en utilisant les nœuds et poids de Gauss-Legendre n = 4.



∫



2



Solution Si a = 2 et b = 4 la transformation des variables x ∈ [ 2, 4 ] en t ∈ [− 1,1] donne : x = t + 3 et dx = dt 1 1 dx dt = = ∫2 1 + x 2 ∫−1 1 + (t + 3) 2 ∫−1 F (t)dt 4
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Des calculs directs mènent aux valeurs suivantes :



W0 = 0.568889 ; 



F (0) = 0.1



W0 F (0) = 0.0568889



W1 = 0.478629; 



F (+0.538469) = 0.073960 ; F (−0.538469) = 0.141660



W1 [F (0.538469) + F (−0.538469)] = 0.1032020







W2 = 0.236927; F (+0.906180) = 0.061507 ; F (−0.906180) = 0.185733 



W2 [F (0.906180) + F (−0.906180)] = 0.0585778



En additionnant ensemble les trois produits, on arrive à la valeur :



I = 0.218667 Ce résultat est d’une exactitude étonnante, car la valeur exacte de l’intégrale est :



Arc tan(4) − Arc tan(2) = 1.325818 − 1.107149 = 0.218669.



À FAIRE (3.4)



2



Approximer l’intégrale e− x cos( x)dx à l’aide de la méthode d’intégration de Gauss en utilisant les noeuds et−1poids de Gauss-Legendre pour n = 4 .



∫



Références de cette activité d’apprentissage Fox, L. and Mayers, D.F., Computing Methods for Scientists and Engineers, - Oxford University Press, London (1958).
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Solution des questions d’évaluation formative À FAIRE (3.1) (i) Un trapèze est un quadrilatère possédant une paire de côtés parallèles. (ii) Les côtés d’un trapèze qui déterminent son aire sont sa paire de côtés parallèles.



h [L1 + L2 ], 2 dans laquelle L1 , L2 sont les longueurs des côtés parallèles et h est la distance



(iii) L’aire d’un trapèze est donnée par la formule : Aire



A=



perpendiculaire entre eux. À FAIRE (3.2)



2



dx



est ln(2) = 0.693147 . x (ii) L’approximation obtenue en utilisant la règle de Simpson est plus exacte (possède un degré d’erreur plus faible) que celle obtenue par l’utilisation de la méthode des trapèzes. (i) La valeur exacte de l’intégrale



∫ 1



(iii) Le degré d’exactitude de la méthode des trapèzes et de la règle de Simpson augmente à mesure que le pas h diminue. À FAIRE (3.3)



2



(i) Il est possible d’appliquer la règle de Simpson sur l’intégrale le pas h = 0.2 .



∫ 1



dx x



en utilisant



(ii) C’est impossible parce qu’avec h = 0.2 le nombre de sous-intervalles sur l’intervalle [1,2] de l’intégration serait impair (5) alors que la règle de Simpson ne peut être appliquée que lorsque le nombre de sous-intervalles est pair.
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À FAIRE (3.4) 2



L’intégrale



∫e



1 −x



cos( x ) dx est tout d’abord transformée en



−1



de le changement des variables :



x=



∫ F (t) dt par l’application



−1



3 3 ⎛ 3 ⎞ ⎛3 ⎞ (t + 1) − 1; ⇒ F (t) = exp⎜1 − (t + 1) ⎟ cos⎜ (t + 1) − 1⎟, ⇒ dx = dt 2 2 ⎝ 2 ⎠ ⎝2 ⎠



On utilise les nœuds et les coefficients de pondération suivants :







W1 = 0.652145,



t1 = 0.339981,



− t1 = −0.339981



W2 = 0.347855,



t2 = 0.861136,



− t2 = −0.861136 



On arrive à : 2



∫e



−1



−x



cos( x)dx =



3 [(F (t1 ) + F (−t1 ) )W1 + (F (t2 ) + F (−t2 ) )W2 ]= 1.967614 . 2
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Activité d’apprentissage 4 Racines des fonctions Sommaire Nous entamons la quatrième et dernière activité d’apprentissage de ce module. Au cours de cette activité, nous discuterons d’un problème mathématique fréquent : le problème de recherche d’une racine d’une équation non linéaire



f ( x) = 0 , renfermant une variable indépendante simple x ou, pour un système couplé de deux équations non linéaires f ( x, y ) = 0 , 



g ( x, y ) = 0 ,



( x, y ) étant deux variables indépendantes. Au terme de cette activité d’apprentissage, l’élève saura dériver et appliquer la méthode de dichotomie et démontrer qu’elle converge toujours; dériver et appliquer la méthode de la sécante et la méthode regula falsi; dériver et appliquer la méthode de Newton-Raphson et dériver et appliquer la méthode de Newton pour un système couplé d’équations non linéaires. Après cette présentation, nous discuterons brièvement du concept des points fixes d’une fonction et des théorèmes qui assurent leur existence et leur unicité et nous ferons le rapprochement entre ces concepts et le problème de recherche d’une racine de façon à ce que l’élève puisse dériver ses propres méthodes d’itération convergentes. Liste des lectures requises Wikipédia: Numerical Methods/Equation Solving Liste des liens utiles Wolfram Math World (site consulté le 4 mars 2007) http://mathworld.wolfram.com L’élève doit chercher l’entrée correspondant à l’unité étudiée. Il ou elle doit également faire une recherche par mots-clés dans tout le texte. Dans tous les cas, MathWorld présente la référence complète.
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Wikipédia (site consulté le 4 mars 2007) http://en.wikipedia.org/wiki Comme pour MathWorld, l’élève doit chercher l’entrée correspondant à l’unité étudiée. Il ou elle doit également faire une recherche par mots-clés dans tout le texte. En général, Wikipédia présente une liste restreinte d’entrées. Il s’avère donc facile de les consulter. MacTutor History of Mathematics (site consulté le 3 mars 2007) http://www-history.mcs.standrews.ac.uk/Indexes MacTutor Archive est le site le plus complet de l’Internet sur l’histoire des mathématiques. L’élève doit chercher le titre de l’unité et lire l’histoire de la matière. Cette activité aura pour utilité de lui fournir une vue d’ensemble sur l’importance des notions étudiées et sur leur contexte.



Mots-clés, théorèmes [Des définitions complètes sont données dans le texte] Racine ou zéro d'une fonction : une valeur x pour laquelle la fonction prend la valeur zéro. Points fixes d'une fonction : une valeur de x en laquelle la fonction prend une valeur égale à x , ou un point invariant par la fonction (p. ex. f(2)=2). Théorème des valeurs intermédiaires des fonctions continues : une fonction continue prend toutes les valeurs comprises entre deux valeurs d’une fonction.
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Activité d'apprentissage : Racines des fonctions Introduction Dans cette activité d'apprentissage, nous présenterons cinq méthodes numériques servant à rechercher les racines des fonctions. Les quatre premières méthodes sont utilisées pour résoudre l'équation non linéaire f ( x) = 0 . La cinquième méthode est utilisée pour résoudre un système couplé de deux équations non linéaires à deux variables : f ( x, y ) = 0,



g ( x, y ) = 0



Nous dériverons la méthode de dichotomie et démontrerons que cette méthode est toujours convergente. Nous ferons suivre ces explications de la méthode regula falsi, similaire à la méthode de dichotomie, mais qui converge légèrement plus rapidement. La méthode de la sécante sera ensuite présentée. Nous verrons qu'elle partage une formule mathématique usuelle avec la méthode regula falsi. Toutefois, la méthode de la sécante est plus efficace du point de vue de l'informatique. La méthode de NewtonRaphson est expliquée vers la fin, car on la présente comme une forme généralisée des méthodes de la sécante et regula falsi. Racines des zéros d'une fonction Pour une fonction d’une valeur indépendante unique y = f (x) , un point x = ρ est appelé racine ou zéro de f si la valeur de la fonction est zéro à ce point, significatif f ( ρ ) = 0 . Dans la figure 4.1, les points x = x1 , racines de la fonction f .



x = x2 ,



x = x3 sont les



Université Virtuelle Africaine 90



y f ( x1 ) = 0 f ( x2 ) = 0 f ( x3 ) = 0



x1



x2



x



x3



y = f (x)



Figure 4.1 : Racines de la fonction f



Méthodes numériques (a) La méthode de dichotomie La méthode de dichotomie, pour approximer les racines des fonctions, est un exemple type de méthode d’itération. Dans sa forme la plus simple, une méthode d’itération peut être définie par un procédé répétitif d’application de la fonction g sur une ou plusieurs valeurs approximatives antérieures x n −1 … pour produire une nouvelle approximation x n (supposément) plus exacte de la quantité spécifique recherchée. En formalisme mathématique, nous l’illustrons de cette façon :







xn = g( xn−1 , xn− 2 , xn−3 ,...) . La méthode de dichotomie est basée sur le théorème de valeur intermédiaire des fonctions continues. Si f est continue sur l’intervalle [a, b] et si les valeurs f (a ) et



f (b) ont des signes différents ( f (a ) f (b) < 0 ), alors l’équation f ( x) = 0 possède au moins une racine réelle ρ ∈ [ a , b] .
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Si on suppose que les points a et b ont été sélectionnés pour ne contenir qu’une seule racine, nous pouvons diviser l’intervalle [a, b] en deux parties égales au point



1 (a + b) et conclure que la racine réside soit dans l’intervalle (a, c) , soit dans 2 l’intervalle (c, b) , à condition que f ( c ) ≠ 0 . Dans ce cas, c est la racine recherc=



chée.



La méthode de dichotomie refait le même processus de division de l’intervalle contenant la racine ρ jusqu’à se trouver assez près de la racine. Ce procédé est résumé dans l’algorithme suivant : (Kendal E. Atkinson, 1989 p.56). Algorithme « divisé f (x),



a,



b,



ρ,



ε  »



Étapes : 1. Prendre x1 := a et x 2 := b ; 2. Définir x3 =



1 [x1 + x2 ]; 2



3. Si x 2 − x 3 ≤ ε , alors admettre ρ = x 3 et sortir; 4. Si f ( x 2 ) f ( x 3 ) ≤ 0 , alors x1 := x3 ; sinon x 2 := x3 ; 5. Recommencer à l’étape 2.



Convergence de la méthode de dichotomie La convergence de toute méthode d’itération suppose que l’erreur d’approximation tend vers zéro à mesure que le nombre d’itérations augmente. En ce qui concerne la méthode de dichotomie, la valeur absolue de l’erreur est bornée par la longueur de l’intervalle dans laquelle réside la racine à cette étape particulière.
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Borne de l’erreur après la 1re dichotomie 



ρ − x3 = ε 1 ≤



1 [b − a ] 2



Erreur après la 2e dichotomie 



ρ − x4 = ε 2 ≤



1 ⎛b− a ⎞ b− a ⎜ ⎟= 2 2⎝ 2 ⎠ 2



Erreur après la 3e dichotomie 



Erreur après la ne dichotomie 



ρ − x5 = ε 3 ≤ ρ − x6 = ε n ≤



1 ⎛b− a ⎞ b− a ⎜ ⎟= 3 2 ⎝ 22 ⎠ 2



1 ⎛b− a ⎞ b− a ⎜ ⎟= n 2 ⎝ 2 n−1 ⎠ 2



⎛b− a ⎞ = 0 , nous concluons que la méthode de dichotomie n ⎟ ⎝ 2 ⎠



Parce que lim ∈n = lim⎜ n→∞



converge toujours.



n→∞



Exemple 4.1 Démontrer que la fonction f définie par f ( x) = x 2 + 4 x − 10 possède une racine dans l’intervalle (1,2) et utilise les limites de l’intervalle comme valeurs de départ de la méthode de dichotomie pour approximer la racine en dix fractionnements en deux parties. Solution Nous évaluons la fonction aux deux extrémités de l’intervalle donné et arrivons à f (1) = − 5 et f (2) = 2 . Puisque f est une fonction continue et que f (1) f (2) < 0 , le théorème de valeur intermédiaire démontre que f possède au moins une racine dans l’intervalle [1, 2]. Nous pouvons par conséquent appliquer la méthode de dichotomie pour arriver aux résultats tabulés ci-dessous.
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Table 4.1 : Méthode de dichotomie de la fonction f ( x) = x 2 + 4 x − 10



n



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10



a



f (a )



b



f (b)



c



f (c)



1



-5



2



2



1.5



-1.75



1.5 1.5 1.625 1.6875 1.71875 1.734375 1.734375 1.738282 1.740235 1.741212



-1.75 -1.75 -0.859375 -0.402344 -.170898 -0.054443 -0.054443 -0.025248 -0.010642 -0.003333



2 1.75 1.75 1.75 1.75 1.75 1.742188 1.742188 1.742188 1.742188



1.5 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625 0.003971 0.003971 0.003971 0.003971



1.75 1.625 1.6875 1.71875 1.734375 1.742188 1.738282 1.740235 1.741212 1.741700



0.0625 -0.859375 -0.402344 -0.170898 -0.054443 0.003971 -0.025248 -0.010642 -0.003333 0.000319



La suite des valeurs présentées dans la colonne c de la table est convergente. La valeur exacte de la racine approchée dans cette suite (en utilisant la formule quadratique) est ρ = 1 .741657 ...



À FAIRE (4.1) Démontrer que la fonction f définie par f ( x) = x − cos( x) possède une racine dans l’intervalle [0,1] et appliquer la méthode de dichotomie dans seulement cinq itérations pour approximer sa racine. (a) La méthode regula falsi La méthode de dichotomie que nous venons de présenter est peu utile. C’est une méthode qui nécessite de grands efforts de calcul des valeurs de la fonction f à deux points qui ne sont utilisés que pour rechercher dans quel sous-intervalle réside la racine, mais qui ne sert jamais à calculer la valeur approximative d’une fonction. La méthode regula falsi (ou méthode de la fausse position) corrige cette anomalie. La méthode conserve le principe de l’enceinte caractéristique de la méthode de dichotomie, mais utilise également les valeurs de la fonction à deux points encerclant la racine d’une fonction.
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La démarche générale pour cette méthode et les méthodes suivantes (méthode de la sécante et méthode de Newton-Raphson) est le remplacement de la courbe



y = f (x) dans l’intervalle où on trouve la racine par une ligne droite joignant les



deux points.



Donc, on suppose la racine ρ appartenir à l’intervalle [ x1 , x 2 ] . L’équation de la droite sécante joignant les deux points A( x1 , f 1 ) et B ( x 2 , f 2 ) est







y = f1 +



f 2 − f1 ( x − x1 ) . x2 − x1



Figure 4.2 Méthode regula falsi



y B Secant



x1



x3



x2



x



A



Cette droite coupe l’axe des x au point ayant pour coordonnées ( x3 ,0) où



⎡ x − x1 ⎤ x1 f 2 − x2 f1 x3 = x1 − ⎢ 2 ⎥ f1 = f 2 − f1 ⎣ f 2 − f1 ⎦
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Contrairement à la méthode de dichotomie, la méthode regula falsi suppose que les deux valeurs x1 et x 2 encerclent la racine recherchée et exige que f 1 f 2 < 0 . De plus, elle fait intervenir les mêmes valeurs de la fonction dans le calcul d’une nouvelle approximation de sa racine. Dans un procédé itératif utilisant l’algorithme suivant, le procédé que nous avons vu peut être reproduit plusieurs fois. Algorithme « regula falsi f ( x),



a,



b,



ρ,



ε ) »



Étapes :



⎡ x2 − x1 ⎤ ⎥ f1 ; f − f 1⎦ ⎣ 2



1. Définir x3 = x1 − ⎢ 2. Si



x1 − x 3 ≤ ε and x 2 − x 3 ≤ ε alors admettre



ρ = x3



et sortir;



3. Si f 2 f 3 ≤ 0 , alors x1 := x3 ; sinon x 2 := x3 ; 4. Recommencer à l’étape 1. Exemple 4.2 En partant des valeurs x1 = 1, x 2 = 2 , appliquer la méthode regula falsi à la fonction f telle que f ( x) = x 2 + 4 x − 10 pour obtenir la valeur approximative de la racine encerclée dans l’intervalle ( x1 , x 2 ) en seulement quatre (4) itérations. Table 4.2 : La méthode regula falsi pour la fonction f telle que



f ( x) = x 2 + 4 x − 10 n



x1



f ( x1 )



x2



f ( x2 ) x3 =



1 2 3 4



1 1.714286 1.740842 1.741630 1.741656



-5 -0.181785 -0.006101 -0.000205 -0.000010



2 2 2 2 2



2 2 2 2 2



x1 f 2 − x 2 f 1



1.714286 1.740842 1.741630 1.741656 1.741657



f ( x3 )



f 2 − f1 -0.181785 -0.006101 -0.000205 -0.000010 -0.000003
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Un examen des valeurs de x3 dans le contexte de la valeur exacte de la racine



ρ = 1.741657387... démontre que la méthode regula falsi converge plus rapidement que la méthode de dichotomie. Observation En ce qui concerne les méthodes de dichotomie et regula falsi, la nécessité que les deux valeurs utilisées pour les calculs x1 , x 2 doivent encercler la racine est, du point de vue de l’informatique, très restrictive et réduit de beaucoup l’efficacité des deux méthodes. Dans un algorithme programmé, le procédé qui consiste à vérifier si



f ( x1 ) f ( x 2 ) < 0 est une perte de temps. C’est pour cette raison que des efforts ont été faits pour calculer autrement. Voilà pourquoi il existe une autre méthode. (c) Méthode de la sécante L’essence de la méthode de la sécante est la même que celle de la méthode regula falsi. L’unique différence est que la méthode de la sécante ne nécessite pas deux valeurs x1 et x 2 encerclant la racine. Tout ce dont elle a besoin, c’est que les deux valeurs utilisées dans le calcul soient assez près de la racine requise. L’algorithme de la sécante est le suivant : Algorithme de la « méthode de la sécante ( f ( x),



a,



b,



ρ,



ε )”



Étapes :



⎡ x2 − x1 ⎤ ⎥ f1 ; ⎣ f 2 − f1 ⎦



1. Définir x3 = x1 − ⎢



5. Si x1 − x 3 ≤ ε et x 2 − x 3 ≤ ε , alors admettre ρ = x 3 et sortir; 6. Sinon, prendre x1 := x 2 et x 2 := x3 ; 7. Recommencer à l’étape 1. À FAIRE (4.2) En partant de x0 = 0 ,



x1 = 1 , effectuer cinq itérations en appliquant la méthode de



la sécante pour approximer la racine de la fonction f telle que f ( x) = x − cos( x) .
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(d) Méthode de Newton-Raphson La méthode de Newton-Raphson est de loin la méthode numérique la plus utilisée pour approximer les fonctions. Cette méthode suppose que la fonction f est dérivable dans l’entourage de la fonction et que la dérivée, peu importe où dans l’entourage, n’est pas zéro. En supposant que x0 est un point suffisamment près de la racine de la fonction, le graphe de la fonction y = f (x) est approximé par la tangente de la courbe au point.



y



Fig ure 4.3 : Métho de de N ewton -Raphson



x1



x2



x



tangente L’équation de la tangente à partir du point ( x0 , f ( x0 ) dans la courbe y = f (x) est



y = f 0 + ( x − x0 ) f / ( x0 ) Cette tangente coupe l’axe des x au point x1 dont la valeur est



x1 = x 0 −



f ( x0 ) f / ( x0 )



.



La valeur x1 est alors admise comme une nouvelle valeur de la fonction. Le point



( x1 , f ( x1 ) peut être utilisé comme un nouveau point servant à dessiner une tangente.
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x 2 = x1 −



f ( x1 )



f / ( x1 ) est également Son intersection avec l’axe des x , décrite comme admise comme une nouvelle approximation de la racine. Ce procédé peut être répété maintes fois, et mène à la méthode d’itération donnée par la



formule de Newton-Raphson xn+1 = xn −



f ( xn ) , f / ( xn )



n = 0,1,2,...



Chacune des itérations effectuées à l’aide de la méthode de Newton-Raphson nécessite une fonction d’évaluation et une première évaluation dérivée. Si on la compare aux trois méthodes numériques que nous avons vues, la méthode de Newton-Raphson converge très rapidement vers la racine. Exemple 4.3 En partant de x0 = 1 , approximer la racine de la fonction f définie par



f ( x) = x 2 + 4 x − 10 exacte à six décimales près. Solution 



f ( x) = x 2 + 4 x − 10







f / ( x) = 2 x + 4



=



( x + 4) x − 10



Pour obtenir un résultat exact à six décimales près, il suffit d’appliquer l’itération jusqu’à ce que le 7e chiffre décimal des valeurs calculées ne varie plus.
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Table 4.3 : La méthode de Newton-Raphson pour la fonction f définie par



f ( x) = x 2 + 4 x − 10 n



0 1 2 3



xn



1 1.833 333 3 1.742 753 6 1.741 657 5



f ( xn )



f / ( xn )



( x n + 4 ) x n − 10



2 xn + 4



xn+1 = xn −



-5 0.6944442 0.0082045 0



6 7.6666666 7.4855072 7.483315



1.833 333 3 1.742 753 6 1.741 657 5 1.741 657 5



f ( xn ) f / ( xn )



Puisque la valeur de la fonction à x3 est en pratique zéro, nous pouvons conclure que l’approximation dont nous avons besoin est x = 1.741657 arrondie à six décimales près. La valeur exacte de la racine avec le même degré de précision est ρ = 1 .741657 .



À FAIRE (4.3) En partant de x0 = 0 , appliquer la méthode de Newton-Raphson en seulement quatre itérations pour approximer la racine de la fonction f définie par f ( x) = x − cos( x) . Méthode de Newton pour un système couplé La cinquième et dernière méthode numérique que nous allons voir se concentre sur la résolution d’un système de deux équations non linéaires simultanées de forme générale :



f ( x, y ) = 0,



g ( x, y ) = 0



Un exemple type d’un tel système est la recherche des coordonnées d’un point dans le premier quadrant où la parabole y = 2 x 2 − 7 divise le cercle x 2 + y 2 = 6 . Ici, nous cherchons les paires de valeurs ( x, y ) qui vérifient les deux équations non linéaires
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f ( x, y) ≡ 2 x 2 − y − 7 = 0,



g( x, y) ≡ x 2 + y 2 − 6 = 0 .



Pour obtenir une méthode type de Newton-Raphson pour approximer la solution du problème général cité plus haut, prenons ( x0 , y 0 ) comme approximation de la solution exacte (α , β ) du système couplé. Pour obtenir une solution améliorée ( x1 , y1 ) supposons que les coordonnées exactes du point sont obtenues par le réglage de h et de k sur nos valeurs initiales. De cette façon :







α = x0 + h ; β = y 0 + k .



Donc, f ( x0 + h, y 0 + k ) = 0 



g ( x0 + h, y 0 + k ) = 0 .



En faisant le développement limité de f et de g de Taylor autour du point ( x0 , y 0 ) à l’ordre un, on obtient



0 = f ( x0 + h, y0 + k ) = f ( x0 , y0 ) + h



∂f ∂f ( x0 , y0 ) + k ( x0 , y0 ) + ... ∂x ∂y



0 = g( x0 + h, y0 + k ) = g( x0 , y0 ) + h



∂g ∂g ( x0 , y 0 ) + k ( x0 , y0 ) + ... ∂x ∂y



Ici, nous rejetons délibérément tous les termes d’ordre supérieur et ne retenons que les termes linéaires présents dans les incréments h et k . En tronquant les séries après les termes linéaires à la droite de chacune des équations, nous obtenons toujours
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f ( x0 + h, y0 + k ) = f ( x0 , y0 ) + h



∂f ∂f ( x0 , y 0 ) + k ( x0 , y 0 ) = 0 ∂x ∂y



g( x0 + h, y0 + k ) = g( x0 , y0 ) + h



∂g ∂g ( x0 , y 0 ) + k ( x0 , y 0 ) = 0 ∂x ∂y



mais x0 + h ≠ α et y0 + k ≠ β . Notons que les valeurs de x et de y sont conformes à la paire d’équations ci-dessus selon x1 = x0 + h ; 



y1 = y 0 + k .



Résoudre le système résultant de deux équations linéaires :



f ( x0 , y 0 ) + h



∂f ∂f ( x0 , y 0 ) + k ( x0 , y 0 ) = 0 ∂x ∂y



g ( x0 , y 0 ) + h



∂g ∂g ( x0 , y 0 ) + k ( x0 , y 0 ) = 0 ∂x ∂y







pour les valeurs inconnues h et k .



On découvre que les valeurs h et k sont :



h=



Dh , D



où D,



∂f ∂x D= ∂g ∂x



k=



Dh ,



Dk D



Dk sont les trois déterminants



∂f −f ∂y ; Dh = ∂g −g ∂y



∂f ∂f ∂y ; D h = ∂x ∂g ∂g ∂y ∂x



−f −g
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dans lesquels toutes les quantités (valeurs des fonctions et dérivées partielles) qui apparaissent sont évaluées au point ( x0 , y 0 ). Une fois que ces quantités ont été calculées, les valeurs de la nouvelle solution approximative ( x1 , y1 ) peuvent être calculées. Cette analyse, réalisée en utilisant la solution approximative initiale ( x1 , y1 ) , peut maintenant être renouvelée avec la nouvelle paire ( x1 , y 2 ) pour mener à une nouvelle solution approximative ( x 2 , y 2 ) , et ainsi de suite, d’une manière itérative. La méthode décrite ci-dessus est connue sous le nom de méthode de Newton pour un système d’équations non linéaires simultanées. Sa vitesse de convergence est la même que celle de son équivalent pour résoudre l’équation non linéaire simple



f ( x) = 0 . Exemple 4.4 (a) En utilisant les méthodes analytiques, trouver les solutions exactes du système couplé d’équations 



f ( x, y) ≡ 2 x 2 − y − 7 = 0,



g( x, y) ≡ x 2 + y 2 − 6 = 0



(b) Effectuer deux itérations en utilisant la méthode de Newton pour approximer une solution d’une paire d’équations couplées qui réside près du point (2,1) . Solution (a) Résoudre l’équation g ( x, ) = 0 pour x 2 . On obtient x 2 = 6 − y 2 . En substituant



[



]



cette expression de x 2 à l’équation f ( x, y ) = 0 , on obtient 2 6 − y 2 − y − 7 = 0 . 2 On arrive à l’équation quadratique 2 y + y − 5 = 0 possédant les racines



y (1) = 1.350781,



y ( 2 ) = −1.850781



Les valeurs correspondantes de x sont donc



x (1) = ±2.043377;



x ( 2 ) = ±1.604559 .
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(b) f ( x, y) = 2 x 2 − y − 7;



∂f = 4 x; ∂x



g( x, y) = x 2 + y 2 − 6



∂f = −1; ∂y



∂g = 2 x; ∂x



∂g = 2 y. ∂y



Première itération



x0 = 2,



y0 = 1 ∂f ( x0 , y0 ) = 8, ∂x







f ( x0 , y0 ) = 0,







g( x0 , y0 ) = −1,







∂f ( x0 , y0 ) = −1 ∂y



∂g ( x0 , y0 ) = 4, ∂x D h = 1, Dk = 8



D = 20,



∂g ( x0 , y 0 ) = 2 ∂y







h= 



Dh = 0.05, D



k=



x1 = x0 + h = 2.05,



Dk = 0.4 D



y1 = y0 + k =1.4



Deuxième itération x1 = 2 .05 ,











y1 = 1 . 4



f ( x1 , y1 ) = 0.005,



∂f ( x1 , y1 ) = 8.2, ∂x



∂f ( x1 , y1 ) = −1 ∂y



∂g ∂g ( x1 , y1 ) = 4.1, ( x1 , y1 ) = 2 .8 ∂x ∂y D h = −0.1765, D k = −1.312



g( x1 , y1 ) = 0.1625, D = 27.06, h=



Dh = −0.006523, D



x2 = x1 + h = 2.043477,



k=



Dk = −0.048485 D



y2 = y1 + k =1.351515
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À FAIRE (4.4) Effectuer deux itérations en utilisant la méthode de Newton pour approximer la solution du système couplé d’équations







x − x2 − y2 = 0 y − x2 + y2 = 0







qui réside près du point ayant pour coordonnées (0.8,0.4) . (4.5) Itérations de point fixe Définition Un nombre ρ est appelé point fixe d’une fonction g (x) if g ( ρ ) = ρ . Le problème mathématique pour trouver les valeurs de x qui vérifient l’équation



x = g (x) est appelé le problème du point fixe. (a) Théorème d’existence Si g est une fonction continue dans [a, b] et g ( x ) ∈ [ a , b]



∀ x ∈ [ a , b] (i.e. g est



stable sur [a, b]), alors g possède au moins un point fixe dans [a, b] . Pour démontrer ce théorème, nous devons faire appel au théorème des valeurs intermédiaires pour les fonctions continues. Démonstration Si g (a ) = a ou g (b) = b , la démonstration est complète, car a ou b , ou les deux sont des points fixes de g. Toutefois, si g ( a ) ≠ a et g (b) ≠ b , alors selon l’hypothèse que ∀x ∈ [a , b], g( x) ∈ [a , b] , la fonction g vérifie que  ∀ x ∈]a , b[, a < g ( x ) < b . Définissons la fonction h telle que pour tout x ∈ [ a , b] , h( x ) = g ( x ) − x . Tout comme g, la fonction h est également continue sur [a, b] . En évaluant h en x = a et en x = b , nous arrivons à



h( a ) = g ( a ) − a > 0 , h(b) = g(b) − b < 0
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Le théorème des valeurs intermédiaires indique que la fonction h doit s’annuler (avoir une valeur de zéro) en un point intermédiaire ρ ∈ ( a , b) . En ce point x = ρ nous avons h( ρ ) = g( ρ ) − ρ = 0 , soit g ( ρ ) = ρ



D’où g a au moins un point fixe ρ ∈ ( a , b) . Théorème d’unicité Le théorème que nous venons de citer détermine l’existence d’au moins un point fixe. Il pourrait par conséquent y avoir plusieurs points fixes. Dans le but de garantir un seul point fixe, il existe un autre théorème. Si, en plus de l’hypothèse posée plus haut, la fonction g (x) est dérivable en (a, b) et que ses dérivés vérifient la condition 



Max ( a , b)



dg = K < 1, dx



alors g (x) possède un point fixe unique en (a, b) . Démonstration Raisonnons par l’absurde. Supposons que g ait deux points fixes différents ρ 1 , ρ 2 avec ρ 1 ≠ ρ 2 . Donc, g ( ρ 1 ) = ρ 1 et g ( ρ 2 ) = ρ 2 . Par soustraction et par l’application du théorème des accroissements finis, nous obtenons



ρ 2 − ρ1 = g( ρ 2 ) − g( ρ1 ) = g / (ξ )( ρ 2 − ρ1 ) , where ξ ∈(ρ1 , ρ2 ) Prenons les valeurs absolues des deux membres de cette équation et vérifions les conditions de g / ( x) . Nous arrivons à



ρ 2 − ρ1 = g / (ζ )( ρ 2 − ρ1 ≤ K ρ 2 − ρ1 < ρ 2 − ρ1 .



Il vient alors que ρ 1 = ρ 2 .. Ce qui est absurde.
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Cette contradiction ne peut qu’être le résultat de l’hypothèse faite selon ρ 1 ≠ ρ 2 . D’où nous concluons que, selon les hypothèses fixées, la fonction g (x) ne possède qu’un seul point fixe. (c) Relation entre le problème de recherche d’une racine et celui du point fixe Nous avons présenté le concept du point fixe, car il peut être utile dans la résolution du problème de recherche d’une racine. Le rapport entre les deux problèmes est simple. Devant le problème de recherche d’une racine, nous souhaitons découvrir toutes les valeurs de x qui vérifient l’équation : f ( x) = 0 . Supposons qu’il soit possible de décomposer la fonction f sous la forme : pour tout f ( x) = x − g ( x) . Il est évident que cette décomposition peut être faite de différentes façons. Le choix de g sera critique dans la conversion du problème de recherche d’une racine en un problème de point fixe utile. Or, si ρ est une racine (un zéro) de f, alors



f ( ρ ) = ρ − g( ρ ) = 0



⇒ ρ − g( ρ ) = 0



⇒ g( ρ ) = ρ



Ce résultat suggère que les racines de f sont les points fixes de g. Maintenant, nous devons rechercher la meilleure façon de décomposer la fonction



f (x) . Cette décomposition doit aboutir à une fonction g possédant un point fixe unique sur un intervalle donné. Nous pouvons démontrer le procédé de décomposition par un exemple type. Exemple 4.5 Envisageons le problème de recherche de racines de la fonction f définie par



f ( x) ≡ x 2 + 4 x − 10 = 0 . En utilisant le théorème des valeurs intermédiaires, nous



pouvons démontrer que f possède des racines à l’intérieur des intervalles [-6, -5] et [1, 2]. On peut également rechercher la racine qui se trouve dans [1,2] .
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L’équation x 2 + 4 x − 10 = 0 peut prendre plusieurs formes. Ces formes sont quelques-unes d’entre les suivantes :







(i ) (ii )



x 2 = 10 − 4 x x( x + 4) = 10



(iii )



4 x = 10 − x 2



En résolvant chacune de ces trois équations pour x , nous obtenons



(i )



x = 10 − 4 x



(ii )



x=



(iii )



:= g1 ( x)



10 := g 2 ( x) x+4 10 − x 2 x= := g3 ( x) 4



 



Ces trois problèmes de point fixe peuvent s’appliquer au problème de recherche d’une racine donné. Maintenant, lequel de ces problèmes convient le mieux à la résolution du problème de recherche d’une racine? Pour répondre à cette question, nous devons découvrir laquelle des trois fonctions de point fixe g1 ,



g 2 , g 3 vérifie le critère donné par le théorème d’unicité à l’égard de



la racine comprise dans [1,2] . En utilisant la substitution directe, nous arrivons à







g1 (1) = 2.45,



g1 (2) = 1.41



g 2 (1) = 2.00,



g 2 (2) = 1.67



g3 (1) = 2.25,



g3 (2) = 1.50 



À la lumière de ces résultats, nous concluons que seule g2 vérifie les critères d’existence.



Université Virtuelle Africaine 108



Questions Pourquoi les deux autres fonctions échouent au test? Est-ce que g 2 vérifie le critère d’unicité? L’élève doit répondre à la première question et vérifier si oui ou non g1 ,



g 3 vé-



rifie le critère d’existence d’un point fixe dans [1,2] . Pour répondre à la deuxième question, notons que



⎡ 10 ⎤ / g 2 ( x) = − ⎢ ; 2 ⎥ ⎣ ( x + 4) ⎦



Puisque Max (1, 2 )



/



⇒ g 2 (1) = −0.40,



/



g 2 (2) = −0.28 .



dg2 = 0.4 < 1 , nous concluons que g 2 possède un seul point fixe dx



point ρ ∈ (1, 2 ) , lequel est automatiquement la racine de la fonction f.



Approximation de la racine La racine ρ peut être approximée par l’itération



10 ; n = 0,1,2, ..., n , pour n’importe quelle valeur x0 4 + xn prise dans l’intervalle (1,2). Les dix itérations suivantes ont été calculées à partir de xn+1 = g( xn ) =



la valeur de départ x0 = 1.0 . n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10



xn



1.000 000 2.000 000 1.666 667 1.764 706 1.734 694 1.743 772 1.741 016 1.741 852 1.741 598 1.741 675 1.741 652



g 2 ( xn )



2.000 000 1.666 667 1.764 706 1.734 694 1.743 772 1.741 016 1.741 852 1.741 598 1.741 675 1.741 652 1.741659
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Notons que la dernière valeur g 2 ( x10 ) = 1.741659 est très près de la valeur exacte de la racine de f (x) , laquelle est ρ = 1 .741657 arrondie à six décimales près. À FAIRE (4.5) (i) Démontrer que la fonction g définie par g ( x) = cos( x) vérifie les conditions pour qu’il n’existe qu’un seul point fixe dans l’intervalle [0,1] . (ii) Utiliser le résultat obtenu en (i) pour y trouver deux itérations, le point d’intersection des deux courbes d’équations y = x



et



y = cos( x ) . Commencer le



procédé d’itération avec x0 = 1 . Référence de l’activité d’apprentissage Kendall E. Atkinson, An Introduction to Numerical Analysis, - John Wiley & Sons, Second Edition (1989). Solutions des questions d’évaluation formative À FAIRE (4.1) Application de la méthode de dichotomie en cinq itérations pour la fonction f définie par f ( x) = x − cos( x)  : il vient f (0) = −1,



f (1) = 0.459698 .. Puisque la fonction



f est continue dans [0,1] et f (0) f (1) < 0 , selon le théorème des valeurs intermédiaires des fonctions continues, il s’ensuit que f possède au moins une racine dans l’intervalle (0,1). Les itérations suivantes découlent de la méthode de dichotomie.



x0 = 0



f ( x0 ) < 0



x1 = 1



f ( x1 ) > 0



x 2 = 0.5



f ( x2 ) < 0



x3 = 0.75



f ( x3 ) > 0



x 4 = 0.625



f ( x4 ) < 0



x5 = 0.6875



f ( x5 ) < 0



x6 = 0.71875



f ( x6 ) < 0
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À FAIRE (4.2) Application de la méthode de la sécante en cinq itérations pour f telle que



f ( x) = x − cos( x). ⎛x −x



⎞



n−1 ⎟⎟ f n−1 . La formule qui doit être utilisée est : xn+1 = xn−1 − ⎜⎜ n f − f n−1 ⎠ ⎝ n



Les valeurs de départ données sont :



x0 = 0 ,



x1 = 1; ⇒ f 0 = −1,



f1 = 0.459698 .



On obtient les itérations suivantes :



x2 = 0.685073 ,



f 2 = −0.089300



x3 = 0.410979 ,



f 3 = −0.505751



x4 = 0.743847 ,



f 4 = +0.007979



x5 = 0.738677 ,



f 5 = −0,000683



x6 = 0.739085 ,



f 6 = +0.000000



À FAIRE (4.3) Application de la méthode de Newton-Raphson en trois itérations sur



f ( x) = x − cos( x) La formule qui doit être utilisée est : xn+1 = xn − La valeur de départ donnée est : x0 = 0 ; 



f / ( x) = 1 + sin( x)



f ( xn ) . f / ( xn )



la dérivée de f est :
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On obtient les itérations :



f / ( x0 ) = 1.000000



x0 = 0.000000 ,



f ( x0 ) = −1.000000 ,



x1 = 1.000000 ,



f ( x1 ) = +0.459698 ,



f / ( x1 ) = 1.841471



x2 = 0.750364 ,



f ( x2 ) = +0.018923 ,



f / ( x2 ) = 1.681905



x4 = 0.739113 ,



f ( x3 ) = +0.000047



À FAIRE (4.4)



f ( x, y) = x − x 2 − y 2 , ⇒



f x = 1 − 2x ,



f y = −2 y



g( x, y) = y − x 2 + y 2 , ⇒ g x = −2 x , g y = 1 + 2 y Valeurs de départ : x0 = 0.8 ,



y 0 = 0.4 .



Première itération : x1 = 0.772881,



y1 = 0.420339



Deuxième itération : x 2 = 0.771846 ,



y 2 = 0.419644



À FAIRE (4.5) On donne : g ( x ) = cos( x ) ,



x ∈ [ 0,1] .



Vérification de l’existence d’un point fixe g est continue sur [0,1] . De plus : Pour tout x, g’(x)= - sinx 0 , on peut trouver un



entier relatif positif correspondant N (ε ) tel que a n − L < ε dès que n > N (ε ) 11. Point fixe d’une fonction Si nous avons une fonction continue g dans un intervalle fermé [a, b] , toute valeur x = ρ qui vérifie la relation g ( ρ ) = ρ est appelée point fixe de la fonction g. Le procédé pour rechercher les points fixes d’une fonction est relié de près au procédé servant à déterminer les racines des fonctions. 12. Ligne sécante Une sécante est une ligne qui passe par deux points donnés P ( x1 , y1 ) et Q ( x 2 , y 2 ) Elle est illustrée par l’équation 



y = y1 −



y2 − y1 ( x − x1 ) . L’équation de la x2 − x1



sécante est utilisée pour dériver la méthode regula falsi et la méthode de la sécante pour approximer les racines des fonctions.
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Théorèmes-clés et principes 1. Théorème de valeur intermédiaire Si f est continue dans l’intervalle fermé [a, b] et si k est un nombre quelconque compris entre les deux valeurs f (a ) et f (b) , alors il existe au moins un nombre c à l’intérieur de (a, b) de telle sorte que f (c) = k . Ce théorème est la base de deux méthodes numériques importantes pour rechercher les racines d’une fonction f : la méthode de dichotomie et la méthode regula falsi (méthode de la fausse position). 2. Théorème des accroissements finis de différenciation Si f est continue dans l’intervalle fermé [a, b] et est dérivable dans l’intervalle ouvert (a, b) , alors il existe au moins une valeur de x = c ∈ (a , b) , de telle sorte f (b) − f ( a )



que f / ( c ) =



b− a



.



3. Théorème de Taylor Si f est une fonction pour laquelle les n premières dérivées sont continues dans l’intervalle fermé [c, c + h] (ou [c + h, c] si h est négative) et qu’on suppose que



f



( n +1)



existe dans [c, c + h] (ou [c + h, c] si h est négative), alors il existe un nombre



ϑ , avec 0 < ϑ < 1 , de telle sorte que



hk ( k ) f (c) + R n+1 (h, ϑ ) , k = 0 k! n



f (c + h) = ∑



R n+1 (c,ϑ ) =



h n+1 f ( n+1) (c + ϑh) . (n + 1)!



4. Théorème fondamental de l’analyse Si f est continue dans [a, b] et F ( x) =



∫



x



a



f (t)dt pour chaque x dans [a, b] , dF



alors F est continue dans [a, b] et dérivable dans (a, b) et = f ( x) . En d’autres dx mots, F est une primitive de f.
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Corollaire : Si f est continue dans un intervalle fermé et borné [a, b] , et g ' ( x) =



g ' ( x) = f ( x) , then .



∫



b



a



f ( x)dx = g(b) − g(a ) .



5. Théorème du point fixe Si une fonction g est continue dans [a, b] et telle que ∀ x ∈ [ a , b] , g ( x ) ∈ [ a , b] , alors il existe au moins un point fixe x = ρ ∈ [ a , b] de telle sorte que g ( ρ ) = ρ . Si, en plus des hypothèses données plus haut, g (x) est dérivable dans [a, b] et pour tout x ∈ ( a , b) , alors g possède un seul point fixe ρ ∈ ( a , b).



dg ≤ L epsilon do
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'Calcule le milieu du domaine de définition xM = (xR + xL) / 2 'Find f(xM) If ((f(xL) * f(xM)) > 0) Then 'jette la moitié de gauche xL = xM Else 'jette la moitié de droite xR = xM End If Loop



Limite de la méthode [] Cette méthode d'une grande robustesse nécessite cependant de connaître à chaque étape le signe de f(c). Dans quelques cas, il peut arriver que la valeur de f(c) soit si proche de 0 que la précision du logiciel de calcul ne permette plus de déterminer le signe de f(c) (le logiciel de calcul assimile f(c) à 0). L'application de l'algorithme risque alors de conduire à l'élimination erronée d'une moitié de l'intervalle et à la convergence vers une valeur éloignée de la racine. D'une manière plus générale, la détermination du signe de f(c) peut se révéler impossible, même en augmentant la précision du calcul du logiciel. Considérons par exemple un réel α dont on peut calculer des valeurs approchées décimales ou rationnelles αn à toute précision



désirée.



Considérons maintenant la fonction f affine sur les intervalles , et et telle que f(0) = − 1, f(1) = 1, f(1 / 3) = f(2 / 3) = α. La méthode de dichotomie demande de déterminer le signe de f(1 / 2) = α. Or il n'existe aucun algorithme général permettant de décider si α > 0, α = 0 ou α < 0. En effet, un tel algorithme, s'il existait, ne devant effectuer qu'un nombre fini de calcul, devrait prendre sa décision au vu d'un nombre fini de valeurs approchées αn, ce qui est insuffisant pour conclure. Cette limite conduit les théoriciens[1] de l'analyse constructive à qualifier la méthode de dichotomie de non constructive et à privilégier l'énoncé alternatif : rechercher une valeur x telle que | f(x) | soit inférieure à une erreur donnée.



Théorème des valeurs intermédiaires Le théorème des valeurs intermédiaires (TVI) est un théorème important en analyse et concerne des fonctions continues sur un intervalle. Il indique que si une fonction continue sur un intervalle prend deux valeurs m et n, alors elle prend toutes les valeurs intermédiaires entre m et n. Ce théorème donne dans certains cas l'existence de solutions d'équations et est à la base de techniques de résolutions approchées comme la dichotomie. 12



Approche intuitive []



Profil de l'étape Pau-Hautacam du Tour de France 2008



La 10e étape du Tour de France 2008 était une course cycliste de 156 km de long partant de Pau (altitude : 200 m) et arrivant à Hautacam (1 520 m). Le profil de l'étape est une fonction définie sur l'intervalle [0;156] et à valeurs réelles. À tout nombre x de [0;156], elle associe l'altitude du point situé à x kilomètres du départ. Puisque les altitudes s'échelonnent de 200 à 1 520 m, il paraît évident que les coureurs ont dû passer au moins une fois par toutes les altitudes intermédiaires. Cependant, cette constatation s'appuie sur deux hypothèses : 







le parcours est un intervalle, ce qui suppose que l'espace est un continuum — les mathématiciens parlent d'espace connexe — c'est-à-dire qu'il n'y a pas de « trou » entre 0 et 156. la fonction altitude est continue, ce qui signifie qu'une variation infinitésimale du kilométrage entraîne une variation infinitésimale de l'altitude : en d'autres termes, un coureur ne peut pas se téléporter instantanément d'une altitude à une autre.



Le coureur passera ainsi au moins une fois par l'altitude 1 000 m. Remarquons que le raisonnement n'est plus valable si le profil n'est plus défini sur un intervalle, par exemple si l'on ne s'intéresse qu'aux points de contrôle marqués sur le graphique ci-contre : il se peut qu'aucun de ces points, si nombreux soient-ils, ne se trouve à 1 000 m d'altitude. Le théorème des valeurs intermédiaires formalise ce raisonnement empirique.
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Énoncé []



Théorème des valeurs intermédiaires



Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I et à valeurs dans intervalle.



, alors f(I) est un



Enoncé équivalent mais plus explicite : Soit une application continue, alors pour tout réel u compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel c compris entre a et b tel que f(c) = u.



Cas particulier (Théorème de Bolzano): si f(a) et f(b) ne sont pas de même signe, il existe au moins un réel c compris entre a et b tel que f(c) = 0 (car 0 est compris entre f(a) et f(b)).



Remarques [] 



La propriété de la valeur intermédiaire correspond à une notion intuitive: il est possible de dessiner le graphe de la fonction d'un seul trait de crayon. Ou dit autrement, il n'est pas nécessaire de soulever son crayon pour dessiner le graphe de la fonction.







Cette remarque amène à se poser la question : n'y a-t-il pas équivalence entre la propriété de la valeur intermédiaire et la continuité ? La réponse est malheureusement négative (Théorème de Darboux). Un contre exemple nous est donné par la fonction réelle de la variable réelle définie
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par si et . Cette fonction n'est pas continue en 0 mais elle satisfait bien la propriété de la valeur intermédiaire pour chaque couple de points dans . 



Ce théorème est essentiel à l'élaboration de la théorie de l'analyse élémentaire, il permet la démonstration du théorème de la bijection et la construction de nombreuses fonctions élémentaires comme la racine carrée.







Ce théorème est faux sur le corps des nombres rationnels. Il faut nécessairement utiliser les propriété du corps des nombres réels. Par exemple, la fonction f(x) = x2 − 2 de dans est continue sur [0;2], et vérifie f(0) = − 2, f(2) = 2. Cependant, il n'y a pas de nombre rationnel x tel que f(x) = 0.







Ce théorème met en valeur une propriété topologique des nombres réels. Il se démontre simplement à l'aide de la topologie ou de manière plus délicate si l'on procède manuellement.







Lorsque l'on cherche à démontrer qu'il existe une solution unique, on regarde si de plus f est strictement monotone. Il est aussi possible d'utiliser le théorème de la bijection.



Applications [] 



On utilise souvent ce théorème pour montrer que deux fonctions continues sur un même intervalle et dont la différence change de signe dans cet intervalle prennent la même valeur en au moins un point de cet intervalle. Exemple : Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle non vide [a ; b] de , telles que g(a) - f(a) et g(b) - f(b) soient de signes contraires. Il existe au moins un réel c compris entre a et b et tel que f(c) = g(c). En effet, posons φ = f - g. La fonction φ est continue, et 0 est compris entre φ(a) et φ(b). Il existe donc au moins un réel c compris entre a et b et tel que φ(c) = 0, soit encore f(c) = g(c). Dans le cas particulier où g est l'identité sur l'intervalle [a;b] et où f(a) > a et f(b) < b, on obtient un théorème de point fixe (Brouwer en dimension 1).







Pour tout polynôme P à coefficients réels et de degré impair, il existe au moins une racine réelle, c'est-à-dire un réel c tel que P(c) = 0. En effet, on peut supposer (sans perte de généralité) que le coefficient du terme de plus haut degré de P est égal à 1. Alors, comme le degré de P est impair, P(x) tend vers -∞ quand x tend vers -∞, et P(x) tend vers +∞ quand x tend vers +∞. On en déduit qu'il existe a réel tel que P(a) ≤ 0, et qu'il existe b réel tel que P(b) ≥ 0. Comme P est continu, il existe au moins un réel c compris entre a et b et tel que P(c) = 0.
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Note historique [] Il n'est pas nécessaire qu'une fonction soit continue pour que la conclusion du théorème des valeurs intermédiaires soit vraie. En 1875, Gaston Darboux a montré que cette conclusion était vérifiée par les fonctions dérivées, qu'elles soient continues ou non (voir Théorème de Darboux (analyse) ).



Résolution et démonstration [] Le théorème des valeurs intermédiaires fait partie des théorèmes dits d'existence. A la question « Existe-t-il un réel c tel que f(c) = u? », le théorème répond « OUI, il en existe ». Il fait naître alors nécessairement la question suivante « Quel est ce réel c ? ». Trois démonstrations sont données. La première, plus courte et plus simple, s'appuie sur une théorie plus difficile, la topologie. La deuxième démonstration, basée sur la méthode de dichotomie peut, dans une certaine mesure, être mise en œuvre numériquement. Cependant, il n'existe pas de démonstration générale constructive de cette existence. La troisième repose sur la notion de borne supérieure d'un ensemble de réels.



Démonstration avec la topologie [] La topologie fournit une démonstration en quelques lignes de cette propriété : Les connexes de



sont les intervalles. L'ensemble de départ est donc un connexe. L'image d'un



connexe par une fonction continue est un connexe. Donc l'image par f de ce qui démontre le théorème.



est un intervalle,



Mais derrière cette apparente simplicité se cachent des résultats qu'il faut avoir démontrés au préalable, comme le fait que tout intervalle de est connexe, démonstration du même ordre de difficulté que celle du théorème des valeurs intermédiaires.



Démonstration par dichotomie [] Le principe consiste à couper l'intervalle de départ en deux et à conserver l'intervalle où l'on sait que se trouve une solution. On recommence ensuite en coupant en deux l'intervalle conservé, etc. On obtient ainsi des intervalles emboîtés de plus en plus petits dans lesquels on est sûr de trouver une solution. On finit alors par trouver un encadrement « assez fin » de la solution. On suppose donc que  



la fonction f est continue sur l'intervalle [a , b] f(a) < u < f(b) (une démonstration analogue peut se faire pour f(a) > u > f(b)).



La continuité de la fonction f va permettre d'utiliser la propriété suivante :
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si (un) est une suite à valeurs dans [a ; b] convergeant vers L, alors f(un) converge vers f(L).



La méthode de dichotomie consiste à construire une suite d'intervalles In = [an ; bn] tels que pour tout n :   



In+1 soit inclus dans In la longueur de In+1 soit la moitié de celle de In f(an) < u < f(bn).



On procède de la manière suivante :  



on pose initialement I0 = [a ;b] quand à un rang n, l'intervalle In est construit, on note mn son milieu et o si f(mn) < u , on prend pour In+1 l'intervalle [mn ; bn] et on pose an + 1 = mn et bn + 1 = bn. o si f(mn) > u , on prend pour In+1 l'intervalle [an ; mn]et on pose an + 1 = an et bn + 1 = mn.. o si f(mn) = u , on s'arrête.



Deux cas se présentent :  



ou bien la suite est finie et il existe n tel que f(mn) = u ; le problème est alors résolu, et on peut prendre : c = mn ou bien la suite est infinie. Dans ce cas, les suites (an) et (bn) sont adjacentes : en effet, la première est croissante (au sens large), la seconde est décroissante, et la différence entre les deux suites est égale à la longueur de In,soit qui tend vers 0. Ces deux suites convergent donc vers une même limite c. Comme f est continue, les suites (f(an)) et (f(bn)) convergent vers f(c). Comme, d'autre part, f(an) < u pour tout n, on obtient f(c) ≤ u par passage à la limite. Comme, enfin, f(bn) > u pour tout n, on obtient f(c) ≥ u par passage à la limite. Il en résulte que f(c) = u.



Démonstration avec la borne sup [] Supposons par exemple f(a) ≤ u ≤ f(b), et notons X le sous-ensemble de l'intervalle [a , b] constitué des réels x qui vérifient f(x) ≤ u. Cet ensemble est non vide (il contient a) et majoré (par b). Notons c sa borne supérieure et prouvons que f(c) = u. 



Comme c est une limite d'éléments de X, on a (par passage à la limite dans les inégalités) f(c) ≤ u. 17











Reste à prouver que f(c) ≥ u. o Si c = b, c'est vrai par hypothèse. o Si au contraire l'intervalle ]c , b] est non vide, comme ses éléments x vérifient tous f(x) > u, on obtient (à nouveau par passage à la limite) f(c) ≥ u. Cette inégalité et la précédente prouvent l'égalité voulue.



Algorithmes [] La démonstration par dichotomie se traduit facilement sous forme algorithmique, à l'exception du test f(mn) = u, qu'on ne saurait vérifier exactement alors que l'on procède à des calculs numériques approchés. On préfère lui substituer la condition



, où est une



erreur donnée à l'avance. L'algorithme fournira alors un réel x tel que , mais cette valeur peut se révéler relativement éloignée de la valeur exacte c de la racine si l'on ne fait aucune autre hypothèse sur f que la continuité. Dans le cas où f est C1 (c'est-à-dire où f et sa première dérivée sont continues) et qu'on peut trouver un nombre m>0 tel que |f '|>m dans l'intervalle où la méthode de dichotomie est appliquée, alors l'algorithme de la dichotomie converge vers un nombre c tel que f(c) = u. On a de plus, la majoration de l'écart entre la valeur x calculée par la dichotomie et c sous la forme



Par ailleurs, la méthode de dichotomie permet seulement de trouver une seule valeur x. Le fait d'éliminer tout un intervalle à chaque étape risque d'éliminer d'autres solutions. Enfin, la dichotomie est un algorithme simple, mais n'est pas le plus performant : la précision n'augmente que d'un facteur 2 à chaque itération. On a donc cherché d'autres méthodes permettant une convergence plus rapide. La méthode de Newton ou méthode des tangentes en est un d'une bonne efficacité.



Lemme de Cousin En mathématiques, le lemme de Cousin[1] est une propriété de la droite réelle équivalente à l'existence de la borne supérieure pour les parties majorées de . Il joue un rôle important dans l'intégrale de Kurzweil-Henstock, mais permet également de démontrer directement des théorèmes d'analyse.



Énoncé [] Le lemme de Cousin s'énonce comme suit : Soit un segment [a, b] de et soit une fonction δ définie sur [a, b] à valeurs strictement positives (appelée jauge). Alors il existe une sudvivision finie a = x0 < x1 < ... < xn = b et des nombres t1,
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..., tn tels que, pour tout i, . On dit que ti marque le segment [xi − 1,xi], et que la subdivision {xi} marquée par les points ti est plus fine que δ. [Dérouler] Démonstration



L'intégrale de Kurzweil-Henstock [] L'intégrale de Riemann est une définition de l'intégrale généralement accessible aux étudiants de premier cycle universitaire, mais elle présente plusieurs inconvénients. Un certain nombre de fonctions relativement simples ne possèdent pas d'intégrale au sens de Riemann, par exemple la fonction de Dirichlet. Par ailleurs, cette théorie de l'intégration est trop faible pour démontrer des théorèmes puissants d'intégration, tels que le théorème de convergence dominée, le théorème de convergence monotone ou le théorème d'interversion série-intégrale. Ces lacunes sont comblées par l'intégrale de Lebesgue mais celle-ci est plus complexe et difficilement accessible dans les premières années du supérieur. Kurzweil et Henstock ont proposé une théorie de l'intégration, guère plus difficile que la théorie de Riemann, mais aussi puissante que la théorie de Lebesgue, en posant : Une fonction f bornée ou non sur un segment [a, b] est intégrable au sens de Kurzweil-Henstock ou KH-intégrable, d'intégrale I, si, pour tout , il existe une fonction jauge δ, telle que, pour toute subdivision {xi} marquée par les ti, plus fine que δ, on a :



Si on prend des jauges constantes, on retrouve l'intégrale de Riemann. Dans cette théorie, le lemme de Cousin joue un rôle essentiel.



Quelques applications en analyse [] Nous donnons ci-dessous quelques exemples de propriétés susceptibles d'être directement démontrées au moyen du lemme de Cousin. Dans chacun des cas, il suffit de choisir une jauge adéquate[2].



Existence de la borne supérieure [] La propriété de Cousin peut servir de propriété caractéristique de dans le sens où, si on l'admet, elle permet de démontrer l'existence de la borne supérieure pour une partie non vide majorée A.
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Il suffit en effet de choisir a dans A et b un majorant de A. On définit ensuite la jauge suivante sur [a,b] : (i) si t ne majore pas A, il existe c dans A tel que t < c. On prend alors δ(t) = c − t. (ii) Si t majore A sans être le plus petit majorant, il existe c majorant de A tel que c < t. On pose alors δ(t) = t − c (iii) Si t est le plus petit majorant de A (autrement dit la borne supérieure cherchée), on prend δ(t) quelconque strictement positif.



Le lemme de Cousin affirme l'existence d'une subdivision marquée finie plus fine que δ et cela impose qu'une des marques soit du type (iii). En effet, les subdivisions finies marquées uniquement par des points du type (i) ou (ii) ne permettent pas de recouvrir entièrement .



Le théorème des bornes [] Soit f continue sur un segment [a, b]. Montrons que f admet un maximum. (i) Si t est tel que f(t) soit le maximum cherché, prendre δ(t) quelconque strictement positif. (ii) Sinon, il existe y dans [a,b] tel que f(t) < f(y). f étant continue, il existe δ(t) > 0 tel que, pour tout x élément de ]t − δ(t),t + δ(t)[, f(x) < f(y).



Le lemme de Cousin affirme l'existence d'une subdivision marquée finie plus fine que δ et cela impose qu'une des marques soit du type (i). En effet, les subdivisions finies marquées uniquement par des points du type (ii) ne permettent pas de recouvrir entièrement [a,b]. Si tel était le cas, on aurait une subdivision finie {xi} marquée par des points {ti}, et pour chaque i, il existe yi tel que f(ti) < f(yi). Soit k tel que f(yk) soit le plus grand des f(yi). yk est dans l'un des intervalles [xi-1, xi] de la subdivision, mais il doit alors vérifier, comme les autres éléments de cet intervalle : f(yk) < f(yi), ce qui est contradictoire avec la maximalité de f(yk).



Le théorème des valeurs intermédiaires [] Soit f définie sur [a, b]. (i) Si f(t) < 0, f étant continue, il existe δ(t) > 0 tel que f reste strictement négative sur l'intervalle ]t − δ(t),t + δ(t)[. (ii) Si f(t) > 0, f étant continue, il existe δ(t) > 0 tel que f reste strictement positive sur l'intervalle ]t − δ(t),t + δ(t)[. (iii) Si f(t) = 0, prendre δ(t) quelconque strictement positif.
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Le lemme de Cousin affirme l'existence d'une subdivision marquée finie plus fine que δ. S'il n'existe pas de marqueur du type (iii), alors nécessairement f est de signe constant. En effet, les conditions (i) et (ii) impose que f garde un signe constant sur tout intervalle [xi-1, xi] de la subdivision, et le signe de f sera le signe commun à tous les xi, et ceci sur tout l'intervalle [a, b].



Le théorème de Heine dans le cas réel [] Soit continue sur



, et soit



. Pour tout , il existe



, on a subdivision



finie marquée par les points



Le lemme de Cousin affirme l'existence d'une , plus fine que . Choisissons



. Si et sont tels que marquée par



tel que, pour tout de



, et si est dans l'intervalle [xi − 1;xi]



, alors et se trouvent tous deux à une distance de



inférieure à



que et . Il en résulte que On a ainsi montré que était uniformément continue.



, de sorte .



Approximation d'une fonction continue par des fonctions en escalier [] Soit f une fonction continue sur un segment [a,b]. Soit ε > 0. f étant continue, pour tout t de [a,b], il existe δ(t) > 0 tel que, pour tout x de ]t − δ(t),t + δ(t)[, on a . Le lemme de Cousin affirme l'existence d'une subdivision {xi} finie marquée par les points ti, plus fine que δ. Considérons alors la fonction en escalier définie comme suit :



Pour tout x élément de ]xi − 1,xi[,



Alors



approche f uniformément à moins de ε près.



Le théorème de relèvement [] Soit f une fonction continue sur un segment I de à valeurs dans le cercle unité du plan complexe. Par continuité de f, pour tout x de I, il existe δ(x) strictement positif assez petit tel que l'image par f de l'intervalle [x − δ(x),x + δ(x)] soit entièrement inclus dans une partie de de la forme . f possède alors un relèvement local sur [x − δ(x),x + δ(x)]. Par exemple, si f([x − δ(x),x + δ(x)]) est inclus dans , on prendra comme relèvement la fonction θ égale à arccos(Re(f)), défini à un multiple de 2π près. Si on considère une subdivision (xi) de I plus fine que δ, on obtient un relèvement local θi sur
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chaque sous-intervalle [xi − 1,xi] de la subdivision. On obtiendra un relèvement global continu en remplaçant au besoin θi + 1 par θi + 1 + θi(xi) − θi + 1(xi), de façon à obtenir la continuité au point xi.



Le théorème de Bolzano-Weierstrass dans le cas réel [] Soit (un) une suite réelle contenue dans un segment [a, b]. (i) Si t est une valeur d'adhérence de la suite, on prend δ(t) quelconque strictement positif. (ii) Sinon, il existe δ(t) > 0 tel que l'intervalle ]t − δ(t),t + δ(t)[ ne possède qu'un nombre fini de termes de la suite.



Le lemme de Cousin affirme l'existence d'une subdivision marquée finie plus fine que δ. Cela impose nécessairement au moins un marqueur du type (i), car si tous les marqueurs étaient du type (ii), la suite n'aurait qu'un nombre fini de termes.



Le théorème de Borel-Lebesgue dans le cas réel [] Soit (Oi) une famille d'ouverts recouvrant un segment [a,b]. Pour tout t de [a,b], t est dans l'un des Oi. Ce dernier étant ouvert, il existe δ(t) > 0 tel que l'intervalle ]t − δ(t),t + δ(t)[ soit inclus dans Oi. Le lemme de Cousin affirme l'existence d'une subdivision marquée finie plus fine que δ. Chaque intervalle de cette subdivision est inclus dans l'un des Oi, ce qui définit un recouvrement de [a,b] par un nombre fini d'ouverts Oi.



Fonction continue à dérivée nulle sauf sur un ensemble dénombrable [] Soit f une fonction continue définie sur et telle que sa dérivée f' soit définie et nulle, sauf en un nombre dénombrable de points. Alors f est constante. En effet, soit ε > 0. Posons : (i) Si t est égal à l'un des points tn, n entier, en lequel la dérivée n'est pas définie ou n'est pas nulle, utilisant la continuité de f, choisissons δ(tn) > 0 tel que, pour tout x dans ]tn − δ(tn),tn + δ(tn)[,



. Remarquons que la variation de f sur l'intervalle ]tn −



δ(tn),tn + δ(tn)[ est au plus de , et que la somme de ces variations sur tous ces intervalles lorsque n décrit l'ensemble des entiers, est majoré par 2ε. (ii) Sinon, f'(t) = 0 et il existe δ(t) > 0 tel que, pour tout x élément de ]t − δ(t),t + δ(t)[, on ait | f(x) − f(t) | < ε | x − t | . Remarquons que la variation de f sur l'intervalle ]t − δ(t),t + δ(t)[ est au plus de 2ε fois la longueur de l'intervalle, et que la somme de ces variations sur un réunion de tels intervalles est majoré par 2ε fois la somme des longueurs des intervalles.



Alors, pour tout a < b, l'application du lemme de Cousin sur [a, b] fournit une subdivision marquée finie plus fine que δ. En distinguant les marqueurs du type (i) et du type (ii), on obtient | 22



f(b) − f(a) | < 2ε + 2ε(b − a), b - a étant un majorant de la somme des longueurs des intervalles de la subdivision du type (ii). L'inégalité étant vraie pour tout ε, il en résulte que f(a) = f(b).



Fonction lipschitzienne à dérivée nulle presque partout [] Soit f une application lipschitzienne de rapport M définie sur et telle que sa dérivée f' soit définie et nulle presque partout. Alors f est constante. En effet, soit ε > 0 et soit U un ouvert de mesure inférieure à ε contenant les points où la dérivée de f est non nulle ou non définie. (i) Si t est un point de U, choisissons δ(t) > 0 tel que ]t − δ(t),t + δ(t)[ soit inclus dans U. Pour tout x et tout y dans cet intervalle, | f(x) − f(y) | < M | x − y | . Remarquons que la variation de f sur cet intervalle est au plus de M fois la longueur de l'intervalle, et que la somme des longueurs de tels intervalles disjoints (sauf en leur extrémité) est inférieure à la mesure de U. (ii) Sinon, f'(t) = 0 et il existe δ(t) > 0 tel que, pour tout x élément de ]t − δ(t),t + δ(t)[, on ait | f(x) − f(t) | < ε | x − t | . Remarquons que la variation de f sur l'intervalle ]t − δ(t),t + δ(t)[ est au plus de 2ε fois la longueur de l'intervalle, et que la somme de ces variations sur un réunion de tels intervalles est majoré par 2ε fois la somme des longueurs des intervalles.



Alors, pour tout a < b, l'application du lemme de Cousin sur [a, b] fournit une subdivision marquée finie plus fine que δ. En distinguant les marqueurs du type (i) et du type (ii), on obtient | f(b) − f(a) | < Mε + 2ε(b − a), b - a étant un majorant de la somme des longueurs des intervalles de la subdivision du type (ii). L'inégalité étant vraie pour tout ε, il en résulte que f(a) = f(b). Une démonstration analogue s'applique aux fonctions absolument continues.



Le théorème fondamental de l'analyse [] Soit F dérivable sur [a, b] de dérivée f. Alors f est KH-intégrable et . Il n'est pas nécessaire pour cela de supposer f continue. En effet, soit ε > 0. Pour tout t de [a,b], il existe δ(t) > 0 tel que, pour tout x élément de ]t − δ(t),t + δ(t)[, on a :



ou encore : F(t) + (x − t)f(t) − ε | x − t | < F(x) < F(t) + (x − t)f(t) + ε | x − t |



Pour toute subdivision finie plus fine que δ, on aura, donc, en ce qui concerne l'intervalle [xi-1, xi] marqué par le point ti : 23



F(ti) + (xi − 1 − ti)f(ti) − ε(ti − xi − 1) < F(xi − 1) < F(ti) + (xi − 1 − ti)f(ti) + ε(ti − xi − 1) F(ti) + (xi − ti)f(ti) − ε(xi − ti) < F(xi) < F(ti) + (xi − ti)f(ti) + ε(xi − ti)



donc : (xi − xi − 1)f(ti) − ε(xi − xi − 1) < F(xi) − F(xi − 1) < (xi − xi − 1)f(ti) + ε(xi − xi − 1)



donc :



ou enfin :



Or cette inégalité signifie que f est KH-intégrable et que son intégrale vaut F(b) - F(a). On peut montrer que la conclusion reste vraie si F est dérivable sauf en un nombre dénombrable de points.



Méthode de Newton



Isaac Newton
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En analyse numérique, la méthode de Newton, ou méthode de Newton-Raphson[1], est un algorithme efficace pour trouver des approximations d'un zéro (ou racine) d'une fonction d'une variable réelle à valeurs réelles. L'algorithme consiste à linéariser une fonction f en un point et à prendre le point d'annulation de cette linéarisation comme approximation du zéro recherché. On réitère cette procédure en l'approximation obtenue. Dans les cas favorables, les approximations successives obtenues convergent avec une vitesse quadratique. De manière informelle, le nombre de décimales correctes double à chaque étape. Appliqué à la dérivée d'une fonction, cet algorithme permet d'obtenir une évaluation des points critiques. La méthode de Newton se généralise en dimension supérieure. La raison réside en une utilisation du théorème du point fixe, qui cependant n'est pas nécessaire pour comprendre le sens du résultat. Cette méthode porte le nom des mathématiciens anglais Isaac Newton (1643-1727) et Joseph Raphson, qui furent les premiers à la décrire pour l'appliquer à la recherche des zéros d'une équation polynomiale.



Pour les fonctions d'une variable réelle []



Histoire []



John Wallis



La méthode de Newton fut décrite de manière satisfaisante par le mathématicien anglais Isaac Newton (1643-1727) dans De analysi per aequationes numero terminorum infinitas, écrit en 1669 et publié en 1711 par William Jones (1675-1749). Elle fut à nouveau décrite dans De metodis fluxionum et serierum infinitarum (De la méthode des fluxions et des conséquences infinies), écrit en 1671, traduit et publié sous le titre Methods of Fluxions en 1736 par John Colson. Toutefois, Newton n'appliqua la méthode qu'aux seuls polynômes. Comme la notion de dérivée et donc de linéarisation n'était pas définie à cette époque, l'approche adoptée diffère :
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Newton cherchait à affiner une approximation grossière d'un zéro d'un polynôme par un calcul polynomial. Par exemple, 2 est un zéro exact de X3 − 2X2 − 3X + 6 et donc peut être pris comme un zéro approximatif de P(X) = X3 − 2X2 − 3X + 7. Une petite perturbation doit s'écrire 2 + Y. Or, P(2 + Y) = 1 − 7Y + 2Y2 + Y3 = 1 − 7Y en négligeant les termes d'ordre au moins 2. L'annulation de P par 2 + Y impose Y = 1 / 7. Cette méthode fut l'objet de publications antérieures. En 1685, John Wallis (1616-1703) en publia une première description dans A Treatise of Algebra both Historical and Practical. En 1690, Joseph Raphson en publia une description simplifiée dans Analysis aequationum universalis. Raphson considérait la méthode de Newton toujours comme une méthode purement algébrique et restreignait aussi son usage aux seuls polynômes. Toutefois, il mit en évidence le calcul récursif des approximations successives d'un zéro d'un polynôme au lieu de considérer comme Newton une suite de polynômes. Ce n'est qu'en 1740 que Thomas Simpson (1710-1761) décrivit cette méthode de calcul itératif pour approcher les solutions d'une équation non linéaire, utilisant le calcul fluxionnel. Simpson appliqua la méthode de Newton à des problèmes d'optimisation. Arthur Cayley (1821-1895) fut le premier à noter la difficulté de généraliser la méthode de Newton aux variables complexes en 1879[2], par exemple aux polynômes de degré supérieur à 3.



Interprétation et construction formelle [] On va donc chercher à construire une bonne approximation d'un zéro de la fonction d'une variable réelle f(x). Pour cela, partant d'un point x0 que l'on choisit de préférence proche du zéro à trouver (en faisant des estimations grossières par exemple), on approxime la fonction au premier ordre, autrement dit, on la considère à peu près égale à sa tangente en ce point : .



Partant de là, pour trouver un zéro de cette fonction approximante, il suffit de calculer l'intersection de la droite tangente avec l'axe des abscisses, c'est-à-dire résoudre l'équation affine : 0 = f(x0) + f'(x0)(x − x0).



On obtient alors un point x1 qui en général a de bonnes chances d'être plus proche du vrai zéro de f que le point x0 précédent. Par cette opération, on peut donc espérer améliorer l'approximation par itérations successives (voir illustration) : on approxime à nouveau la fonction par sa tangente en x1 pour obtenir un nouveau point x2, etc.
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Illustration de la méthode de Newton



Cette méthode requiert que la fonction possède une tangente en chacun des points de la suite que l'on construit par itération, par exemple il suffit que f soit dérivable. Formellement, on part d'un point x0 appartenant à l'ensemble de définition de la fonction et on construit par récurrence la suite : où f' désigne la dérivée de la fonction f. Le point xn + 1 est bien la solution de l'équation affine f(xn) + f'(xn)(x − xn) = 0. Il se peut que la récurrence doive se terminer, si à l'étape n, xn n'appartient pas au domaine de définition ou si la dérivée f'(xn) est nulle, dans ce cas, la méthode a échoué. Si le zéro inconnu α est isolé, alors il existe un voisinage de α tel que pour toutes les valeurs de départ x0 dans ce voisinage, la suite (xn) va converger vers α. De plus, si f'(α) est non nul, alors la convergence est quadratique, ce qui signifie intuitivement que le nombre de chiffres corrects est approximativement doublé à chaque étape. Bien que la méthode soit très efficace, certains aspects pratiques doivent être pris en compte. Avant tout, la méthode de Newton nécessite que la dérivée soit effectivement calculée. Dans les cas où la dérivée est seulement estimée en prenant la pente entre deux points de la fonction, la méthode prend le nom de méthode de la sécante, moins efficace (d'ordre 1,618 qui est le nombre d'or) et inférieure à d'autres algorithmes. Par ailleurs, si la valeur de départ est trop éloignée du vrai zéro, la méthode de Newton peut entrer en boucle infinie sans produire d'approximation améliorée. À cause de cela, toute mise en œuvre de la méthode de Newton doit inclure un code de contrôle du nombre d'itérations.



Exemple [] Pour illustrer la méthode, recherchons le nombre positif x vérifiant cos(x) = x3. Reformulons la question pour introduire une fonction devant s'annuler : on recherche le zéro positif (la racine) de f(x) = cos(x) − x3. La dérivation donne f'(x) = − sin(x) − 3x2.



27



Comme pour tout x et x3 > 1 pour x > 1, nous savons que notre zéro se situe entre 0 et 1. Nous essayons une valeur de départ de x0 = 0,5.



Les 7 premiers chiffres de cette valeur coïncident avec les 7 premiers chiffres du vrai zéro.



Convergence [] La vitesse de convergence d'une suite xn obtenue par la méthode de Newton peut être obtenue comme application de la formule de Taylor. Il s'agit d'évaluer une majoration de log | xn − a | . f est une fonction continument différentiable deux fois définie au voisinage de a. On suppose que a se trouve être un zéro de f qu'on essaie d'approximer par la méthode de Newton. On fait l'hypothèse que a est un zéro d'ordre 1, autrement dit que f'(a) est non nul. La formule de Taylor s'écrit :



, avec ξ entre x et a.



Partant de l'approximation x, la méthode de Newton fournit au bout d'une itération :



.



Pour un intervalle compact I contenant x et a et inclus dans le domaine de définition de f, on pose :



ainsi que



. Alors, pour tout



:



.



Par récurrence immédiate, il vient : 28



où



. En passant au logarithme :



La convergence de xn vers a est donc quadratique, à condition que |x0-a| 
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