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Qu'est- e qu'une fon tion ontinue en un point ?



Dénition



Dénition Soit a un réel, et soit f une fon tion dénie sur un intervalle ontenant a. On dit que f est ontinue en a lorsque f (x ) tend vers f (a) quand x tend vers a.
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Peut-on soigner des fon tions dis ontinues en un point ?
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Qu'est- e qu'une fon tion ontinue en un point ?



f2 : [0, 2] → R, x 7→
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Peut-on soigner des fon tions dis ontinues en un point ?



   os x



  os(x − 1)



si x ∈ [0, 1] si x ∈]1, 2]
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Y a-t-il diérents types de dis ontinuité ?



y +1



cos 1



+1
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Y a-t-il diérents types de dis ontinuité ?



y 1



O
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Quelles sont les fon tions dont le graphe est un trait ontinu ?
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Quelles sont les fon tions dont le graphe est un trait ontinu ?



y



1 O
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Propriétés des fon tions ontinues sur un intervalle



Quelles sont les fon tions dont le graphe est un trait ontinu ?



Dénition Soit I un intervalle de R et f une fon tion de I vers R. On dit que f est



ontinue lorsque, pour tout a ∈ I , on a xlim f (x ) = f (a), e qui revient à dire →a que f est ontinue en tout point de I .
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Propriétés des fon tions ontinues sur un intervalle



x 7→



Quelles sont les fon tions dont le graphe est un trait ontinu ?



x 2 − 3x + 1 x −2 y



1 O
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Une fon tion ontinue peut-elle hanger de signe sans s'annuler ?
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Propriétés des fon tions ontinues sur un intervalle



Une fon tion ontinue peut-elle hanger de signe sans s'annuler ?



y f (b)



a O



b



x



f (a)
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Propriétés des fon tions ontinues sur un intervalle



TVI



y



f (b) k f (a) 0



(Ly ée Jean PERRIN)



a



c



b



x



20 / 50



Propriétés des fon tions ontinues sur un intervalle



TVI



Théorème Théorème des valeurs intermédiaires Soit f une fon tion ontinue d'un intervalle I vers R, et soient a et b deux éléments de I tels que a < b. Alors pour tout réel k ompris entre f (a) et f (b ), il existe ∈ [a, b ] tel que f ( ) = k.
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Comment montrer que deux ourbes se ren ontrent ?



Γ



T P



0
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Comment montrer qu'une équation admet une unique solution ?
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Propriétés des fon tions ontinues sur un intervalle



Comment montrer qu'une équation admet une unique solution ?



y



f (b) k f (a) 0
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Propriétés des fon tions ontinues sur un intervalle



Comment montrer qu'une équation admet une unique solution ?



Théorème Théorème de la solution unique Soit f une fon tion ontinue et stri tement monotone d'un intervalle I vers R, et soient a et b deux éléments de I tels que a < b. Alors pour tout réel k ompris entre f (a) et f (b ), il existe un unique réel ∈ [a, b ] tel que f ( ) = k.



(Ly ée Jean PERRIN)



26 / 50



Propriétés des fon tions ontinues sur un intervalle



Comment résoudre une équation numérique par di hotomie ?
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Propriétés des fon tions ontinues sur un intervalle



Comment résoudre une équation numérique par di hotomie ?



y f (b) k-plus



f (a) 0
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Propriétés des fon tions ontinues sur un intervalle



Comment résoudre une équation numérique par di hotomie ?



y f (b)



k-moins f (a) 0
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Ave XCAS
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Propriétés des fon tions ontinues sur un intervalle



Ave XCAS



di ho(f,p,a,b):={ lo al aa,bb,k; aa:=a; bb:=b; k:=0; // on rée un ompteur d'itérations while( (bb-aa)>p) { if (sign((f((bb+aa)/2)))=sign((f(bb))) ) bb:=((aa+bb)/2); else aa:=((aa+bb)/2); k:=k+1; // on rajoute 1 au ompteur } return evalf((bb+aa)/2)+"est la solution trouvée après "+k+" itérations"; }:;
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Propriétés des fon tions ontinues sur un intervalle



Ave XCAS



Digits:=30:;di ho(x->x^2-2,10^(-30),1,2)
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Propriétés des fon tions ontinues sur un intervalle



Ave XCAS



1.414213562373095048801688724209 est la solution trouvée après 100 itérations
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A mad tea party



A mad tea party
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A mad tea party



Pourtant, e n'est pas ompliqué à omprendre, en voi i une démonstration des plus élémentaires On sait que pour tout entier n on a su



essivement (n + 1)2 = n2 + 2n + 1 (n + 1)2 − 2n − 1 = n2 Retran hons n(2n + 1) des deux tés (n + 1)2 − (n + 1)(2n + 1) = n2 − n(2n + 1) Mézalor, en ajoutant (2n + 1)2 /4, on obtient (2n + 1)2 (2n + 1)2 (n + 1)2 − (n + 1)(2n + 1) + = n2 − n(2n + 1) + 4 4 Soit µ ¶ µ ¶ 2n + 1 2 2n + 1 2 (n + 1) − = n− 2 2 En passant à la ra ine arrée, on obtient 2n + 1 2n + 1 (n + 1) − =n− 2 2
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A mad tea party



Par e que hez vous, 3 'est moins que 1 ? s'indigna Ali e. On se demande e qu'on vous apprend à l'é ole ! Bien sûr que oui ! Tenez, onsidérez x 2 + 32 |x | + 1 + f (x ) = 2 2x + 1 2x + 51 Eh bien il est fa ile de voir que ette fon tion a pour limite 0 en moins l'inni et 1 en plus l'inni. Je ne dis pas le ontraire, protesta Ali e. Don l'image par f de R est l'intervalle ]0, 1[, or f (0) = 3, don 3 appartient à ]0, 1[ à e titre : on a bien 3 plus petit que 1. C'est de la folie pure, pensa Ali e...
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Exer i es divers



Problème Un hat du Cheshire par ourt 10 km en 2 heures. montrez qu'il existe un intervalle de temps de durée 1 heure pendant lequel il a par ouru exa tement 5 km.



Introduisez la fon tion qui à t asso ie le nombre de km par ourus en t heures puis la fon tion t 7→ d (t + 1) − d (t )
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Exer i es divers



Problème Montrez que tout polynme de degré impair possède au moins une ra ine réelle.



Il faut onsidérer la fon tion polynomiale asso iée et her her un théorème dans le ours qui vous permette de on lure.
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Exer i es divers



Problème Étudiez et représentez graphiquement la fon tion f dénie sur R∗ par E (x ) f : x 7→ x
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Exer i es divers



Problème Soit F la fon tion dénie sur R par F : x 7→ x − E (x ) On rappelle que E (x ) est l'unique entier vériant E (x ) É x < E (x ) + 1. Montrez que E (x + 1) = E (x ) + 1 puis que F est périodique. et représentez sommairement F sur un graphique.
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Exer i es divers



Problème



Soit f une fon tion ontinue sur [0, 1] et à valeurs dans [0, 1]. Montrez qu'il existe un réel x0 ∈ [0, 1] vériant f (x0 ) = x0 . Illustrez votre propos à l'aide d'un s héma.
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Exer i es divers



Problème Soit x ∈ R. Étudiez lim



x →+∞



E (−3nx ) −2n Commen ez par en adrer E (−3nx )
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Exer i es divers



Problème Soit x ∈ R. Étudiez lim



1



x →+∞ n2



(Ly ée Jean PERRIN)



n X



k =1



E (kx )
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Exer i es divers



Problème Étudier les variations de la fon tion f dénie sur R par f (x ) = os x + x. En déduire que l'équation os x + x = 0 a une unique solution. En donner une valeur appro hée à 10−3 près. x On onsidère l'équation (E) sin x − = 0, x ∈ R.



2



Montrer que toutes les solutions de ette équation appartiennent à l'intervalle [−2 ; 2]. Donner, en le justiant, le nombre de solutions de l'équation (E). Donner une valeur appro hée, à 10−3 près par défaut, de la plus grande solution.
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Problème Étudier les variations de la fon tion f dénie sur R par f (x ) = os x + x. En déduire que l'équation os x + x = 0 a une unique solution. En donner une valeur appro hée à 10−3 près. x On onsidère l'équation (E) sin x − = 0, x ∈ R.
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Exer i es divers



Problème O



upons-nous de fon tions utilisées ouramment en éle tri ité On onsidère le i uit très simple i- ontre. On ferme l'interrupteur à l'instant t = 0 et on mesure la tension U (t ) . Elle peut être dénie par t 7→ U (t ) =



  E  0



E u(t )



si t Ê 0 si t < 0



Représentez graphiquement la fon tion U. On note f la fon tion f : t 7→ U (t − 2) et g : t 7→ U (t + 2). En éle tri ité, on appelle l'une é helon retardé et l'autre é helon avan é : pourriez-vous dire qui est qui ? (Ly ée Jean PERRIN)
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Exer i es divers



Problème Représentez la fon tion Π : x 7→



  E



si |x | É 1/2



si |x | > 1/2 Donnez une interprétation physique de ette fon tion si x représente la fréquen e d'un signal émis par un émeteur radio.



(Ly ée Jean PERRIN)



 −E
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Exer i es divers



Problème Pour s'amuser, on fait varier le sens du ourant. Représentez la fon tion ϕ qui est de période 1 et vérie t 7→ ϕ(t ) =



(Ly ée Jean PERRIN)



  E



 −E



si 0 < t < 1/2 si 1/2 < t < 1
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Exer i es divers



Problème Soit T la fon tion paire, de période 1, et qui vérie, pour tout x ∈ [0 ; 1/2[ T (x ) = E − 2Ex Représentez graphiquement ette fon tion et déterminez l'expression de ette fon tion pour x ∈] − 1/2 ; 0] On onsidère la fon tion Λ dénie sur R par Λ : t 7→ tU (t ) − 2(t − 1)U (t − 1) + (t − 2)U (t − 2)



où U est la fon tion de Heavyside étudée pré édemment. Représentez graphiquement ette fon tion en distingant les intervalles ] − ∞ ; 0[, [0 ; 1[, [1 ; 2[ et [2 ; +∞[. Donnez un nom à la fon tion suivante d, de période 1, telle que d (x ) = Ex pour tout x ∈ [0 ; 1[. (Ly ée Jean PERRIN)
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Exer i es divers



Rien de plus simple qu'un signal triangulaire. . .et pourtant, voi i le ir uit le produisant :



(Ly ée Jean PERRIN)
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Exer i es divers



Problème Les fon tions ausales sont très utilisées en éle tri ité. Il s'agit tout simplement de fon tions nulles sur ] − ∞ ; 0]. Pour les exprimez, on utilise la fon tion de Heaviside qu'on multiplie par des fon tions usuelles. Représentez graphiquement les fon tions suivantes f1 f2 f3 f4



: x 7→ U (x ) sin x : x 7→ U (x ) sin(x − π) : x 7→ U (x − π) sin x : x 7→ U (x − π) sin(x − π)



(Ly ée Jean PERRIN)
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