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Abstract : L’une des activit´es les plus importantes en biologie est l’analyse des donn´ees d’expression de g`enes. Les biologistes esp`erent ainsi mieux comprendre les fonctions des g`enes et leurs interactions. Nous e´ tudions dans cet article une technique permettant d’aider a` l’analyse de ces donn´ees d’expression : l’extraction de concepts sous contraintes. Pour cela, nous proposons d’extraire des ferm´es sous contraintes dans les donn´ees “transpos´ees” en utilisant des algorithmes classiques. Ceci nous am`ene a e´ tudier la “transposition” des contraintes dans les donn´ees transpos´ees de mani`ere a` pouvoir les utiliser dans ces algorithmes. Mots-cl´es : Extraction de connaissances, Data-mining, Concepts Formels, Itemsets Ferm´es, Contraintes.



1 Motivations Maintenant que le d´ecodage du g´enome est termin´e pour de nombreuses esp`eces animales et v´eg´etales, il reste encore un formidable d´efi pour la biologie moderne : comprendre la fonction de tous ces g`enes et la mani`ere dont ils interagissent entre-eux. Pour cela, les biologistes m`enent des exp´eriences de mesure de l’expression de g`enes. Cellesci ont pour but de leur fournir des donn´ees leur permettant de faire des hypoth`eses sur ces fonctions et ces interactions. Les donn´ees d’expression de g`enes se pr´esentent typiquement sous la forme d’une matrice binaire. Chaque colonne repr´esente un g`ene et chaque ligne donne les r´esultats d’une exp´erience de mesure du niveau d’expression des g`enes. Chacune de ces exp´eriences consiste a` d´eterminer, pour une cellule donn´ee issue d’une situation biologique donn´ee (par exemple un organe sp´ecifique, une culture cellulaire), quels sont les g`enes qui sont ⋆ Ce



travail a e´ t´e partiellement financ´e par l’ACI masse de donn´ees (MD 46, Bingo)
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sur-exprim´es, c’est-`a-dire ceux qui ont une activit´e biologique importante au moment de la mesure. Dans la matrice, les g`enes qui sont sur-exprim´es1 dans une situation biologique sont cod´es par un 1. Ceux qui ne le sont pas sont cod´es par un 0. La table 1 donne un exemple d’une telle matrice.



cellule 1 cellule 2 cellule 3



G`ene 1 1 1 0



G`ene 2 1 1 1



G`ene 3 1 1 1



G`ene 4 0 0 1
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Table 1: Exemple de matrice d’expression de g`enes Dans cet article, nous e´ tudions une technique de fouille de donn´ees permettant d’aider le biologiste a` faire des hypoth`eses sur les fonctions des g`enes et la mani`ere dont ils interagissent. Pour cela, les techniques d’extraction de motifs semblent particuli`erement adapt´ees. Il existe cependant de nombreux types de motifs : les itemsets, les itemsets ferm´es ou libres, les r`egles d’association ou encore les concepts formels. Nous avons choisi ici d’´etudier l’extraction des concepts. Dans ce cadre, un concept formel est une paire (G, E) o`u G est un ensemble de g`enes (i.e., un ensemble de colonnes de la matrice) appel´e intension du concept et E un ensemble d’exp´eriences (i.e., un ensemble de lignes) appel´e extension du concept. Ces ensembles sont tels que si g ∈ G et e ∈ E, alors le g`ene g est sur-exprim´e dans l’exp´erience e (il y a un 1 dans la ligne e colonne g). De plus, les deux ensembles G et E sont maximaux, i.e., ils ne peuvent pas grossir sans perdre la propri´et´e pr´ec´edente (une d´efinition plus formelle des concepts est donn´ee dans la section 2). Autrement dit, un concept est une sous-matrice maximale ne contenant que des 1. Dans notre matrice exemple, ({G`ene 1, G`ene 2, G`ene 3}, {cel 1, cel 2 }) est un concept. Du point de vue du biologiste, les concepts sont tr`es int´eressants. En effet, un concept (G, E) regroupe des g`enes qui sont sur-exprim´es dans les mˆemes exp´eriences. Si la fonction de certains de ces g`enes est connue, cela peut permettre de faire des hypoth`eses sur la fonction de ceux qui sont inconnus. De plus, si les exp´eriences apparaissant dans l’extension E partagent des propri´et´es communes (par exemple, elles concernent toutes des cellules du foie ou des cellules canc´ereuses), cela permet encore une fois de faire des hypoth`eses sur les g`enes. Le fait que les concepts associent a` la fois des g`enes et des exp´eriences est donc un avantage par rapport a` d’autres motifs comme les itemsets ou les r`egles d’association qui ne portent que sur les g`enes. De plus, un g`ene (ou une exp´erience) peut apparaˆıtre dans plusieurs concepts (par opposition a` ce qui se passe dans le cas du clustering). Si le biologiste s’int´eresse a` un g`ene particulier, il peut donc e´ tudier quels sont les g`enes li´es a` celui-ci (i.e., apparaissant dans les mˆemes concepts) suivant les situations biologiques. Cela est tr`es important car il s’av`ere en effet qu’un g`ene peut intervenir dans plusieurs fonctions biologiques diff´erentes. Enfin, les concepts sont beaucoup moins nombreux que les itemsets tout en repr´esentant la mˆeme information : ils sont donc plus simples a` exploiter. Pour simplifier encore l’exploitation de ces concepts par le biologiste, l’utilisation de 1 dont



l’activit´e biologique d´epasse un seuil fix´e par le biologiste
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contraintes semble pertinente : le biologiste peut indiquer une contrainte qui doit eˆ tre satisfaite par tous les concepts extraits. Par exemple, il peut imposer qu’un g`ene particulier (ou ensemble de g`enes) apparaisse (ou pas) dans les concepts extraits. Il peut aussi se restreindre aux concepts impliquant des exp´eriences sur des cellules canc´ereuses ou contenant au moins 5 g`enes. L’utilisation des contraintes permet finalement au biologiste de mieux cibler sa recherche.



1.1 Notre contribution Nous proposons dans cet article d’´etudier l’extraction de concepts sous contraintes dans des donn´ees d’expression de g`enes. Cette extraction pose deux probl`emes principaux :
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1. utilisation des contraintes : nous laissons la possibilit´e a` l’utilisateur de sp´ecifier une contrainte portant a` la fois sur l’intension et l’extension du concept. Ces contraintes sont utiles pour l’utilisateur pour pr´eciser sa recherche mais elles sont aussi parfois indispensables pour rendre l’extraction faisable. En effet, il est g´en´eralement impossible d’extraire tous les concepts. Il faut donc dans ce cas utiliser les contraintes pendant l’extraction (et non pas seulement dans une phase de filtrage des concepts apr`es l’extraction) pour diminuer la complexit´e celle-ci. 2. taille des donn´ees : la complexit´e des algorithmes d’extraction est g´en´eralement lin´eaire par rapport au nombre de lignes et exponentielle par rapport au nombre de colonnes. Or dans le cas des donn´ees d’expression de g`enes, le nombre de colonnes est souvent tr`es important : l’utilisation de techniques comme les puces a` ADN permet d’obtenir l’expression de milliers de g`enes en une seule exp´erience. D’un autre cot´e, le nombre d’exp´eriences est souvent r´eduit du fait du temps n´ecessaire a` leur mise en place et de leur coˆut. Ceci am`ene a` des matrices comportant beaucoup de colonnes (jusqu’`a plusieurs milliers) et relativement peu de lignes (quelques dizaines ou centaines) ce qui est plutˆot atypique dans le domaine du data-mining. Les algorithmes classiques ne sont donc pas bien adapt´es a` ce type de donn´ees. L’extraction de motifs sous contrainte est un th`eme de recherche qui a e´ t´e tr`es e´ tudi´e ces derni`eres ann´ees (Srikant et al., 1997; Ng et al., 1998; Garofalakis et al., 1999; Boulicaut & Jeudy, 2000; Pei & Han, 2000; Zaki, 2000; Boulicaut & Jeudy, 2001; Bucila et al., 2003; Albert-Lorincz & Boulicaut, 2003; Bonchi et al., 2003; Bonchi & Lucchese, 2004)... De nombreux algorithmes ont e´ t´e propos´es et tentent d’utiliser efficacement les contraintes pour diminuer les temps d’extraction en e´ laguant le plus tˆot possible l’espace de recherche. L’extraction de concepts est fortement li´ee a` l’extraction d’itemsets libres ou ferm´es dont l’´etude a e´ galement donn´e lieu a` de nombreux travaux (Pasquier et al., 1999; Boulicaut et al., 2000; Pei et al., 2000; Zaki & Hsiao, 2002; Boulicaut et al., 2003)... Cependant, ces travaux ne font pas d’extraction de concepts sous contrainte et ne sont pas adapt´es a` des donn´ees ayant plus de colonnes que de lignes. En ce qui concerne l’extraction de concepts sous contraintes, une proposition r´ecente a` e´ t´e faite dans (Besson et al., 2004). Cependant, l’algorithme propos´e, D-Miner, ne permet que
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de traiter un type particulier de contraintes, les contraintes monotones. Nous verrons dans la section 4 comment l’´etude que nous proposons ici va nous permettre de traiter aussi les contraintes anti-monotones avec cet algorithme. En ce qui concerne le second probl`eme, plusieurs propositions ont e´ t´e faites r´ecemment pour le r´esoudre : l’algorithme CARPENTER (Pan et al., 2003) est conc¸u pour extraire les ferm´es fr´equents dans une base de donn´ees avec plus de colonnes que de lignes. Dans (Rioult et al., 2003; Rioult & Cr´emilleux, 2003), les auteurs utilisent des algorithmes classiques mais au lieu de faire l’extraction dans les donn´ees originales, ils travaillent sur la matrice transpos´ee. Dans ce cas, la matrice transpos´ee comporte beaucoup de lignes et peu de colonnes, ce qui permet d’utiliser les techniques habituelles efficacement. Cependant, ces travaux ne traitent que du cas de la contrainte de fr´equence ou de contraintes simples sur les itemsets. Le cas g´en´eral o`u la contrainte est une formule bool´eenne construite a` partir de contraintes simples, portant a` la fois sur l’intension et l’extension, n’est pas abord´e. Notre proposition est donc d’utiliser des algorithmes classiques (´eventuellement l´eg`erement modifi´es) dans la matrice transpos´ee, afin de travailler sur des donn´ees au format plus classique (peu de colonnes, beaucoup de lignes). Pour pouvoir traiter des contraintes complexes portant sur les concepts, nous allons pr´esenter ici une e´ tude th´eorique sur les contraintes et sur la mani`ere de les “transposer” (en fait, il s’agira plutˆot d’une projection) de fac¸on a` pouvoir les utiliser dans la matrice transpos´ee. Cet article est organis´e de la mani`ere suivante : dans la section 2, nous rappelons quelques d´efinitions a` propos de l’extraction d’itemsets et de la correspondance de Galois. Nous pr´esentons ensuite formellement le probl`eme que nous cherchons a` r´esoudre. Dans la section 3, nous pr´esentons la projection des contraintes simples et compos´ees. Ensuite, la section 4 montre comment utiliser la projection de contraintes et l’extraction dans la matrice transpos´ee pour r´esoudre notre probl`eme. Finalement, nous concluons dans la section 5.



2 D´efinitions Pour e´ viter les confusions entre les lignes (ou colonnes) de la base de donn´ees originale et les lignes (ou colonnes) de base de donn´ees “transpos´ee”, nous d´efinissons une base de donn´ees comme une relation entre deux ensembles : un ensemble d’attributs et un ensemble d’objets. L’ensemble des attributs (ou items) est not´e A et correspond, dans notre application biologique, a` l’ensemble des g`enes. L’ensemble des objets est not´e O et repr´esente les situations biologiques. L’espace des attributs, 2A , est la collection des sous-ensembles de A, appel´es itemsets et l’espace des objets, 2O , est la collection des sous-ensembles de O. Lorsqu’on consid`ere l’ordre d´efini par l’inclusion ensembliste, chacun des espaces 2A et 2O est naturellement muni d’une structure de treillis. Une base de donn´ees est une relation binaire de A×O et peut eˆ tre repr´esent´ee par une matrice bool´eenne dont les colonnes sont les attributs et les lignes sont les objets. Cette matrice constitue la repr´esentation originale de la base. Au cours de cet article, nous consid´ererons que la base de donn´ees a plus d’attributs que d’objets et nous utiliserons e´ galement la repr´esentation transpos´ee des donn´ees, o`u les attributs de la base sont port´es sur les lignes et les objets sur les colonnes (cf. Table 2).
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o1 o2 o3



a1 1 1 0



a2 1 1 1



a3 1 1 1



a4 0 0 1



a1 a2 a3 a4



o1 1 1 1 0



o2 1 1 1 0



o3 0 1 1 1



Table 2: Repr´esentation originale et transpos´ee de la base de donn´ees pr´esent´ee table 1. Les attributs sont A = {a1 , a2 , a3 , a4 } et les objets sont O = {o1 , o2 , o3 }. Nous utilisons une notation sous forme de chaˆıne pour les ensembles, par exemple a1 a3 a4 d´esigne l’ensemble d’attributs {a1 , a3 , a4 } et o2 o3 d´esigne l’ensemble d’objets {o2 , o3 }. Cette base de donn´ees sera utilis´ee dans tous les exemples.
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2.1 Correspondance de Galois L’id´ee principale qui fonde notre travail est d’utiliser la correspondance forte entre les treillis des 2A et 2O , appel´ee correspondance de Galois. Cette correspondance a e´ t´e utilis´ee la premi`ere fois en fouille de donn´ees quand des algorithmes d’extraction des itemsets ferm´es fr´equents ont e´ t´e propos´es (Pasquier et al., 1999) et elle est aussi utilis´ee dans de nombreux travaux en apprentissage conceptuel (Wille, 1992; Nguifo & Njiwoua, 2000). ´ Etant donn´ee une base de donn´ees bd, les op´erateurs f et g de Galois sont d´efinis par : • f , appel´e intension, est une fonction de 2O vers 2A d´efinie par f (O) = {a ∈ A | ∀o ∈ O, (a, o) ∈ bd} , • g, appel´e extension, est une fonction de 2A vers 2O d´efinie par g(A) = {o ∈ O | ∀a ∈ A, (a, o) ∈ bd} . Pour un ensemble A, g(A) est aussi appel´e l’ensemble support de A dans bd. C’est l’ensemble des objets qui sont en relation avec tous les attributs de A. La fr´equence de A dans bd, not´ee Freq(A, bd) (ou plus simplement Freq(A)), est d´efinie par Freq(A) = |g(A)|. Ces deux fonctions cr´eent un lien entre l’espace des attributs et l’espace des objets. Pourtant, comme les deux espaces n’ont a priori pas le mˆeme cardinal, aucune bijection n’est possible entre eux. Cela signifie que plusieurs ensembles d’attributs ont la mˆeme image par g dans l’espace des objets et vice-versa. On peut donc d´efinir deux relations d’´equivalence ra et ro sur 2O et 2A : • si A et B sont deux ensembles d’attributs, A ra B si g(A) = g(B), • si O et P sont deux ensembles d’objets, O ro P si f (O) = f (P ). Dans chaque classe d’´equivalence, il y a un e´ l´ement particulier : le plus grand e´ l´ement d’une classe, au sens de l’inclusion, est unique et appel´e ensemble d’attributs ferm´e
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a1 a2 a3 a4 a2 a3 a4 a3 a4



a2 a4 a4



a1 a3 a4



a1 a2 a4 a1 a4



a2 a3 a3



a2 ∅



(a)



o1 o2 o3 a1 a2 a3 a1 a3



a1 a2 a1



o1 o2



o1 o3



o2 o3



o1



o2



o3



∅



f g



(b)



hal-00359222, version 1 - 6 Feb 2009



Figure 1: Les classes d’´equivalence pour ra dans le treillis des attributs (a) et pour ro dans celui des objets (b). Les ensembles ferm´es sont en gras. Les fl`eches repr´esentent les op´erateurs f et g entre les classes de a1 a2 a3 et o1 o2 . Les fl`eches en pointill´es repr´esentent les op´erateurs de clˆoture h et h′ . pour ra ou ensemble d’objets ferm´e pour ro . Les op´erateurs f et g de Galois fournissent, par composition, deux op´erateurs de fermeture not´es h = f ◦ g et h′ = g ◦ f . Les ensembles ferm´es sont les points fixes des op´erateurs de fermeture et la fermeture d’un ensemble est l’ensemble ferm´e de sa classe d’´equivalence. Dans la suite, nous e´ voquerons indiff´eremment h ou h′ avec la notation cl. Une paire (A, O) constitu´ee d’un ensemble d’attributs ferm´e A et de l’ensemble d’objets ferm´e correspondant O est appel´ee un concept formel. L’ensemble des concepts de la base de donn´ees bd est not´e : Concepts(bd) = {(A, O) | f (O) = A ∧ g(A) = O} . Exemple 1 Dans la figure 1, les ensembles d’objets ferm´es sont ∅, o3 , o1 o2 , et o1 o2 o3 . Les ensembles d’attributs ferm´es sont a2 a3 , a2 a3 a4 , a1 a2 a3 et a1 a2 a3 a4 . Comme g(o1 o2 ) = a1 a2 a3 et f (a1 a2 a3 ) = o1 o2 , (a1 a2 a3 , o1 o2 ) est un concept. Les autres concepts sont (a2 a3 , o1 o2 o3 ), (a2 a3 a4 , o3 ), (a1 a2 a3 a4 , ∅). Propri´et´e 1 A et B sont des ensembles d’attributs, O et P des ensembles d’objets et E un ensemble d’attributs ou d’objets. • f sont g sont d´ecroissantes par rapport a` l’inclusion : si A ⊆ B alors g(B) ⊆ g(A) et si O ⊆ P , f (P ) ⊆ f (O) ; • f ◦g◦f =f ; • E est ferm´e si et seulement si cl(E) = E et sinon E ⊆ cl(E) ; • (A, O) est un concept si et seulement si O est ferm´e et A = f (O)
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2.2 Contraintes Afin de permettre au biologiste de focaliser son e´ tude sur les concepts qui l’int´eressent r´eellement, nous lui laissons la possibilit´e de d´efinir une contrainte qui devra eˆ tre satisfaite par tous les concepts extraits. Si on note B l’ensemble des bases de donn´ees bool´eennes (i.e., des matrices bool´eennes), on appelle contrainte sur les concepts une fonction bool´eenne C de 2A × 2O × B. Outre le fait qu’une contrainte permet de mieux cibler les ensembles extraits, leur utilisation, lorsqu’elles sont efficacement int´egr´ees a` l’algorithme d’extraction, permet e´ galement de r´eduire consid´erablement le temps de calcul. C’est ce qui explique l’int´erˆet croissant ces derni`eres ann´ees pour l’´etude des algorithmes d’extraction sous contraintes. Cependant, les contraintes utilis´ees dans ces algorithmes ne portent g´en´eralement que sur les itemsets (et pas simultan´ement sur les itemsets et les ensembles d’objets). Mais, dans la section suivante, nous verrons comment projeter une contrainte sur les concepts pour obtenir une contrainte ne portant plus que sur les objets, et ainsi pouvoir utiliser des techniques classiques d’extraction sous contraintes (sauf que nous les utiliserons dans les donn´ees transpos´ees). Parmi les contraintes portant sur les itemsets, la plus utilis´ee est sans doute la contrainte de fr´equence minimale Cγ-freq . Cette contrainte est satisfaite par les itemsets dont la fr´equence est sup´erieure a` un seuil gamma fix´e par l’utilisateur : Cγ-freq (X) = (Freq(X) > γ). On peut e´ galement eˆ tre int´eress´e par sa n´egation : c’est-`a-dire chercher des itemsets suffisamment rares et donc utiliser une contrainte de fr´equence maximale. Il existe e´ galement de nombreuses contraintes syntaxiques. Une contrainte est syntaxique lorsqu’elle ne d´epend pas de la matrice des donn´ees bd. Par exemple, la contrainte2 C(A) = a1 ∈ A est syntaxique, alors que la contrainte de fr´equence ne l’est pas (en effet, la fr´equence d’un itemset d´epend des donn´ees). Parmi les contraintes syntaxiques, les contraintes de “sur-ensemble” et de “sousensemble” permettent par combinaison (conjonction, disjonction, n´egation) de constru´ ire les autres contraintes syntaxiques (cf. table 3). Etant donn´e un ensemble constant E, la contrainte de sous-ensemble C⊆E est d´efinie par : C⊆E (X) = (X ⊆ E). La contrainte de sur-ensemble C⊇E est d´efinie par : C⊇E (X) = (X ⊇ E). Remarquons que comme nous allons ensuite utiliser des contraintes sur les itemsets et les ensembles d’objets, les ensembles X et E peuvent soit eˆ tre tous les deux des itemsets soit tous les deux des ensembles d’objets. Lorsqu’une valeur num´erique a.v est associ´ee a` chaque attribut a (par exemple un coˆut), on peut d´efinir d’autres contraintes syntaxiques du type (Ng et al., 1998) MAX(X) θ α (o`u θ ∈ {, ≤, ≥}) pour diff´erents op´erateurs d’agr´egation tels que MAX, MIN, SOM (la somme), MOY (la moyenne). Parmi ces contraintes, celles qui utilisent les op´erateurs MIN et MAX peuvent eˆ tre r´ecrites simplement en utilisant les contraintes C⊇E et C⊆E en utilisant l’ensemble supα = {a ∈ A | a.v > α} comme indiqu´e dans la table 3. Le fait de r´ecrire toutes ces contraintes syntaxiques en utilisant uniquement les contraintes C⊆E et C⊇E nous permettra de limiter le nombre de contraintes a` e´ tudier dans la section 3 sur la projection des contraintes. 2 On



notera C(A) au lieu de C(A, O, bd) lorsque l’expression de la contrainte C n’utilise pas O et bd.
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X 6⊆ E ≡ ¬C⊆E (X)



X ∩E =∅≡X ⊆E



X 6⊇ E ≡ ¬C⊇E (X)



X ∩ E 6= ∅ ≡ ¬(X ⊆ E)



MIN(X) > α ≡ X ⊆ supα



MAX(X) > α ≡ X ∩ supα 6= ∅



MIN(X) ≤ α ≡ X 6⊆ supα |X ∩ E| ≥ 2 ≡



MAX(X) ≤ α ≡ X ∩ supα = ∅ _



ei ej ⊆ X



1≤i 4 ∧ Freq(A) > 2) ∨ (A ∩ {a1 a4 } = 6 ∅) alors, d’apr`es cette proposition, la projection p(C) de C est e´ gale a` p(C) = (p(C1 ) ∧ p(C2 )) ∨ p(C3 ) avec C1 (A) = |A| > 4, C2 (A) = Freq(A) > 2 et C3 (A) = (A ∩ {a1 a4 } 6= ∅). Nous verrons dans la section suivante comment calculer les projections de C1 , C2 et C3 . Ces contraintes e´ l´ementaires peuvent porter sur l’intension du concept (ex : C(A, O) = (a1 ∈ A)) ou sur son extension (ex : C(A, O) = (|O ∩ o1 o3 o5 | ≥ 2). ou enfin sur les deux (Par exemple, la contrainte d’aire minimale sur les concepts : C(A, O) = (|A| . |O|) > α). Les contraintes e´ l´ementaires qui ne portent que sur l’extension des concepts ne sont pas modifi´ees par la projection, nous allons donc nous focaliser sur les contraintes portant sur les itemsets. Les contraintes les plus efficacement prises en compte par les algorithmes d’extraction sous contrainte sont les contraintes monotones et anti-monotones. Il est donc important d’´etudier comment se comporte la projection de contraintes par rapport a` ces propri´et´es : Proposition 3 Soit C une contrainte sur les itemsets : • si C est anti-monotone alors p(C) est monotone ; • si C est monotone alors p(C) est anti-monotone. Preuve : Si O est un ensemble d’objet, p(C)(O) = C(f (O)) par d´efinition de la projection. Or f est d´ecroissante par rapport a` l’inclusion (cf. prop. 1) d’o`u les propri´et´es. 
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Contrainte C(A) Freq(A) θ α |A| θ α A⊆E E⊆A A 6⊆ E E 6⊆ A A∩E =∅ A ∩ E 6= ∅
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SOM(A) θ α MOY(A) θ α MIN(A) > α MIN(A) ≤ α MAX(A) > α MAX(A) ≤ α



Contrainte projet´ee p(C)(O) |O| θ α Freq(O) θ α si E est ferm´e : g(E) ⊆ O sinon : O 6⊆ g(f1 ) ∧ ... ∧ O 6⊆ g(fm ) O ⊆ g(E) si E est ferm´e : g(E) 6⊆ O sinon : O ⊆ g(f1 ) ∨ ... ∨ O ⊆ g(fm ) O 6⊆ g(E) si E est ferm´e : g(E) ⊆ O sinon : O 6⊆ g(e1 ) ∧ ... ∧ O 6⊆ g(en ) si E est ferm´e : g(E) 6⊆ O sinon : O ⊆ g(e1 ) ∨ ... ∨ O ⊆ g(en ) Freqp (O) θ α Freqp (O)/Freq(O) θ α p(A ⊆ supα ) p(A 6⊆ supα ) p(A ∩ supα 6= ∅) p(A ∩ supα = ∅) θ ∈ {, ≤, ≥}



Table 4: Contraintes projet´ees. A est un ensemble variable d’attributs, E = {e1 , e2 , ..., en } un ensemble fix´e d’attributs, E = A \ E = {f1 , f2 , ..., fm } son compl´ementaire et O un ensemble d’objets ferm´e.



3.2 Projection de contraintes classiques Dans la section pr´ec´edente, nous avons donn´e la d´efinition de la projection de contrainte. Cette d´efinition fait intervenir f (O). Cela signifie que pour tester la contrainte projet´ee, il est n´ecessaire, pour chaque ensemble d’objets O, de calculer son intension f (O). Certains algorithmes, tels que CHARM (Zaki & Hsiao, 2002), utilisent une structure de donn´ees particuli`ere –la repr´esentation verticale des donn´ees– et par cons´equent calculent pour chaque ensemble O l’ensemble f (O). Cependant, beaucoup d’autres algorithmes n’utilisent pas cette structure et ne peuvent donc directement utiliser les contraintes projet´ees. C’est pour cette raison que dans cette section nous e´ tudions les contraintes projet´ees de contraintes classiques et nous calculons une expression de ces contraintes ne faisant plus intervenir f (O). Nous allons d’abord e´ tudier la contrainte de fr´equence minimale (qui est la contrainte la plus courante) : Cγ-freq (A) = (Freq(A) > γ). Par d´efinition, sa contrainte projet´ee est : p(Cγ-freq )(O) = (Freq(f (O)) > γ). Par d´efinition de la fr´equence, Freq(f (O)) = |g(f (O))| = |cl(O)| et si O est un ensemble ferm´e d’objets, cl(O) = O et par cons´equent p(Cγ-freq )(O) = (|O| > γ). Finalement, la projection de la contrainte de fr´equence minimale est une contrainte de taille minimale. Si on avait consid´er´e la contrainte de fr´equence maximale, on aurait e´ videment trouv´e comme projection une
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contrainte de taille maximale. De par la sym´etrie du probl`eme, il d´ecoule que la projection de la contrainte de taille maximale (resp. minimale) est la contrainte de fr´equence : si C(A) = (|A| θ α) alors p(C)(O) = (|f (O)| θ α). Or |f (O)| est exactement la fr´equence de O si on se place dans la matrice transpos´ee. Les deux propositions suivantes donnent l’expression de la projection des contraintes de sur-ensemble et de sous-ensemble : Proposition 4 Soit E un itemset, alors : p(C⊇E )(O) ≡ g(E) ⊇ cl(O). Preuve : p(C⊇E )(O) ⇔ (E ⊆ f (O)) ⇒ (g(E) ⊇ g ◦ f (O)) ⇔ (g(E) ⊇ cl(O)). R´eciproquement, (g ◦ f (O) ⊆ g(E)) ⇒ (f ◦ g ◦ f (O) ⊇ f ◦ g(E)) ⇒ (f (O) ⊇ cl(E)) ⇒ f (O) ⊇ E. 
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Proposition 5 Soit E un itemset, alors, si E est ferm´e : p(C⊆E )(O) ≡ g(E) ⊆ cl(O),



si E n’est pas ferm´e, on pose E = A \ E = {f1 , ..., fm } et : p(C⊆E )(O) ≡ (cl(O) 6⊆ g(f1 ) ∧ cl(O) 6⊆ g(f2 ) ∧ ... ∧ cl(O) 6⊆ g(fm ). Preuve : p(C⊆E )(O) ⇔ C⊆E (f (O)) ⇔ (f (O) ⊆ E) ⇒ (g ◦ f (O) ⊇ g(E)) ⇔ (cl(O) ⊇ g(E)). R´eciproquement, (si E est ferm´e): (g(E) ⊆ g ◦ f (O)) ⇒ (f ◦ g(E) ⊇ f ◦ g ◦ f (O)) ⇒ (cl(E) ⊇ f (O)) ⇒ (E ⊇ f (O)). Si E n’est pas ferm´e, on r´ecrit la contrainte : (A ⊆ E) = f1 6∈ A ∧ ... ∧ fm 6∈ A et on utilise les propositions 2 et 4. 



La table 4 r´ecapitule les contraintes projet´ees de contraintes classiques. Les contraintes de fr´equence et de taille ont e´ t´e trait´ees plus haut. Les deux propri´et´es pr´ec´edentes, avec l’aide de la table 3 et de la proposition 2 nous permettent de calculer la projection des contraintes syntaxiques, except´ees les contraintes utilisant les op´erateurs d’agr´egation MOY et SOM. Dans cette table, on suppose que l’ensemble d’objets O est ferm´e. Cela n’est pas une restriction importante dans la mesure o`u nous ne nous int´eressons qu’`a des algorithmes d’extraction de ferm´es (ces ferm´es serviront a` g´en´erer les concepts). Examinons maintenant les contraintes utilisant les op´erateurs d’agr´egation MOY et SOM. Par d´efinition, les contraintes projet´ees sont : MOY(f (O)) θ α et SOM(f (O)) θ α. Il faut donc trouver une expression de MOY(f (O)) et SOM(f (O)) ne faisant plus intervenir f . En fait, il suffit d’´etudier l’op´erateur SOM car MOY(f (O)) = SOM(f (O))/ |f (O)| = SOM(f (O))/Freq(O) donc si nous trouvons une expression de SOM(f (O)) dans la base projet´ee, nous obtiendrons aussi une expression pour MOY(f (O)). L’ensemble f (O) est un ensemble d’attribut, donc dans la matrice transpos´ee, c’est un ensemble de lignes. Les valeurs a.v sur lesquelles la somme est calcul´ee sont attach´ees aux attributs a et donc aux lignes de la matrice transpos´ee. La valeur SOM(f (O)) est
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donc la somme de ces valeurs v sur toutes les lignes de f (O), c’est-`a-dire les lignes contenant O. Autrement dit, SOM(f (O)) est une fr´equence pond´er´ee par les valeurs v (nous notons cette fr´equence pond´er´ee Freqp ). Celle-ci peut eˆ tre facilement calcul´ee par les algorithmes en plus de la fr´equence “classique” Freq. Il suffit pour cela, lors de la passe sur les donn´ees, d’incr´ementer cette fr´equence pond´er´ee de a.v pour chaque ligne a contenant O. Ces expressions de la contrainte projet´ee sont int´eressantes car elles n’impliquent plus le calcul de f (O) pour chaque ensemble devant eˆ tre test´e. Les ensembles g(E) or g(ei ) qui apparaissent dans ces contraintes peuvent quant a` eux eˆ tre calcul´es une fois pour toute lors de la premi`ere passe sur les donn´ees (en effet, l’ensemble E est constant).
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Exemple 4 Consid´erons la contrainte C3 (A) = (A ∩ {a1 a4 } = 6 ∅) de l’exemple pr´ec´edent. Dans la table 2, l’itemset a1 a4 = a2 a3 est ferm´e. Par cons´equent, la contrainte projet´ee est p(C3 )(O) = (g(a2 a3 ) 6⊆ O). Comme g(a2 a3 ) = o1 o2 o3 , p(C3 )(O) = (o1 o2 o3 6⊆ O). 6 ∅) La projection de la contrainte C(A) = (|A| > 4 ∧ Freq(A) > 2) ∨ (A ∩ {a1 a4 } = de l’exemple 3 est donc : p(C)(O) = (Freq(O) > 4 ∧ |O| > 2) ∨ (o1 o2 o3 6⊆ O).



4 Utilisation de la projection de contraintes Dans cette section, nous pr´esentons deux strat´egies pour extraire les concepts satisfaisant une contrainte C et ainsi r´esoudre le probl`eme pos´e dans la section 2.3. La premi`ere strat´egie utilise les algorithmes classiques d’extraction de ferm´es : 1. Calculer la contrainte projet´ee p(C) de C en utilisant la table 4 et la propri´et´e 2 ; 2. Utiliser un algorithme pour l’extraction de ferm´es sous contraintes dans la matrice transpos´ee (comme par exemple, ceux propos´es dans (Bonchi & Lucchese, 2004) ou (Boulicaut & Jeudy, 2001)) avec la contrainte p(C). Il est aussi possible d’utiliser des algorithmes d’extraction de ferm´es fr´equent tels que CHARM (Zaki & Hsiao, 2002), CARPENTER (Pan et al., 2003) ou CLOSET (Pei et al., 2000) en leur rajoutant une e´ tape d’´elagage suppl´ementaire pour traiter la contrainte (`a la mani`ere de ce qui est fait dans (Pei & Han, 2000)). 3. Ces algorithmes extraient des ensembles ferm´es. Cela signifie qu’ils vont retourner les ensembles d’objets ferm´es (car nous travaillons dans la matrice transpos´ee) qui satisfont la contrainte p(C). Il faut alors pour chacun de ces ferm´es calculer son intension f (O), d’apr`es la proposition 1, les paires (f (O), O) ainsi form´ees seront exactement les concepts qui satisfont la contrainte C. Le calcul de f (O) peut eˆ tre fait lors d’une derni`ere passe sur les donn´ees ou alors int´egr´e dans les algorithmes. En fait, ces algorithmes calculent les intensions lors du calcul de la fr´equence des ensembles (la fr´equence de O est |f (O)|). Il suffit donc de les modifier pour qu’ils stockent ces intensions. Exemple 5 Imaginons que nous voulions extraire les concepts satisfaisant la contrainte C(A) = (A ∩ {a1 a4 } = 6 ∅) avec cette strat´egie. La projection de C est (cf. exemple 4) :
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p(C)(O) = (o1 o2 o3 6⊆ O). Les ensembles ferm´es d’objets qui satisfont cette contrainte sont T = {∅, o1 o2 , o3 } (calcul´es dans la matrice transpos´ee avec un algorithme d’extraction de ferm´es sous contraintes). Nous pouvons ensuite calculer les concepts correspondants qui sont : (a1 a2 a3 a4 , ∅), (a1 a2 a3 , o1 o2 ) et (a2 a3 a4 , o3 ).
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La seconde strat´egie est bas´ee sur le nouvel algorithme D-Miner (Besson et al., 2004). Cet algorithme extrait des concepts sous une contrainte C qui est la conjonction d’une contrainte monotone sur les attributs et d’une contrainte monotone sur les objets. Il ne peut cependant pas traiter le cas o`u des contraintes anti-monotones sont utilis´ees. Notre strat´egie consiste alors a` projeter les contraintes anti-monotones d´efinies dans l’espace des attributs sur l’espace des objets et a` projeter les contraintes anti-monotones d´efinies dans l’espace des objets sur l’espace des attributs. En effet, d’apr`es la proposition 3, la projection transforme une contrainte anti-monotone en une contrainte monotone. Cela permet donc d’utiliser D-Miner avec des contraintes monotones et antimonotones. Nous n’avons pr´esent´e que la projection des contraintes de l’espace des attributs sur l’espace des objets. Cependant, la projection dans l’autre sens est similaire. En fait, il suffit de remplacer la fonction f par la fonction g.



5 Conclusion L’analyse des donn´ees d’expression de g`enes pose un probl`eme sp´ecifique pour l’extraction de motifs : les donn´ees contiennent beaucoup plus de colonnes que de lignes, ce qui rend les algorithmes d’extraction classiques inop´erants. Dans ce cas, extraire les motifs dans la matrice transpos´ee permet de s’affranchir de ce probl`eme. La transposition a d´ej`a e´ t´e e´ tudi´ee dans le cas de la contrainte de fr´equence, mais l’´etude g´en´erale de ce qui se passe dans le cas d’une contrainte complexe restait a` faire. Cette e´ tude nous a permis de proposer des strat´egies pour extraire des concepts sous contraintes. Ces strat´egies, plutˆot que de proposer un nouvel algorithme, se fondent sur l’utilisation d’algorithmes classiques et e´ prouv´es d’extraction de ferm´es ou de concepts. Afin de rendre leur utilisation possible, nous avons d´efini une op´eration de projection des contraintes et nous avons e´ tudi´e ses propri´et´es ainsi que les projections de contraintes classiques.
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