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Cours: Problèmes inverses



Professeur: A. MohammadDjafari



Exer i e numéro 6: Estimation au sens du MV et estimation bayésienne Considérons le système



g = Hf + ǫ



1. Dans une appro he d'estimation au sens du maximum de vraisemblan e (MV) supposons que le bruit ǫ soit supposé entré, blan , gaussien et de varian e σǫ 2 xée. Montrez que l'estimation au sens du MV de f , i.e.; b = arg max {p(g|f )} f MV f s'obtient en minimisant J1 (f ) = kg − Hf k2 . 2. Quelle est l'expression de et estimateur si ǫ est supposé suivre une loi gaussienne généralisée, i.e.; # " X α α ǫ ∼ p(ǫ) ∝ exp [−kǫk ] = exp − |ǫm | , 1 < α ≤ 2 m



3. Dans une appro he bayésienne pour résoudre e problème, supposons que l'on puisse attribuer des lois gaussiennes aux deux ve teurs ǫ et f : ǫ ∼ N (0, Rǫ ),



f ∼ N (0, Rf ),



σf2 (D ′ D)−1



où Rǫ = et Rf = = sont les matri es de ovarian e de ǫ et de f . É rivez l'expression des lois p(f ), p(ǫ), p(g, f ) et p(g|f ). σǫ2 I



4. Montrez que la loi



σf2 P 0



p(f |g) est une loi gaussienne de la forme  i 1h ′ −1 p(f |g) ∝ exp − [g − Hf ]′ R−1 [g − Hf ] + f R f ǫ f 2



a posteriori



b la solution qui maximise p(f |g) (l'estimation au sens du maximum a posteriori MAP), 5. Si on note f 3 montrez qu'elle s'obtient par n o b = arg min J3 (f ) = [g − Hf ]′ R−1 [g − Hf ] + f ′ R−1 f f 3 ǫ f f



6. Si Rǫ = σǫ2 I et Rf = σf2 P 0 , Montrez que fb 3 s'obtient par   b = H ′ H + λP −1 −1 H ′ g f 3 0



ave λ =



σǫ2 σf2



b et f b ? Que peuton on lure en omparant les solutions f 2 3



7. En développant le terme



h i ′ −1 [g − Hf ]′ R−1 ǫ [g − Hf ] + f Rf f



dans l'expression de p(f |g) montrez que l'on peut é rire   −1 1 b ]′ P b ] b p(f |g) ∝ exp − [f − f [f − f 3 3 2



b ? Quelle est alors l'expression de la matri e de ovarian e a posteriori P Que représentent les éléments diagonaux de ette matri e?



8. É rivez l'expression des lois p(fn |g), p(gm |g) et p(bm |g). A quoi peuvent-elle servir ? 9. Supposons maintenant la suite {f1 , · · · , fN } puissent être modélisée par une haîne de Markov d'ordre un, 'est à dire : p(fn |f1 , · · · , fN ) = p(fn |fn−1 ) Peut-on al uler p(f ) ? Et si on onnaît de plus p(f1 ) ? Que devient alors la solution au sens du MAP ? Étudiez ette solution dans les deux as suivants: p(fn |f1 , · · · , fn−1 , fn+1 , · · · , fN ) = p(fn |fn−1 ) = N (fn−1 , σf2 ),



et p(f1 ) = N (0, σf2 )



et p(fn |f1 , · · · , fn−1 , fn+1 , · · · , fN ) = p(fn |fn−1 ) ∝ exp [−αφ(fn − fn−1 )] ,



et p(f1 ) ∝ exp [−αφ(f1 )]



Suite



1. Supposons maintenant la suite f = {f1 , · · · , fN } soit asso iée à une suite de variables binaires q = {q1 , · · · , qN } ave des relations suivantes : p(fn |f1 , · · · , fn−1 , fn+1 , · · · , fN , qn ) = p(fn |qn , fn−1 )



Supposons d'abord q onnu. Peut-on al uler p(f |q) ? Et si on onnaît de plus p(f1 |q1 ) ? Que devient alors la solution au sens du MAP pour f ? Étudiez ette solution dans le as suivant : p(fn |fn−1 , qn ) = N ((1 − qn )fn−1 , σf2 ),



et p(f1 |q1 = 0) = p(f1 |q1 = 1) = N (0, σf2 )



2. Supposons maintenant que l'on souhaite estimer q et f . Supposons d'abord que les Qn sont iid ave P (Qn = 1) = α et don P (Qn = 0) = 1 − α. 3. É rivez l'expression de p(q) = P (Q = q). É rivez aussi l'expression de p(f , q|g). Peut-on envisager l'estimation jointe de f et de q par un algorithme itératif du genre  b = arg max {p(f , q  b|g)}  f f n o  b , q|g) b = arg max p(f  q q



4. Dans le as gaussien, montrez que       X   f b = arg max {p(f , q b|g)} = arg min J(f ) = kg − Hf k2 + λ (1 − qbj )(fj − fj−1 )2  f f  j    qbj = 1 si |fbj − fbj−1 )| > T



5. Montrez que la solution obtenue par es deux équations est équivalent à la solution qu'on peut obtenir en optimisant le ritère non onvexe suivant     X b = arg min J(f ) = kg − Hf k2 + λ f φ(fj − fj−1 )  f  j



ave φ(t) = max(T, t2 ) qui est une quadratique tronquée.



6. 7. É rivez l'expression de p(g|q) et p(q|g). Peut-on envisager l'estimation jointe de f et de q par un algorithme itératif du genre  q , g)}  fb = arg max {p(f |b f  q b = arg max {p(q|g)} q 8. Supposons qu'on onnaît q sauf qn . Notons par q −n = {q1 , · · · , qn−1 , qn+1 , · · · , qn }.



P (qn =1|f ,q −n )



É rivez les expressions de P (qn = 0|f , q −n ), P (qn = 1|f , q −n ) et ln (qn |f , q −n ) = ln P (q



f ,q −n ) P (qn =1|g ,q ) É rivez les expressions de P (qn = 0|g, q −n ), P (qn = 1|g, q −n ) et ln (qn |g, q −n ) = ln P (qn =0|g ,q −n ) . −n n =0|



9. Étudiez les performan es des déte teurs : qn = 1 si P (qn = 1|f, q −n ) > P (qn = 0|f , q−n ) et qn = 1 si P (qn = 1|g, q −n ) > P (qn = 0|g, q −n ).
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