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Resume. Cet article est le deuxieme valet d’une etude concernant I’extension de la theorie des varittts de Eilenberg aux mots infinis. A chaque variete de semigroupes V on associe trois classes de parties reconnaissables de mots infinis V”, v et V’. Les deux premieres, lites h la nature des automates, ont fait I’objet d’une etude anttrieure. Le present article est consacri a la classe V‘. Nous montrons qu’elle est lite a la syntaxe des parties, est decidable avec V, et peut se prtter a d’agreables descriptions, comme dans le cas des parties localement testables ou testables par morceaux. Abstract. This paper is a continuation of a study concerning the extension of Eiienberg’s theory of varieties to infinite words. With every variety V of semigroups we associate three classes V”, 3 and V‘, of rational w-languages. The two first ones, related with the type of automata, have been studied in a previous paper. The present paper is devoted to the class V‘. We show that it is related with the syntax of w-languages, is decidable with V, and can be easily described as in the case of locally and piecewise testable languages.



Introduction Les ensembles Stre d’excellents (1962),



de mots infinis reconnus outils dans des domaines



les circuits



Clectriques



par des automates finis se sont averes aussi varies que la logique avec Bikhi



avec Miiller



(1963)



et les processus



informatiques



avec Arnold et Nivat (1982). L’Ctude systematique de ces ensembles a et6 inaugurte par McNaughton (1966) qui montra qu’ils coi’ncident avec les combinaisons booltennes de parties reconnues par les automates finis deterministes, puis poursuivie par Landweber (1969) et Wagner (1979) qui procederent a une classification topologique. Des travaux plus recents de Thomas (1981) decrivant la classe des ensembles aperiodiques, de Perrin (1982) tendant a affiner le theoreme de McNaughton et de Arnold (1985) fournissant un invariant algebrique, suggerent une etude systematique des liens entre parties reconnaissables de mots infinis et semigroupes finis. C’est cette approche que nous avons deja amorcee dans [ 1 l] et que nous poursuivons ici. Dans le cas des mots finis, cette demarche a donne naissance 1 la ctlebre theorie des varietes de Eilenberg (1976). Elle associe de facon biunivoque, a chaque variete de semigroupes finis V, la classe V+ constituee indifferemment des langages reconnus par les elements de V, ou reconnus par les V-automates deterministes, ou dont le semigroupe syntaxique est dans V. Dans le cas des mots infinis, ces trois notions 0304-3975/88/$3.50



0



1988, Elsevier



Science



Publishers



B.V. (North-Holland)



J.-P. P&whet



232



ne se recouvrent ment



plus et donnent



naissance



V”, f et Vs. Un autre phenomene



a trois classes distinctes nouveau



notees respective-



est que la relation



V+ (V”, c V”)



n’est plus biunivoque. L’Ctude de ces trois classes premier



s’avere cependant



interct est que l’etude des relations



ment du theoreme



de McNaughton.



interessante



a plus d’un titre. Le



entre c et V”’ constitue



C’est ce qui a etC developpe



un approfondissedans [ 111. Ensuite



il s’avere que la plupart des classes obtenues sent, comme dans le cas des mots finis, susceptibles d’Etre d&rites de facon naturelle en terme d’expressions rationnelles. Nous dkrirons en particulier les classes correspondant dans le cas fini aux langages localement testables [3,9, 191 et aux langages testables par morceaux [16]. Enfin nous verrons qu’un interct particulier de la classe V” est qu’elle est decidable lorsque V l’est. L’article est divise en quatre parties. La premiere est consacree a des definitions et au rappel de quelques resultats, en particulier de l’equivalence entre parties reconnues par des automates finis, parties reconnues par des semigroupes finis et parties rationnelles. Dans la deuxieme partie, nous Ctendons cette equivalence aux parties saturees par un semigroupe fini, puis nous nous concentrons sur les rapports entre les classes V” et V”. Seule l’inclusion V” C V” est vtrifiee en general, mais l’egalite a lieu d&s que V est fermee par produit de Schiitzenberger [13] ou est J-triviale. Dans la troisieme partie, nous nous appuyons sur les travaux de [l] pour definir un semigroupe syntaxique qui fait de V” une classe decidable avec V. Enfin dans la quatrieme partie, nous decrivons les classes v”, V” et 3 pour la plupart des varietes usuelles, en particulier pour celle des semigroupes J-triviaux correspondant aux parties testables par morceaux, et celle des semigroupes localement idempotents commutatifs correspondant aux parties localement testables. Nous nous sommes efforce de rendre l’expose aussi independant que possible. Seuls quelques resultats Clementaires de thtorie des semigroupes seront supposes connus. Nous renvoyons pour cela a [6]. Le lecteur interesse par la thtorie des varittes pourra egalement consulter [S] ou [14].



1. Les parties reconnaissables Cette section est consacree au rappel de quelques notions et resultats concernant les parties reconnaissables de mots infinis. Nous y introduisons les classes V” et q, Ctudites dans [ 1 l] et caracterisees par la nature des automates utilises. Puis nous introduisons la classe V” dont nous verrons plus loin qu’elle ne depend que de la syntaxe des parties. Dans ce qui suit, on designe respectivement par A*, A+, A”, A” l’ensemble des mots respectivement finis, finis non vides, infinis, finis ou infinis, Ccrits sur l’alphabet A. Pour L G At on note L” l’ensemble des mots infinis de la forme u = u, u2 . . avec ui E L, et L’ l’ensemble des mots infinis ayant une infinite de facteurs gauches dans L.



Parties reconnaissable de mats ir$nis



?I= (0, Z, T, F) designe



un automatej%ri



fini des etats, I celui des Ctats initiaux,



sur l’alphabet
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A, dont



T celui des &tats terminaux



Q est l’ensemble et F c Q x A



x Q



celui des fleches. On note 3’



son comportementjini



(constitut



pouvant



d’un des etats initiaux



dans un des ttats terminaux),



emmener



l’automate



?I” son comportement initiaux,



peuvent



injini (constitue



faire



passer



des mots infinis



l’automate



infiniment



des mots non vides



qui, partant souvent



d’un des etats



dans



un des etats



terminaux), et S(91) son semigroupe de transition (semigroupe de relations dans image du morphisme 6 : A++ S(‘3) defini par 8(a) = {(p, q) E Q’I( p, a, q) E F}). Exemple



sur b*u(b



%=({1,2}, {l}, {2}, ((1, b, l), (1, a,2), (2, b,2), (2, a, 1))) A = {a, b} est represent6 par la Fig. 1. On verifie que 91+ = est constitue des mots ayant un nombre impair de a, que 91” =



1.1. L’automate



l’alphabet



b*u(b+



Q



ub*u)* + ub*u)”



est constitue des mots infinis ayant un nombre impair ou infini de a et que S(%) = Z2, le groupe cyclique d’ordre 2, avec G(u) = 1 et 6(b) = 0.



Fig. 1.



Etant don& un semigroupe (ou plus simplement purtie



S et un morphismef: A++ S, on appelle purtief-simple simple) toute partie non vide de A”’ de la forme



f-‘( m)fP’(e)u pour un idempotent eES L de A” est dite reconnue par f (ou plus parties f-simples. Les parties reconnuissubles de A” sont finis. On note Rec(A”) leur ensemble, qui par les semigroupes finis et avec celui des de parties



de la forme XY”



et un m E S vtrifiant me = m. Une partie simplement par S) si elle est reunion de les comportements infinis des automates coincide avec celui des parties reconnues parties rutionnelles, i.e., des unions finies



avec X et Y dans Rec(A+).



En fait, si V designe



une



varittt de semigroupes (i.e., une classe de semigroupes finis stable par passage au sous-semigroupe, passage au quotient, et produit direct fini) on a plus prtcistment le resultat suivant. ThCoriime



1.2 (Pecuchet



[ 111). Soit L une purtie de A”. II y a kquivulence



(1) L est le comportement



injini d’un uutomute$ni



dont le semigroupe



entre:



de transition



est duns V; (2)



L est reconnu par un semigroupe



duns V;



(3)



L est une union jinie



de la forme



+ -vurie’te’ de lunguges



On note V-automates



de parties



XY”



uvec XY*



et Y+ duns la



V+.



V” ={%“‘lS(‘?I)



et caracterisee



E V}



la classe des parties de A”’ reconnues par les par le precedent resultat, et V = {‘?lw1‘3 dtterministe, et
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S(%) E V}” la classe des combinaisons booleennes de parties reconnues par des V-automates deterministes, encore caracterisee par V= {XIX E VW)* (oti ( .)” designe l’operation de cloture constituent l’objet du theoreme On dit qu’une simplement



partie



par S) si



booleenne). Les rapports entre les deux classes de McNaughton et ont Cte Ctudies dans [ll].



L de A”’ est satuk



u,uZ



.



. . E L implique



par le morphisme



f -‘f (u,)f -‘f ( u2) . . . G L. On note



{ LI L sature par un S E V} la classe des parties variett V. C’est a l’etude de cette classe consacre le reste de cet article.



f: A++ S (ou plus



saturtes



v” et a ses rapports



V” =



par un semigroupe



dans la



avec les deux autres



que sera



2. Les parties saturkes Cette section avec la classe



est consacree



a l’ttude



V”. Nous y montrons



des proprietts qu’une



de la classe V” et a ses rapports



pat-tie est reconnaissable



ssi elle est



saturte par un semigroupe fini, et que V” est une algebre booleenne, toujours contenue dans V”. Bien que fausse en general, l’egalite entre ces deux classes est assurte dans au-moins deux cas. Le premier, introduit dans [13], est celui des varietes fermees par produit de Schiitzenberger. Le second, introduit ici, est celui des varietes J-triviales. D’autres cas peuvent encore se presenter comme nous le verrons plus loin avec les parties localement testables (Theoreme 4.8). Dans ce qui suit, V designe une variete de semigroupes, f: A++ S un morphisme nous poserons de semigroupes et L une partie de A”. Afin d’alleger les notations, X, = f -I(s) (s E S) et PL={(m,e)ES2je2=e,me=e,0#XmX~CL}. Ainsi



L est reconnu L=



I1 est sature ssi



(1)



par S ssi



u x,x:. (m,elEPL



(2)



par S ssi tout produit



vx=x,,x,~,...(S,ES)



XYIX,, . . . a une intersection



XnLZ0



*XL



triviale



avec L, soit



L.



(3)



Nous utiliserons constemment le lemme suivant dont on trouvera une preuve directe dans [15] et que l’on peut aussi deduire du Theoreme de Ramsey. Lemme



2.1. Soit A un alphabet



f: A++ S un morphisme. Venons suivante.



en maintenant



quelconque (mini ou injini), S un semigroupejni, Alors tout CYE A” est contenu duns une partie f-simple. a la classe



Vs. Une premiere



chose



a remarquer



et



est la
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V’ est une algtbre



ThCor&me 2.2. Preuve.



Si S sature L’, on verifie



sature



La deuxieme



L, il sature



boole’enne.



aussi son complementaire L u L’.



que S X S’ sature



L= A”/ L. Si de plus S’



0



chose a voir est que la saturation



est une notion



plus forte que la



reconnaissance. 2.3. Si S est un semigroupejini,



Proposition est reconnue Preuve.



(2). L’inclusion



I1 suffit de verifier



et l’inclusion



directe



On en dtduit



du Lemme



immediatement



Exemple



suivant



montre



2.5. Reprenons



reciproque



A+ + S



le theoreme



decoule



de la definition



(1)



q



2.1 et de (3).



ThCorGme 2.4. On a toujours l’inclusion



L’exemple



toute partie L de A” saturkeparf:



par f:



suivant.



V” c V”.



que la reciproque



le morphisme



de la Proposition



2.3 est fausse.



f: {a, b}+ -+ (Z,, +) dtfini



par f(a)



= 1 et



dans 1’Exemple 1.2. Les deux seules parties simples sont L = X,X,” = {a / a contient un nombre impair ou infini de a} et L’ = X,W = {a 1a contient un nombre pair ou infini de a}. Ces deux parties sont reconnues par f; mais pas saturees puisque leur intersection est non triviale.



f(b)



= 0 introduit



Cet exemple montre tgalement que le semigroupe de transition S(‘%) d’un automate 81 ne sature pas necessairement 91”. On peut cependant associer a %?lun autre semigroupe plus gros et qui, lui, sature 91”. C’est le semigroupe de matrices a entrees dans le semianneau dtfini par



6%‘(Q) obtenu



comme



l’image



du morphisme



f:A++



93(Q)2”2



P(U) T(U)



f(a)=[ 0



p(y)l



o;~(a)={(p,9)I(~,a,q)EF}



semigroupe



et



note SS(%) =f(A+)



Proposition



2.6. Le comportement



semigroupe



de transition



Preuve.



terminal



7(a)={(p,q)l(p,a,q)EF,pETouqET}. de transition terminal



est appelC semigroupe



injini 91w d’un automateJini



SS(\rx).



On verifie que pour tout w E A+ on a



$21est saturkpar



Ce



de 8. son
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oti p(w)



est constitue



des couples



(p, q) E Q’ pour lesquels



il existe un chemin



de



p a q d’ttiquette w, et T(W) des couples (p. q) E Q’ pour lesquels il existe un chemin de p a q d’etiquette w passant par un terminal. Le reste s’en deduit facilement. q Le Theo&me theoreme



1.1 et les Propositions



2.3 et 2.6 fournissent



immediatement



le



suivant.



ThCorkme



2.7.



Une partie



L de A” est reconnaissable



ssi elle est saturee



par un



semigroupe fini. Notons



que la construction



de SS(91) n’est qu’un cas particulier



d’une construction



plus g&r&ale due a Perrin qui associe a tout semigroupe S reconnaissant semigroupe plus gros (fini si S Pest) qui sature L, de la facon suivante.



L, un



Proposition 2.8 (Perrin [ 131). Si L E A” est reconnu par f: A+-+ S, il est sature par f 0 f : A+ + S 0 S oti S 0 S designe le car& de Schiitzenberger de S et oti f 0 f est dejni



parfOf(w)



= (f(w),



Ce resultat,



joint



{(f(u),f(v)))luv au Theoreme



= w),f(w)). 2.4, fournit



le cas d’egalite



suivant.



ThCorkme 2.9 (Perrin



[ 131). Si Vest une varie’te’ de semigroupes ferme’e par produit de on a l’egalite’ V” = V”.



Schiitzenberger, Notons suivant,



cependant a la preuve



ThCorkme 2.10.



La preuve



que la reciproque duquel



est fausse,



nous consacrerons



Si Vest une variete de semigroupes



repose



sur un critere



algebrique



comme le montre



le cas d’egalite



le reste de cette section. J-triviale, on a l’egalite’ V” = V”.



permettant



de distinguer



les parties



saturees des parties reconnues. La premiere chose a faire est de se ramener, dans les definitions de saturation et de reconnaissance, aux mimes ingredients, a savoir les parties



simples.



Proposition



2.11. Soit S un semigroupefini. Alors L G A” est sature par f: At + S ssi toute partie simple a une intersection non triviale avec L.



Preuve.



La condition est necessaire d’apres (3). Reciproquement, supposons-la verifiee et soit X = X,,X,z . . . avec (YE X n L # 0. Soit ff = u,u2. . . une factorisation de LYverifiant f(u,) = s,. Le Lemme 2.1 applique X,7,, now fournit un idempotent e E S, un a un alphabet en bijection avec u,,, m = me E S et une factorisation de LY en a = (ur . . . u~,)(u~,+~. . . ui,) . . . verifiant ui,) = m etf(u,,,+, . . . ui,,+, ) = e pour tout n. On obtient ainsi (YE X,X: n L # 0 f(u,*.. d’oti XC X,X: E L. Ce qui montre que L verifie (3) et est sature par f: 0
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L’Exemple



2.5 montre



a celle de parties lemme



simples



de parties



d’intersection



reconnues



non vide. Celles-ci



non saturees



est like



sont caracterisees



par le



suivant.



Lemme parties



que l’existence



Soit f: A++



2.12.



simples.



Alors



S un morphisme



Ln



surjectif



L’ # P, ssi il existe



et L = X,X:,



(u, v) E S’



x S’



L’= X,X:



deux



tel que e = uv, h = vu,



s=mu. Preuve.



Si la condition



est vtrifiee,



G Ln L’f0.



0#X,(X,X,)”



soit (YE Ln L’ et (Y= m,,e,ez . . . = s,h, h2.



Reciproquement, de (Yavecf(m,)



on a



= m,f(e,)



= e (n 3 l),f(s”)



. deux factorisations



= h(n 2 1). Deuxcaspeuvent



= s etf(h,)



se presenter. Ou bien les deux factorisations se rejoignent une infinite de fois, i.e., moe, . . . e, = sob, . . . h, pour une infinite de (m, n). Alors si mOe, . . . e, = sob, . . . h, et mOe, . . . e, . . . e,, = s,,h, . . . h, . . . h,,,. on a e =f(e,+,



. . _ e,,) =f(hm+,



d’oh le resultat



. . . h,.) = h



m =f(m,,e,



et



avec (u, U) = (1, e) montre



Soit alors l 
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