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Exer i e 1 (12 points) Étant donné un nombre réel k , on onsidère la fon tion fk dénie sur R par fk (x) = → − → −



1 . 1 + e−kx



Le plan est muni d'un repère orthonormé (O; i ; j ). Partie A



1 . 1 + e−x → − − → La représentation graphique C1 de la fon tion f1 dans le repère (O; i ; j ) est donnée en ANNEXE, à



Dans ette partie on hoisit k = 1. On a don , pour tout réel x, f1 (x) =



rendre ave la opie.



1. Déterminer les limites de f1 (x) en +∞ et en −∞ et interpréter graphiquement les résultats obtenus.



ex . 1 + ex 3. On appelle f1′ la fon tion dérivée de f1 sur R. Cal uler, pour tout réel x, f1′ (x). En déduire les variations de la fon tion f1 sur R. Z 1 4. On dénit le nombre I = f1 (x) dx. 0   1+e Montrer que I = ln . Donner une interprétation graphique de I . 2



2. Démontrer que, pour tout réel x, f1 (x) =



Partie B



Dans ette partie, on hoisit k = −1 et on souhaite tra er la ourbe C−1 représentant la fon tion f−1 . Pour tout réel x, on appelle P le point de C1 d'abs isse x et M le point de C−1 d'abs isse x. On note K le milieu du segment [MP ]. 1. Montrer que, pour tout réel x, f1 (x) + f−1 (x) = 1.



1



2. En déduire que le point K appartient à la droite d'équation y = . 2 3. Tra er la ourbe C−1 sur l'ANNEXE, à rendre ave la opie. 4. En déduire l'aire, en unités d'aire, du domaine délimité par les ourbes C1 , C−1 l'axe des ordonnées et la droite d'équation x = 1. Partie C



Dans ette partie, on ne privilégie pas de valeur parti ulière du paramètre k . Pour ha une des armations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse et justier la réponse. 1. Quelle que soit la valeur du nombre réel k , la représentation graphique de la fon tion fk est stri tement omprise entre les droites d'équations y = 0 et y = 1. 2. Quelle que soit la valeur du  réel  k , la fon tion fk est stri tement roissante.



3. Pour tout réel k > 10, fk



1 2



> 0,99.



ANNEXE de l'EXERCICE 1, à rendre ave la opie



Représentation graphique C1 de la fon tion f1



1 − →



C1 −3



−2



−1



O



−ı →



1



−1



−2



Tournez la page !



2



3



Exer i e 2 (10 points) Soit f la fon tion dénie sur l'intervalle ]0 ; + ∞[ par f (x) =



1 + ln(x) x2



et soit C la ourbe représentative de la fon tion f dans un repère du plan. La ourbe C est donnée



i-dessous : 1



O



C



1



2



3



−1



1. (a) Étudier la limite de f en 0. ln(x) ? En déduire la limite de la fon tion f en +∞. x→+∞ x ( ) En déduire les asymptotes éventuelles à la ourbe C . 2. (a) On note f ′ la fon tion dérivée de la fon tion f sur l'intervalle ]0 ; + ∞[. Démontrer que, pour tout réel x appartenant à l'intervalle ]0 ; + ∞[,



(b) Que vaut lim



−1 − 2 ln(x) . x3 (b) Résoudre sur l'intervalle ]0 ; + ∞[ l'inéquation −1 − 2 ln(x) > 0. En déduire le signe de f ′ (x) sur l'intervalle ]0 ; + ∞[. ( ) Dresser le tableau des variations de la fon tion f . 3. (a) Démontrer que la ourbe C a un unique point d'interse tion ave l'axe des abs isses, dont on f ′ (x) =



pré isera les oordonnées. (b) En déduire le signe de f (x) sur l'intervalle ]0 ; + ∞[. 4. Pour tout entier n > 1, on note In l'aire, exprimée en unités d'aires, du domaine délimité par l'axe 1 des abs isses, la ourbe C et les droites d'équations respe tives x = et x = n. e



1 (a) Démontrer que 0 6 I2 6 e − . 2



−2 − ln(x)



On admet que la fon tion F , dénie sur l'intervalle ]0 ; + ∞[ par F (x) = x primitive de la fon tion f sur l'intervalle ]0 ; + ∞[. (b) Cal uler In en fon tion de n. ( ) Étudier la limite de In en +∞. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.



,est une



Corre tion du DS du 27/04 Exer i e 1 (12 points) Partie A



1. lim e−x = lim eX = 0 don par somme : lim e−x + 1 = 1 et par quotient, il vient, x→+∞



x→+∞



X→−∞



1 =1 lim x→+∞ 1 + e−x lim e−x = lim eX = +∞ don par somme : lim e−x + 1 = +∞ et par quotient, il vient, x→−∞



x→−∞



X→+∞



1 =0 lim x→−∞ 1 + e−x Puisque lim f1 (x) = 0, la droite ayant pour équation y = 0 est une asymptote horizontale à C1 en x→−∞



−∞ et lim f1 (x) = 1, la droite ayant pour équation y = 1 est une asymptote horizontale à C1 en x→+∞ +∞. ex ex ex × 1 = = 2. f1 (x) = x e (1 + e−x ) ex + 1 1 + ex 1 1 3. f1 (x) = ave u(x) = 1 + e−x = 1 + ev(x) où v(x) = −x don v ′ (x) = −1 et = −x 1+e u(x) u′ (x) −e−x e−x u′ (x) = v ′ (x)ev(x) = −e−x ainsi, f1′ (x) = − 2 . =− = u (x) (1 + e−x )2 (1 + e−x )2 e−x Pour tout x ∈ R, e−x > 0 ar 'est une exponentielle, don f1′ (x) = > 0 omme quotient (1 + e−x )2 de réels stri tement positifs. Il en résulte que la fon tion f1 est stri tement roissante sur R. 4. Cal ul Zde I Z 1 1 ex dx I = f1 (x) dx = x 1 + e 0 0 Z 1 ′ u (x) = dx où u(x) = 1 + ex don u′(x) = ex 0 u(x) = [ln(|u(x)|)]10 = [ln(|1 + ex |)]10 x > 0 ⇒ ex + 1 > 1 > 0 = [ln(1 + ex )]10 ar ∀x ∈  R, e  1+e = ln(1 + e) − ln 2 = ln 2 1 1 = > 0 don f1 est Comme f1 est roissante sur R, sur [0; 1] le minimum de f1 est f1 (0) = −0 1+e 2 positive sur [0; 1], de plus f1 est dérivable don ontinue sur R et 0 < 1. I s'interprète alors graphiquement omme la mesure en unité d'aires du domaine limité par C1 , l'axe des abs isses et les droites d'équations x = 0 et x = 1. Partie B



P (x ; f1 (x)) et M (x ; f−1 (x)). K est le milieu de [MP ]. 1 ex + 1 ex + = =1 ex + 1 ex + 1 ex + 1 f1 (x) + f−1 (x) 1 y + yP = = 2. K est le milieu de [MP ] don yK = M 2 2 2 1 Le point K est don un point de la droite d'équation y = . 2



1. f1 (x) + f−1 (x) =



3. Il résulte de la question pré édente que les deux ourbes sont symétriques par rapport à la droite 1 d'équation y = . 2



4. Soit A l'aire du domaine onsidéré. D'après B. 1., f1 (x) + f−1 (x) = 1 ⇐⇒ f−1 (x) = 1 − f1 (x). Graphiquement, sur [0; 1], C1 est au-dessus de C−1 , f1 et f−1 sont ontinues sur [0; 1] et 0 < 1 don A est l'aire est donnée en u. a. par : A =



Z



0



1



f1 (x)−f−1 (x) dx =



Z



1



f1 (x)−1+f1 (x) dx = 2 0



Z



0



1



Z f1 (x) dx−



1



1 dx = 2 ln 0







 1+e −1 u. a. 2



Partie C



1.



Vrai



2.



Faux



3.



Vrai



1 < 1. 1 + e−kx est stri tement dé roissante sur R.



: Quel que soit k ∈ R, e−kx > 0 ⇒ 1 + e−kx > 1 ⇒ 0 < : On a vu que la fon tion f−1 1 2



: Car si k > 10 alors − k 6 −5 puis e− 2 k 6 e−5 par roissan e de la fon tion exponentielle et



enn 1 + e− 2 k 6 1 + e−5 . Finalement : 1



1



1 1 = fk 0,99 < 0,9933 6 6 1 −5 1+e 1 + e− 2 k



  1 2



Représentations graphiques C1 et C−1 des fon tions f1 et f−1



1



C−1



− → C1 −3



−2



−1



O



−1



−2



−ı →



1



2



3



Exer i e 2 (10 points) Soit f la fon tion dénie sur l'intervalle ]0 ; + ∞[ par f (x) =



1 + ln(x) x2



et soit C la ourbe représentative de la fon tion f dans un repère du plan. La ourbe C est donnée



i-dessous : C



1



O



1



2



3



−1



1. (a) Étudions la limite de f en 0. On sait que lim ln(x) = −∞ don lim 1 + ln(x) = −∞ . x→0 x>0



D'autre part lim



x→0 x>0



x→0 x>0



1 = +∞, alors par produit des limites, lim f (x) = −∞ x→0 x2 x>0



ln x = 0. x→+∞ x 1 ln x = 0, alors par produit des limites lim = 0. D'autre part lim x→+∞ x x→+∞ x2 1 On a aussi lim 2 = 0, et en ajoutant es deux dernières limites, on obtient : x→+∞ x lim f (x) = 0



(b) On sait que lim



x→+∞



( ) lim f (x) = −∞ prouve que l'axe des ordonnées est une asymptote verti ale et lim f (x) = 0 x→0 x>0



x→+∞



que l'axe des abs isses est une asymptote horizontale à C en +∞. 2. (a) La fon tion ln est dérivable sur R∗+ don la fon tion x 7→ 1 + ln(x) est dérivable sur R∗+ , de plus, x 7→ x2 est un polynme don est dérivable sur R∗+ et x2 > 0 sur R∗+ don f est dérivable sur R∗+ omme quotient de fon tions dérivables sur R∗+ (le dénominateur ne s'annulant pas sur R∗+ ). On note f ′ la fon tion dérivée de la fon tion f sur l'intervalle ]0 ; + ∞[. u(x) 1 ave u(x) = 1 + ln(x) et v(x) = x2 don u′ (x) = et v ′ (x) = 2x. Ainsi : v(x) x 1 × x2 − (1 + ln x) ′ ′ u (x)v(x) − v (x)u(x) −x − 2x ln x −1 − 2 ln(x) ′ f (x) = = x = = . 2 4 4 v (x) x x x3



f (x) =



1 1 1 ⇐⇒ 0 < x < e− 2 don S =]0; e− 2 [. 2 Pour tout x ∈]0 ; + ∞[, x3 > 0 et f ′ (x) est du signe de −1 − 2 ln(x) d'où le tableau de signe



(b) −1 − 2 ln x > 0 ⇐⇒ ln x < − suivant :



x



Signe de f ′ (x)



√1 e



0 +



0



+∞ −



( ) On peut en déduire le tableau des variations de la fon tion f . 



On a f e



− 12







1



1 1 − 12 1 + ln(e− 2 ) e 2 =  = =   = −1 1 2 1 2 e 2 e− 2 e− 2



x



√1 e



0



Signe de f ′ (x)



+



+∞ −



0 e 2



Variations de f



−∞



0



3. (a) On a :



f (x) = 0 ⇐⇒ 1 + ln x = 0 et x2 6= 0 ⇐⇒ ln x = −1 et x 6= 0 ⇐⇒ x = e−1 Ce qui prouve que la ourbe C oupe l'axe des abs isses en un unique point, le point de



oordonnées (e−1 ; 0) (b) Le signe de f (x) est donné par 1 + ln(x) ar x2 > 0 sur R∗+ . Ainsi, f (x) > 0 ⇐⇒ 1 + ln(x) > 0 ⇐⇒ ln(x) > −1 = ln(e−1 ) ⇐⇒ x > e−1



D'où le tableau de signe suivant : x



0



+∞



e−1



Signe de f (x)



−



0



+



4. Pour tout entier n > 1, on note In l'aire, exprimée en unités d'aires, du domaine délimité par l'axe 1 des abs isses, la ourbe C et les droites d'équations respe tives x = et x = n. e



(a) On sait que f (x) > 0 sur ]e−1 ; + ∞[, fZest dérivable don ontinue sur [e1 ; +∞[ et n



e−1 < 1 6 n pour tout n > 1 don In = f (x) dx −1 e   1 e Sur ; 2 on a au vu des variations de f : 0 < f (x) 6 . Comme l'intégration onserve e 2



l'ordre et Zle signe, on endéduit: 2



e 1 e 2− dx = 2 e e−1 2 1 0 6 I2 6 e − . 2 0 6 I2 6



=e−



1 et nalement: 2



On admet que la fon tion F , dénie sur l'intervalle ]0 ; + ∞[ par F (x) = primitive de la fon tion f sur l'intervalle ]0 ; + ∞[. In en fon tion de n. On a  : (b) Cal ulons   −2 − ln x In = x



Et nalement:



n



=



e−1



−2 − ln n − n



−2 − ln(e−1 ) e−1



=



−2 − ln(x) , est une x



−2 − ln n − (−2 + 1)e n



ln n 2 −2 − ln n +e=e− − n n n ( ) Étudions la limite de In en +∞. ln n 1 2 On a lim = 0, lim = 0 et lim = 0 alors lim In = e. n→+∞ n n→+∞ n n→+∞ n n→+∞ In =



Graphiquement ela signie que l'aire du domaine délimité par l'axe des abs isses, la ourbe C 1 et les droites d'équations respe tives x = et x = n tend vers e quand n tend vers +∞. e
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