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DETERMINANTS PLAN Préliminaire historique I : Définition 1) Déterminant n × n 2) Déterminant d'une matrice diagonale ou triangulaire 3) Déterminant par blocs II : Propriétés 1) Formes alternées 2) Développement par rapport à une colonne 3) Multilinéarité 4) Déterminant d'un produit de matrices 5) Déterminant de la transposée d'une matrice 6) Exemples de calculs 7) Déterminant de l'inverse d'une matrice 8) Influence d'un changement de base III : Applications des déterminants 1) Critère d'indépendance 2) Formules de Cramer 3) Inverse d'une matrice 4) Orientation de l'espace 5) Valeurs propres, vecteurs propres Préliminaire historique A la fin du XVIIème, puis au XVIIIème siècle, le développement du calcul algébrique permet d'envisager la résolution des systèmes linéaires dépendant de paramètres, avec autant d'inconnues que d'équations. MacLaurin, en 1748, résout les systèmes de 2 (respectivement 3) équations à 2 (respectivement 3) inconnues, à coefficients quelconques. En 1750, Cramer donne les solutions générales pour les systèmes de n équations à n inconnues, comme quotients de deux polynômes de n variables. Cramer utilise une notation indicielle, (l'indice étant situé en exposant), mais n'a pas de double indice. Il note simplement les inconnues par des lettres différentes, z, y, x, v... Soit le système suivant : A1 = Z1z + Y1y + X1x + V1v + etc.; A2 = Z2z + Y2y + X2x + V2v + etc. A3 = Z3z + Y3y + X3x + V3v + etc. A4 = Z4z + Y4y + X4x + V4v + etc. etc.
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Cramer donne la forme des solutions suivant le nombre d'inconnues. Pour une inconnue z, on a z = Pour deux équations et deux inconnues z et y, on a z =



A1 . Z1



A1Y2 – A2Y1 Z1A2 – Z2A1 . Pour trois 1 2 2 1 et y = ZY –ZY Z1Y2 – Z2Y1



équations et trois inconnues z, y et x, on a : A1Y2X3 – A1Y3X2 – A2Y1X3 + A2Y3X1 + A3Y1X2 – A3Y2X1 z= 1 2 3 Z Y X – Z1Y3X2 – Z2Y1X3 + Z2Y3X1 + Z3Y1X2 – Z3Y2X1 Z1A2X3 – Z1A3X2 – Z2A1X3 + Z2A3X1 + Z3A1X2 – Z3A2X1 y= 1 2 3 Z Y X – Z1Y3X2 – Z2Y1X3 + Z2Y3X1 + Z3Y1X2 – Z3Y2X1 Z1Y2A3 – Z1Y3A2 – Z2Y1A3 + Z2Y3A1 + Z3Y1A2 – Z3Y2A1 x= 1 2 3 Z Y X – Z1Y3X2 – Z2Y1X3 + Z2Y3X1 + Z3Y1X2 – Z3Y2X1 L'examen de ces formules fournit cette règle générale. Le nombre des équations et des inconnues étant n, on trouvera la valeur de chaque inconnue en formant n fractions dont le dénominateur commun a autant de termes qu'il y a de divers arrangements de n choses différentes. Chaque terme est composé des lettres ZYXV etc. toujours écrites dans le même ordre, mais auquel on distribue, comme exposants, les n premiers chiffres rangés en toutes les manières possibles. Cramer garde donc les coefficients dans le même ordre mais permute les indices. Reste à attribuer le signe + ou – devant chaque terme. On donne à ces termes les signes + ou –, selon la règle suivante. Quand un exposant est suivi dans le même terme, médiatement ou immédiatement, d'un exposant plus petit que lui, j'appellerai cela un dérangement. Qu'on compte pour chaque terme le nombre des dérangements : s'il est pair ou nul, le terme aura le signe + ; s'il est impair, le terme aura le signe –. Ce que Cramer appelle dérangement est ce que nous appelons inversion. Cramer détermine la parité du nombre d'inversions pour attribuer le signe de chaque terme. Le calcul du numérateur est analogue par simple substitution : Le dénominateur étant ainsi formé, on aura la valeur de z en donnant à ce dénominateur le numérateur qui se forme en changeant, dans tous les termes, Z en A. Et la valeur de y est la fraction qui a le même dénominateur et pour numérateur la quantité qui résulte quand on change Y en A, dans tous les termes du dénominateur. Et on trouve d'une manière semblable la valeur des autres inconnues. (Introduction à l'analyse des lignes courbes algébriques, Genève 1750, reproduit dans Histoire d'algorithmes, Belin, 1994) Les déterminants, ainsi nommés ultérieurement par Cauchy, sont nés. On remarquera que ce qu'on n'appelle pas encore déterminant est apparu un siècle avant que le terme de matrice ne soit introduit par Sylvester en 1850. La notation moderne est, quant à elle, introduite en 1841 par Cayley. L'ordre chronologique est donc exactement l'inverse de l'ordre pédagogique suivi par tous les cours modernes d'algèbre. Vandermonde et Laplace, vers 1770, donnent les propriétés usuelles des déterminants : définition par récurrence (correspondant aux développements par rapport à une ligne ou une colonne), propriété d'être une fonction multilinéaire alternée des lignes et des colonnes, égalité du déterminant et de son -2-



transposé. Ces propriétés ne sont pas démontrées de façon rigoureuse avant Cauchy, qui obtient également le fait que le produit de déterminants est lui-même un déterminant. Au cours du XIXème, le calcul des déterminants se développe, sous des formes de plus en plus formelles, avec de moins en moins de rapport avec les problèmes initiaux dont ils sont issus. Il faut attendre 1870 pour que la résolution des équations linéaires soit close. Notons que l'appellation du déterminant de Vandermonde ne doit rien à ce mathématicien. C'est Cauchy qui l'a ainsi nommé. Citons également Lebesgue en 1937 : La grande notoriété n'est assurée en Mathématiques qu'aux noms associés à une méthode, à un théorème, à une notation. Peu importe d'ailleurs que l'attribution soit fondée ou non, et le nom de Vandermonde serait ignoré de l'immense majorité des mathématiciens si on ne lui avait attribué ce déterminant que vous connaissez bien, et qui n'est pas de lui ! Dans ce chapitre, nous définissons les déterminants par récurrence. Une autre présentation, basée sur le caractère multilinéaire et alterné des déterminants se trouve dans le fichier DETERMN.PDF du cours de première année. I : Définition Le corps de référence considéré est un sous–corps de mêmes.







. Il s'agit le plus souvent de







ou
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1–Déterminant n × n a a' a a' On rappelle que la quantité ab' – ba' =  b b'  est appellé déterminant de la matrice  b b'  ou des deux vecteurs colonnes de cette matrice.  a a' a"  En dimension 3, on a  b b' b"  = ab'c" + a'b"c + a"bc' – ab"c' – a'bc" – a"b'c  c c' c"  = a(b'c" – b"c') – b(a'c" – a"c') + c(a'b" – a"b') On remarque que le déterminant 3 × 3 est le produit des éléments de la première colonne, multiplié par le déterminant 2 × 2 obtenu en supprimant cette première colonne et la ligne contenant l'élément considéré. En outre, le produit obtenu est précédé d'un signe qui alterne entre + et –. On définit donc un déterminant n × n par récurrence de la façon suivante : ... a1n  aa2111 aa2212 ... a2n   ... ...  = a11M11 – a21M21 + ... + (–1)n–1an1Mn1  an1 an2 ... ann  où Mi1 s'appelle mineur du coefficient (i,1) et est égal au déterminant (n–1) × (n–1) obtenu en supprimant la ligne i et la colonne 1. Le terme (–1)i–1Mi1 = Ci1 s'appelle cofacteur du terme (i,1). On dit qu'on a développé le déterminant par rapport à la première colonne. Cette expression s'appelle déterminant de la matrice (aij) ou déterminant des vecteurs (V1, ..., Vn), Vj désignant la jème colonne de la matrice. Dans un espace de dimension n muni d'une base (e1, ..., en), on définit le déterminant de n vecteurs (V1, ..., Vn) relativement à cette base en prenant évidemment le déterminant des composantes de (V1, ..., Vn) dans la base considérée. Ce déterminant dépend de la base choisie. On peut également parler de déterminant d'un endomorphisme, celui–ci étant égal au déterminant d'une matrice associée dans une base donnée. Le problème se pose de savoir si ce déterminant dépend de la base choisie, et sera examiné dans la partie III. -3-



On remarque par ailleurs que, si on développe complètement tous les déterminants, on se retrouve à la fin avec un nombre de termes égal à n!. La croissance rapide de ce nombre de termes interdit d'utiliser cette définition des déterminants pour les calculer, à moins que de nombreux termes soient nuls. Par exemple, si tous les ai1 sont nuls sauf 1, la formule est très intéressante ! Voici par exemple en MAPLE une procédure calculant récursivement le déterminant selon la formule de récurrence. n désigne le nombre de colonnes de la matrice M, supposée carrée. submatrix permet d'extraire le mineur correspondant au terme (i,1) en précisant la liste des lignes et des colonnes que l'on garde : mauvais_det:=proc(M) local n; n:=coldim(M); if n=1 then M[1,1] else expand(add((-1)^(i+1)*M[i,1]* mauvais_det(submatrix(M,[seq(k,k=1..i-1),seq(k,k=i+1..n)],[seq(k,k=2..n)])),i=1..coldim(M))) fi; end;



Si on compare le temps de calcul de cette procédure avec la fonction det prédéfinie dans MAPLE, on voit très nettement la différence lorsque n atteint 5 ou 6. Ci-dessous, on prend une matrice M au hasard. Le résultat du calcul du déterminant est identique pour les deux procédures mais est extrêmement long pour la deuxième, à cause du calcul des n! termes : n:=6:M:=randmatrix(n,n): det(M); mauvais_det(M);



Nous devons donc élaborer d'autres méthodes de calcul des déterminants. 2– Déterminant d'une matrice diagonale ou triangulaire Par récurrence : 0  10 01 ... ... 0   ... ...  = 1  0 0 ... 1  0  a01 a02 ... ... 0   ... ... = a1a2 ...an  0 0 ... an  a1n  a011 aa1222 ... ... a2n   ... ... = a11a22...ann  0 0 ... ann  Le calcul du déterminant d'une matrice triangulaire est donc immédiat. 3– Déterminant par blocs A Il s'agit de calculer un déterminant de la forme D =  O



C B où A est une matrice carrée p × p, B une matrice carrée (n–p) × (n–p), C une matrice p × (n–p) et On–p,p la matrice nulle à n–p lignes et p colonnes. Montrons par récurrence sur p que D = det(A) × det(B). n–p,p
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Si p = 1, le développement par rapport à la première colonne donne le résultat. Supposons le résultat vrai au rang p–1 et montrons-le au rang p. Le développement par rapport à la première colonne donne : p



D = ∑ (–1)i–1 ai1 Mi1 i=1



où Mi1 est le déterminant obtenu en supprimant la ligne i et la colonne 1 du déterminant complet. Il  Ai1 Ci  n'est autre que  O  où Ai1 est la matrice A dont on a supprimé la ligne i et la colonne 1 et n–p,p–1 B  Ci est la matrice C dont on a supprimé la ligne i. L'hypothèse de récurrence donne : Mi1 = det(Ai1) det(B) ⇒



p



D = ∑ (–1)i–1 ai1 det(Ai1) det(B) = det(A) det(B) i=1



p



puisque ∑ (–1)i–1 ai1 det(Ai1) n'est autre que la définition de det(A). i=1



II : Propriétés 1- Formes alternées Le déterminant est une forme alternée, dans le sens où, si l'on permute deux vecteurs colonnes, le déterminant change de signe. Cela est aisé à vérifier pour n = 2 ou 3 et cela se montre par récurrence sur n. Supposons la propriété vraie au rang n–1. Montrons la au rang n. ❑ Si les deux vecteurs qu'on permute ont des indices strictement supérieurs à 1, on applique l'hypothèse de récurrence sur les mineurs qui voient permuter deux de leurs colonnes et changent donc de signe. Le déterminant total change donc lui aussi de signe. ❑ Si les deux vecteurs qu'on permute ont pour indice 1 et 2, on a : p



det(V1, V2, ... Vn) = ∑ (–1)i–1 ai1 Mi1 i=1



où Mi1 est le déterminant de V2, ..., Vn auquel on a enlevé la ligne i. Il en résulte que, en développant Mi1 par rapport à sa première colonne : i–1



Mi1 = ∑ (–1)k–1 ak2 Qik + k=1



n



∑ (–1)k–2 ak2 Qik



k=i+1



où les Qik sont les mineurs des termes ak2 dans le déterminant Mi1, autrement dits, les déterminants obtenus en supprimant les deux premières colonnes et les lignes i et k du déterminant initial. Il en résulte que det(V1, V2, ... Vn) est la somme de termes de la forme ai1ak2Qik précédé du signe (–1)i+k si k < i et du signe (–1)i+k–1 si k > i. Si on permute les deux colonnes V1 et V2, le déterminant obtenu sera ai2ak1Qik précédé du signe (–1)i+k si k < i et du signe (–1)i+k–1 si k > i. Ou encore, en intervertissant les rôles de i et k pour permettre une comparaison plus aisée (et en tenant compte que cela ne modifie en rien les mineurs Q), le déterminant obtenu vaut ak2ai1Qik précédé du signe (–1)i+k si i < k et du signe (–1)i+k–1 si i > k. On constate alors qu'il est exactement de signe opposé au déterminant initial. -5-



❑ Si les deux vecteurs qu'on permute ont pour indice 1 et j, avec j > 2, alors, en appliquant les deux règles précédentes, on aura : det(V1, V2, ..., Vj, ...) = – det(V1, Vj, ..., V2, ...) = det(Vj, V1, ..., V2, ...) = – det(Vj, V2, ..., V1, ...) Début de partie réservée aux PSI/PSI* La permutation de deux indices i et j s'appelle une transposition. On la voit comme une application τ bijective sur les indices définie de la façon suivante : τ(1) = 1 τ(2) = 2 ... τ(i) = j ... τ(j) = i ... τ(n) = n ce qu'on note aussi τ = (i j). On a donc : det(Vτ(1), Vτ(2), ..., Vτ(n)) = – det(V1, ..., Vn) Une conséquence immédiate est que, si Vi = Vj, alors le déterminant est nul. Si on applique une permutation quelconque σ (bijection de {1,...,n} dans {1,...,n}), on aura : det(Vσ(1), Vσ(2), ..., Vσ(n)) = ε(σ) det(V1, ..., Vn) où ε(σ) vaut ± 1 suivant le nombre de transpositions à effectuer pour remettre les vecteurs dans l'ordre, chacune de ces transpositions apportant un signe –. ε(σ) s'appelle signature de la permutation σ. Il vaut 1 si le nombre de transpositions est pair et –1 s'il est impair. Dans le premier cas, σ s'appelle permutation paire. Dans le second, σ est une permutation impaire. Le nombre de transpositions peut dépendre de la façon dont on procède pour remettre les vecteurs dans l'ordre, mais nous admettrons que la parité du nombre de ces transpositions n'en dépend pas (voir GROUPSYM.PDF dans le cours de 1ère année) EXEMPLE : en dimension 5. det(V4, V1, V5, V3, V2) = – det(V1, V4, V5, V3, V2) = det(V1, V2, V5, V3, V4) = – det(V1, V2, V3, V5, V4) = det(V1, V2, V3, V4, V5) Dans le cas général, si σ = ϕ o τ noté ϕτ pour abréger, avec τ = (i j), on a : det(Vσ(1), Vσ(2), ..., Vσ(n)) = det(Vϕτ(1), ..., Vϕτ(i), ..., Vϕτ(j), ...,Vϕτ(n)) = – det(Vϕ(1), ..., Vϕ(i), ..., Vϕ(j), ...,Vϕτ(n)) donc, si on décompose σ en produit de transpositions τ1τ2 ...τp, on aura : det(Vσ(1), Vσ(2), ..., Vσ(n)) = (–1)p det(V1, ..., Vn) et ε(σ) = (–1)p Il en résulte que, pour deux permutations, ε(σσ') = ε(σ)ε(σ'). Il suffit en effet de dénombrer le nombre de transpositions intervenant dans la décomposition de chaque permutation. Autrement dit, ε est un morphisme du groupe des permutations muni de la loi o (et noté Sn) dans le groupe {–1,1} muni du produit. Le groupe des permutations (Sn, o) s'appelle groupe symétrique. -6-



Le nombre de transpositions pour "remettre une permutation dans l'ordre" n'est rien d'autre que le nombre de transpositions dont le produit de composition donne la permutation voulue. Voici comment procéder pour déterminer une telle décomposition : σ(1) = 4 σ(2) = 3 σ(3) = 1 σ(4) = 5 σ(5) = 2 σ(6) = 7 σ(7) = 8 σ(8) = 6 1 2 3 4 5 6 7 8 ce qu'on note également σ =  4 3 1 5 2 7 8 6  ou bien aussi sous la forme (1 4 5 2 3)(6 7 8) appelée décomposition en cycles (chaque nombre d'un cycle entre parenthèse est l'image du nombre précédent, le premier élément du cycle étant l'image du dernier). On vérifiera alors que : σ = (1 4)(4 5)(5 2)(2 3)(6 7)(7 8) et donc ε(σ) = 1. Dans ce cas, on dit que σ est pair. Si la signature de σ vaut –1, on dit que σ est impaire. Voir le fichier GROUPSYM.PDF du cours de première année pour plus de détails. Fin de la partie réservée aux PSI/PSI*. Retour à la partie commune PSI/PC 2– Développement par rapport à une colonne n



Considérons det(V1, ..., Vj, ..., Vn) où Vj = ∑aij ei. On a : i=1



det(V1, ..., Vj, ..., Vn) = (–1)j–1 det(Vj, V1, V2,..., Vj–1, Vj+1, ..., Vn) p



= (–1)j–1∑ (–1)i–1 aij Mij i=1



p



p



i=1



i=1



= ∑ (–1)i+j aij Mij = ∑ aij Cij où Mij est le déterminant obtenu en supprimant la ligne i et la colonne j du déterminant initial. La quantité Cij = (–1)i+j det(Mij) s'appelle cofacteur du terme (i,j). Exemple :  21 –12 01  –1 1 –1 0 1 0



3 2 –1 –2   1 2 3  –2   –1 1 1  –  2 –1 –2  en développant par rapport à la troisième colonne 1 =     0 1 2 0 1 2     2  = (4 + 2 – 2 – 2) – (–2 + 6 – 8 + 2) = =2+2=4 On choisit évidemment de préférence des colonnes possédant un grand nombre de 0. 3- Multilinéarité Une forme n-linéaire f est une application de En dans  , qui à (V1, ..., Vn) associe un scalaire f(V1, ... Vn) et qui est une application linéaire de chaque Vi lorsque les autres vecteurs sont fixés. Un exemple classique est le produit scalaire qui est bilinéaire. Le déterminant est n-linéaire. En effet, il -7-



est linéaire par rapport à V1, et étant alterné, on voit qu'il est linéaire par rapport à Vi en amenant Vi en première colonne. La multilinéarité et le caractère alterné du déterminant permet de se ramener à une matrice triangulaire : i) Multiplier une colonne par λ multiplie le déterminant par λ ii) Remplacer la colonne Vj par Vj + λVk ne change pas la valeur du déterminant. iii) Plus généralement, ajouter d'autres colonnes à une colonne donnée ne change pas la valeur du déterminant. iv) Si l'une des colonnes est nulle, le déterminant est nul. v) Si deux colonnes sont proportionnelles, le déterminant est nul. vi) Si l'on permute deux colonnes , le déterminant change de signe. vii) Si les colonnes sont liées, le déterminant est nul. En effet, l'une des colonnes est combinaison linéaire des autres et la règle iii permet de se ramener à une colonne nulle. Exemple :  21 –12 01  –1 1 –1 0 1 0



3 1   –2 2 1  =  –1 2   0



0 0 0  C2 ← C2 – 2C1 –5 –2 –8   C ← C3 – C1 3 0 4  en effectuant  3 î C3 ← C3 – 3C1 1 0 2   21 01 –50 –80  = 2 –1 0 3 4 en effectuant C2 ↔ C3 et en mettant 2 en facteur 0 0 1 2  21 01 00 00   C3 ← C3 + 5C2 = 2 –1 0 3 4 en effectuant  î C4 ← C4 + 8C2  0 0 1 2  21 01 00 00  4 = 2 –1 0 3 0 en effectuant C4 ← C4 – C3 3  0 0 1 2/3  2 =2×1×1×3× =4 3 Un algorithme en MAPLE basé sur la méthode précédente est le suivant. On recopie la matrice M0 dont on veut calculer le déterminant dans une matrice M dont on va changer les valeurs (il est impossible en effet de modifier la valeur d'un paramètre dans une procédure. Il faut utiliser une copie). n est le nombre de colonnes de M, supposée carrée. Si n = 1, on a directement le déterminant, égal à l'unique terme M[1,1] de la matrice. Dans le cas contraire, on cherche quel est le terme maximum (en valeur absolue) de la première ligne. Soit jm son indice de colonne et m la valeur du maximum. Si m est nul, alors cela signifie que tous les termes de la première ligne sont nuls et le déterminant est nul (car les colonnes engendrant alors un sous-espace de dimension au plus n–1 sont liées). Si m est non nul, on annule tous les termes de la première ligne sauf celui qui se trouve à la colonne jm, en faisant des combinaisons linéaires entre chaque colonne et la colonne jm. C'est la procédure addcol qui permet cette opération. En imaginant qu'on amène la colonne jm en tête, on obtient enfin un déterminant par bloc, qui sera égal à (–1)jm–1 M[1,jm] multiplié par le déterminant (n–1) × (n–1) obtenu en supprimant la première ligne et la colonne jm. La sous-matrice en question est construite en l'extrayant à l'aide de submatrix, en précisant les lignes 2..n et les colonnes 1..jm–1 et jm+1..n. -8-



mon_det:=proc(M0) local j,m,jm,M,n; M:=M0; n:=coldim(M); if n=1 then M[1,1] else m:=M[1,1];jm:=1; for j from 2 to n do if abs(M[1,j]) > abs(m) then jm:=j;m:=M[1,j] fi; od; if m=0 then 0 else for j to n do if j jm then M:=addcol(M,jm,j,-M[1,j]/M[1,jm]) fi; od; (-1)^(jm-1)*M[1,jm]*mon_det( submatrix(M,[seq(k,k=2..n)],[seq(k,k=1..jm-1),seq(k,k=jm+1..n)])) fi; fi; end:



Les performances de la procédure mon_det sont tout à fait honorables. n:=6:M:=randmatrix(n,n): det(M); mon_det(M); mauvais_det(M);



4– Déterminant d'un produit de matrices Dans ce paragraphe, nous montrons les deux points suivants : i) Considérons A et B deux matrices n × n. On va montrer que det(AB) = det(A)det(B). ii) Si f est une forme multilinéaire alternée sur En où E est un espace vectoriel de dimension n muni d'une base (e1, ..., en) alors : f(V1, ..., Vn) = det(V1, ..., Vn) f(e1, ..., en) où le déterminant est pris relativement à la base (e1, ..., en). Cela signifie que toute forme multilinéaire alternée est proportionnelle au déterminant relativement à une base donnée, le coefficient de proportionnalité étant la valeur de f sur la base en question. Pour des raisons de commodité de notation, nous identifierons les vecteurs Vi à leur composantes dans la base, ce qui revient à identifier E à  n et les (e1, ..., en) à la base canonique. Si B est la matrice de colonnes les Vi, nous noterons le résultat à montrer : f(B) = det(B) f(I). a) Rappel sur une méthode d'inversion de matrices On rappelle l'équivalence entre opérations élémentaires sur les colonnes d'une matrice quelconque C et produit à droite par une matrice. ❑ Multiplier la jème colonne de C par λ est équivalent à multiplier C à droite par la matrice : j ↓ 1 0 ... 0 0 1 ... 0 ... ... M= 0 0 ... λ ... 0 ← j (matrice de dilatation de déterminant λ) ... ... 0 0 ... 1



   



   



❑ Ajouter la colonne i à la colonne j est équivalent à multiplier C à droite par la matrice : -9-



  M' =  



j ↓ 1 0 ... ... 1 ... ... ... 0 0 ... 1 ... ... ... 0 0 ...



 ←i   ←j 1 0



0 0



❑ Permuter les colonnes i et j est équivalent à multiplier C à droite par la matrice : i j ↓ ↓ 1 0 ... 0 ... 0 ... 1 ←i ... ... ... M" = ... 1 ... 0 ... ← j (matrice de déterminant –1) ... ... 0 0 ... 1



   



   



Ces opérations élémentaires permettent de transformer une matrice inversible C en la matrice identité selon l'algorithme suivant : i) Obtenir une matrice triangulaire inférieure : Pour i variant de 1 à n–1, placer en colonne i un vecteur parmi ceux occupant les colonnes i à n dont le ième terme est non nul (ce qui est possible sinon, la matrice ne serait pas de rang n et ne serait pas inversible) et faire des combinaisons entre ce ième vecteur et les vecteurs placés à sa droite de façon à annuler les termes situés en la ligne i et en colonne k, k > i. Ceci s'obtient par utilisation répétée des trois manipulations élémentaires. On remplit donc de 0 le triangle supérieur. C'est la méthode usuelle pour déterminer le rang d'un système de vecteurs. ii) D'une façon analogue, obtenir une matrice diagonale en remplissant de 0 le triangle inférieur. iii) Obtenir la matrice identité, en divisant chaque colonne par le terme de la diagonale occupant cette colonne. Cela signifie qu'en multipliant la matrice donnée C à droite par des matrices élémentaires, on obtient la matrice identité. Le produit de ces matrices élémentaires n'est autre que l'inverse C–1 de la matrice donnée. Cette méthode peut être utilisée pour inverser des matrices car si on applique les même manipulations de colonnes à la matrice I, on obtiendra en fin de calcul directement le produit des matrices élémentaires, à savoir C–1. Cela signifie également que toute matrice B inversible est produit de matrices élémentaires. Il suffit de choisir C telle que B = C–1 dans le calcul précédent. Autrement dit, les matrices élémentaires   n( ), groupe des matrices inversibles. C'est ce résultat que nous allons maintenant engendrent  utiliser. b) Application à notre problème Soient A et B deux matrices.



- 10 -



cas 1 - B n'est pas inversible : Alors f(B) est nul, ainsi que det(B) et det(AB). En effet, si B n'est pas inversible, ses colonnes sont liées, et par exemple la ième est combinaison linéaire des autres : Vi =



∑ αj Vj



j≠i



On a alors, en utilisant la multilinéarité : f(B) = f(V1, ..., Vi, ..., Vn) = f(V1, ...,



∑ αj Vj, ..., Vn)



j≠i



=



∑ αj f(V1, ..., Vj, ..., Vn) avec Vj situé en ième place mais aussi en jème



j≠i



Mais chaque f(V1, ..., Vj, ..., Vn) est nul puisque Vj apparaît deux fois : en permutant ces deux vecteurs, f(V1, ..., Vj, ..., Vn) change de signe puisque f est alternée, mais n'a pas varié puisque les deux colonnes permutées sont identiques. Cela signifie bien que f(V1, ..., Vj, ..., Vn) = 0. Cette relation étant vraie pour tout j différent de i, on a bien : f(B) = 0 Un raisonnement identique conduit à det(B) = 0. On a également det(AB) = 0 car, si B n'est pas inversible, son noyau est non réduit à {0}, or le noyau de AB contient celui de B. Donc le noyau de AB n'est pas réduit à {0} non plus et AB n'est pas inversible donc det(AB) = 0. On a donc bien dans ce cas : det(AB) = det(A)det(B) (= 0) f(B) = det(B) f(I) (= 0) cas 2 - B inversible : B est alors de la forme M1M2...Mk avec les Mi matrices élémentaires du type M, M' ou M". Considérons successivement chacun de ces types : ❑ Pour toute matrice C de colonnes (V1, V2, ..., Vn) , on a : det(CM) = det(V1, ..., λVj, ..., Vn) = λ det(C) = det(C) det(M) Plus généralement, si f est une forme multilinéaire quelconque définie sur n, on a de même : f(CM) = f(V1, ..., λVj, ..., Vn) = λ f(V1, ..., Vj, ..., Vn) = det(M) f(C) ❑ Pour toute matrice C, on a : det(CM') = det(V1, ..., Vi + Vj, ..., Vj, ..., Vn) = det(V1, ..., Vi, ..., Vj, ..., Vn) = det(C) = det(C) det(M') Plus généralement, si f est une forme multilinéaire alternée quelconque définie sur : f(CM') = f(V1, ..., Vi + Vj, ..., Vj, ..., Vn) = f(V1, ..., Vi, ..., Vj, ..., Vn) = det(M') f(C) ❑ Pour toute matrice C, on a : det(CM") = det(V1, ..., Vj, ..., Vi, ..., Vn) = – det(V1, ..., Vi, ..., Vj, ..., Vn) - 11 -







n



, on a de même



= – det(C) = det(C) det(M") Plus généralement, si f est une forme alternée quelconque définie sur f(CM") = f(V1, ..., Vj, ..., Vi, ..., Vn) = – f(V1, ..., Vi, ..., Vj, ..., Vn) = det(M") f(C)



n



, on a de même :



Il en résulte que : det(CB) = det(CM1M2...Mk) = det(C) det(M1) det(M2) ... det(Mk) et f(CB) = det(M1) det(M2) ... det(Mk) f(C) Pour C = I, on obtient respectivement : det(B) = det(M1) det(M2) ... det(Mk) et f(B) = det(M1) det(M2) ... det(Mk) f(I) donc et



det(CB) = det(C) det(B) f(B) = det(B) f(I)



5– Déterminant de la transposée d'une matrice Nous allons montrer que det(A) = det(tA). Pour cela, nous considérons det(A) comme une fonction f des lignes de A ou, ce qui revient au même, des colonnes de tA, notées L1, ..., Ln. det(tA) n'est donc autre que det(L1, ..., Ln). Par ailleurs, par définition de f, on a : det(A) = f(L1, ..., Ln) Si nous parvenons à montrer que f est une fonction multilinéaire alternée de L1, ..., Ln, alors f est proportionnelle à det(L1, ..., Ln) selon la propriété vue au paragraphe précédent : f(L1, ..., Ln) = det(L1, ..., Ln) f(I) avec f(I) = 1 ⇒ det(A) = det(tA) Cette formule est importante car elle signifie que tout ce que nous avons dit sur les propriétés du déterminant relativement aux colonnes s'appliquent également aux lignes. Par exemple, on peut développer un déterminant par rapport à une ligne. ❑ f est alternée : Considérons det(M"A) où M" est la matrice élémentaire définie dans le paragraphe précédent. On vérifiera que M"A n'est autre que la matrice A dont on a permuté les deux lignes d'indice i et j. On a donc : i j ↓ ↓ f(..., Lj, ..., Li, ...) = det(M"A) = det(M") det(A) = – det(A) puisque det(M") = –1 = – f(L1, ..., Ln) ❑ f est multilinéaire : Ceci peut se montrer de deux façons. La première se fait par récurrence. Considérons d'abord la linéarité par rapport à la première ligne. En utilisant l'expression du déterminant, développé par rapport à sa première colonne, on a : a11M11 – a21M21 + ... + (–1)n–1an1Mn1 On voit le coefficient a11M11 qui est bien une fonction linéaire de (a11, ..., a1n), et l'hypothèse de récurrence assure que les mineurs M21, ..., Mn1 sont des fonctions linéaires de (a12, ..., a1n). Il en résulte également que le déterminant est une fonction linéaire de chacune des autres lignes : il suffit - 12 -



en effet d'amener l'une d'elles en première ligne en utilisant le caractère alterné du déterminant et d'utiliser la linéarité par rapport à la ième ligne. Le déterminant est donc bien une application multilinéaire des lignes de A. La multilinéarité peut également se montrer en utilisant les deux autres matrices élémentaires du type M et M' vues au paragraphes précédents comme suit : • Pour le produit de la ième ligne par un scalaire λ, on écrit, en utilisant la matrice élémentaire M que : det(MA) = det(M) det(A) = λ det(A) et l'on remarque que MA est la matrice A dans laquelle la ième ligne est multipliée par λ. • Pour une ième ligne de la forme (a'i1 + a"i1, a'i2 + a"i2, ..., a'in + a"in) = L'i + L"i, on a : 0 L1 L1 L1 ...  ...   ...  0 Li–1 i–1     det L'i +det L"i = det (–1) L'i en développant ce dernier déterminant par rapport à la i  ...   ...  (–1) L"i  Ln   Ln  ... 0 Ln première colonne. Considérons alors une matrice élémentaire (n+1) × (n+1) de type M'. Si on multiplie M' à gauche d'une matrice A, alors M'A s'obtient à partir de A en ajoutant une ligne de A à une autre (au lieu d'ajouter deux colonnes quand on multiplie à droite). Choisissons M' correspondant à l'ajout de la ligne i+1 à la ligne i. Compte tenu que det(M') = 1, on a : 0 L1 ... L1 L1  ...   ...  0 Li–1 i–1 det  L'i  +det  L"i  = det M' (–1) L'i  ...   ...  (–1)i L"i  Ln   Ln  ... 0 Ln 0 L1 ... 0 Li–1 0 L'i + L"i (ajout de la ligne i+1 à la ligne i) = det (–1)i L"i ... 0 Ln  L...1  = det  L'i + L"i  en développant par rapport à la première colonne  ...   Ln  ème La linéarité par rapport à la i ligne est donc montrée.



   



   



       



       



6– Exemples de calculs Exemple 1 : Calculer le déterminant suivant :  –yx yx –tz zt   –z t x –y  = D  –t –z y x  - 13 -



On développe par rapport à la première colonne :  x –t z  y z t   y z t y z t  D = x t x –y  + y t x –y  – z  x –t z  + t  x –t z   –z y x   –z y x   –z y x   t x –y  3 2 2 2 2 2 2 3 = x [x + x(t + y + z )] + y [y(x + t + z ) + y ] + z [z3 + (t2 + y2 + x2)z] + t[t(y2 + x2 + z2) + t3] = x4 + y4 + z4 + t4 + 2(x2y2 + x2z2 + x2t2 + y2t2 + y2z2 + z2t2) = (x2 + y2 + z2 + t2)2 Exemple 2 : Calculer le déterminant n–1  01 10 21 ...2 ... n–2   ...  ... ... D=  n–2 n–3 ... 1 0 1   n–1 n–2 ... 1 0  On remarque que la colonne Cj s'obtient à partir de la colonne Cj–1 de la façon suivante : j–1 j–2 1 j–2 j–3 1 ... ... ... 2 1 1 1 0 1 = + 0 1 –1 1 2 –1 2 3 –1 ... ... ... n–j n–j+1 –1



     



     



     



     



     



     



D = det(C1,...,Cn) = det(C1 – C2, C2 – C3, ..., Cn–1 – Cn, Cn) –1 ... –1 n–1  –11 –1 ... –1 n–2   = det(C1', ...,Cn') ... ... =  1 1 ... –1 1   1 1 ... 1 0  = det(C1'–C2', ..., Cn–2'–Cn–1',Cn–1',Cn')



 2 0 0 ... –1 n–2   0 2 0 ... –1 n–3 = (–1) =  0 ...0 ... ...2 –1 ...1   0 0 0 ... 1 0  0 0 0 ... –1 n–1



n–1



.2n–2.(n–1)



2a   a–b–c 2a  2b b–c–a 2b  Exemple 3 : Calculer D =   2c c–a–b   2c On ajoute les deux dernières lignes à la première :
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1 1   a+b+c a+b+c a+b+c   1    D =  2b b–c–a 2b  = (a+b+c)  2b b–c–a 2b  2c c–a–b   2c  2c 2c c–a–b  On retranche la première colonne aux autres : 0 0   1  2b –b–c–a 0  = (a+b+c)3 D = (a+b+c)  0 –c–a–b   2c Exemple 4 : Calculer ab 0 0 ... 0  a+b 1 a+b ab 0 ... 0  Dn =  0 1 a+b ab ... 0   ... ... ...   0 0 ... 0 1 a+b  On développe par rapport à la première colonne. On obtient : Dn = (a+b)Dn–1 – abDn–2 suite récurrente linéaire En utilisant D1 = a+b, D2 = a2+b+b2 et donc D0 = 1, on obtient : si a = b : Dn = (n+1)an an+1 – bn+1 si a ≠ b : Dn = a–b 7– Déterminant de l'inverse d'une matrice Soit A une matrice inversible. Si l'on applique en particulier ce qui a été prouvé précédemment à A et A–1, on obtient : det(A.A–1) = det(A).det(A–1) –1 or A.A = I et det(I) = 1. Ainsi det(A–1) =



1 det(A)



Nous montrerons plus loin qu'une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Un sens de l'implication vient donc d'être montré. 8– Influence d'un changement de base Soit E un espace vectoriel de dimension n, de base initiale (e1, ..., en). Notons dete le déterminant relatif à cette base. Soit une nouvelle base (ε1, ..., εn). Notons detε le déterminant relatif à cette nouvelle base. Soit P la matrice de passage de la base e à la base ε. Quel rapport y a–t–il entre dete et detε et P ? ❑ En ce qui concerne les vecteurs (V1, ..., Vn). Notons (Ve) la colonne des composantes des Vi dans la base e et (Vε) la matrice des composantes des Vi dans la base ε. On a : (Ve) = P.(Vε). Donc : dete(V) = det(Ve) = det(P.Vε) = det(P).det(Vε) = det(P).detε(V) Ainsi le déterminant d'une famille de vecteurs dépend de la base choisie. Parler de déterminant d'un système de vecteurs sans parler de base de référence est un non–sens. Dans n, la base de référence est par défaut la base canonique.
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Le déterminant reste inchangé si P est telle que det(P) = 1. L'ensemble des matrices de déterminant 1, muni du produit des matrices forme un sous–groupe du groupe des matrices inversibles, appelé   n(  ) (ou groupe unimodulaire). groupe spécial  ❑ En ce qui concerne les endomorphismes, soit M la matrice associée à f dans la base e, et N la matrice associée à f dans la base ε. On a : M = PNP–1 donc det(M) = det(P).det(N).det(P–1) = det(N) Ainsi, le déterminant d'une matrice associée à f ne dépend pas de la base choisie. On peut donc parler du déterminant de f, sans préciser la base. Les règles vues au 7) et 8) s'énoncent ici : det(f o g) = det(f).det(g) 1 det(f–1) = pour f inversible. det(f) det est un morphisme de (L(E),o) (ou (GL(E),o) (ou



 n ( 







n



(  )) dans (  ,.). C'est un morphisme de groupe de



)) dans (  *,.). Le noyau de ce morphisme n'est autre que le groupe des



endomorphismes (ou des matrices) de déterminant 1, le groupe spécial linéaire pour les matrices).



 



(E) (ou



 n ( 



)



❑ Interprétation géométrique : Soit donné une base (e1, ..., en). Alors le déterminant d'un système de vecteurs (V1, ..., Vn) dans cette base s'interprète comme le volume (algébrique) du parallélépipède d'arêtes (V1, ..., Vn), le volume unité étant défini comme celui du parallélépipède construit selon (e1, ..., en). Le déterminant sera positif lorsque la base (V1, ..., Vn) aura même orientation (voir plus bas) que la base (e1, ..., en).



V3



V2 V1



V2 V1



Cette application (V1, ..., Vn) → volume(V1, ..., Vn) est en effet multilinéaire et alternée. Elle est donc proportionnelle au déterminant. Valant 1 sur la base (e1, ..., en), elle est égale au déterminant défini relativement à cette base. Le volume dépend évidemment de l'unité choisie pour le mesurer. De même, le déterminant d'un système de vecteurs dépend de la base dans lequel on le calcule. Soit maintenant un endomorphisme f. Celui-ci transforme un système de vecteurs (V1, ..., Vn) de volume det(V) (où V est la matrice des composantes des (V1, ..., Vn) dans une base (e1, ..., en)) en un système de vecteurs (f(V1), ..., f(Vn)), de volume det(MV) (où M est la matrice de f dans la base (e1, ..., en)). On voit que det(f) = det(M) est le rapport des deux volumes. Autrement dit, det(M) est le facteur par lequel est multiplié le premier volume pour obtenir le second volume dans la transformation f. Si les volumes dépendent de l'unité choisie, il n'en est pas de même de leur rapport, qui est intrinsèque aux deux parallélépipèdes. C'est pourquoi le déterminant de f, rapport de deux volumes, ne dépend pas de la base choisie.
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III : Applications des déterminants 1– Critère d'indépendance PROPOSITION : i) Soit E un espace vectoriel de dimension n muni d'une base (e1, e2, ..., en), et soit (V1, V2, ..., Vn) une famille de n vecteurs. Ces vecteurs forment un système libre si et seulement si det(V1, ..., Vn) est non nul. ii) Soit A une matrice n × n. Alors A est inversible si et seulement si det(A) est non nul. iii) Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel E, muni d'une base (e1, e2, ..., en). Alors f est inversible si et seulement si det(f) est non nul. Ces trois propriétés sont en faite trois versions du même théorème. Prouvons le i). Démonstration : Si le système est libre, alors la matrice formée des coefficients est une matrice de rang n, donc inversible, et le déterminant d'une matrice inversible est non nul. Réciproquement, si le système est n



lié, alors l'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres ; par exemple, V1 = ∑ λi Vi. Alors : i=2



n



det(V1, ..., Vn) = ∑ λi det(Vi, V2, ..., Vn) i=2



et chaque déterminant de la somme de droite est nul, puisque Vi apparaît deux fois. EXEMPLE : Condition d'indépendance des vecteurs V0, ..., Vn–1 suivants : 2 n–1  11   aa12   aa122   aa12n–1   ...   ...   ...  ...  ...   1   an   an2   ann–1  Considérons une relation de liaison : λ0V0 + ... + λn–1Vn–1 = 0 Elle s'écrit : + λn–1 a1n–1 = 0  λλ0 ++ λλ1 aa1 ++ ... ... + λn–1 a2n–1 = 0 0 1 2  ... î λ0 + λ1 an + ... + λn–1 ann–1 = 0 Il s'agit donc de déterminer les polynômes P(X) = λ0 + λ1X + ... + λn–1Xn–1 s'annulant en a1, ..., an. Si les ai sont distincts, alors P admet n racines. Etant de degré au plus n–1, il est nul et tous ses coefficients sont nuls. Les vecteurs colonnes sont linéairement indépendants. Si deux ai sont égaux, P s'annule en au plus n–1 racines et il est possible de trouver un tel polynôme non nul, par exemple



∏ (X – ai), le produit étant pris sur les racines distinctes. Il existe donc une



relation de liaison. Ainsi (V0, ..., Vn–1) est libre si et seulement si les ai sont distincts. Cette propriété peut-être retrouvée en calculant le déterminant suivant : - 17 -



2



n–1



a1  11 aa12 aa122 ... ... a2n–1    ... ... 2 n–1  1 an an ... an  Ce déterminant s'appelle déterminant de Vandermonde (1735-1796). Il s'agit d'un polynôme des n (n–1)n variables a1, a2, ..., an, dont tous les monômes sont de degré global . On remarque qu'il se 2 factorise par (aj – ai) puisque, si aj = ai, il possède deux lignes identiques. Or le produit des (aj – ai), i (n–1)n < j, est lui–même un polynôme de degré Il est donc égal au déterminant de Vandermonde, à 2. une constante près. Or les deux expressions possédant le terme a2a32...ann–1, la constante est égale à 1. Ainsi, le déterminant est égal à



∏(aj – ai). Il est donc nul si et seulement si il existe i et j distincts i 0 où Peε est la matrice de passage de (e) à (ε) possède les propriétés suivantes : (e) R (e) car Pee = I et det(I) = 1 (e) R (ε) ⇒ det(Peε) > 0 ⇒ det(Peε–1) > 0 or Peε–1 = Pεe. Donc (e) R (ε) ⇒ (ε) R (e)  (e) R (e')  det(Pee') > 0  ⇒  det(P ) > 0 ⇒ det(Pee'Pe'e") > 0 or Pee'Pee" = Pee" donc (e) R (e") î (e') R (e") î e'e" (On dit que R est une relation d'équivalence) - 20 -



Il n'existe que deux orientations possibles. En effet, soit (e) une base, (e') et (e") deux autres bases n'ayant pas même orientation que (e). Montrons que (e') a même orientation que (e"). On a en effet :  det(Pee') < 0  ⇒ det(Pe"e') = det(Pe"ePee') > 0 î det(Pe"e) < 0 Voici quelques notions mathématiques ou physiques dépendant de l'orientation de l'espace de dimension 2 ou 3 : – La définition du sens trigonométrique – Le produit vectoriel – Le champ magnétique B (le vecteur B, dépendant de l'orientation, est dit axial) – Le moment cinétique mOM ∧ V et le moment dynamique mOM ∧ a – Le moment d'un dipôle magnétique (petite boucle de circuit de surface S parcourue par un courant I. µ = IS où S est orienté orthogonalement à la boucle en fonction du sens du circuit). – Les couples – Les vecteurs de rotation – Le rotationnel Voici quelques notions n'en dépendant pas : – L'orthogonalité – Le gradient, la divergence – Le champ électrique E (Le vecteur E, ne dépendant pas de l'orientation, est dit polaire) – Les forces, vitesses et accélérations EXEMPLE D'APPLICATIONS De même qu'il existe en physique la notion d'homogénéité des unités, permettant de tester rapidement la validité d'une formule, il existe également la notion d'homogénéité du caractère axial ou polaire des vecteurs. Ci-dessous, les vecteurs axiaux sont en rouge, les vecteurs polaires en bleus. Nous notons également en rouge les produits vectoriels. On a alors : Vecteur axial = Vecteur polaire ∧ Vecteur polaire Vecteur polaire = Vecteur polaire ∧ Vecteur axial Vecteur axial = Vecteur axial ∧ Vecteur axial On a également : Rot Vecteur polaire = Vecteur axial Rot Vecteur axial= Vecteur polaire ❑ Force électrostatique F = qE : égalité de deux vecteurs polaires ❑ E = – gradV : égalité de deux vecteurs polaires ❑ F = qv ∧ B (force de Lorentz) ou dF = idl ∧ B (force de Laplace) : égalité de deux vecteurs polaires. qv ou idl sont polaires, B est axial, mais le produit vectoriel des deux est polaire. Ainsi, si un des membres est un vecteur polaire et si l'autre membre contient un vecteur axial et si le résultat est polaire, il faudra nécessairement qu'intervienne un produit vectoriel. ❑ dB =



µ0 idl ∧ u (loi de Biot et Savart) : égalité de deux vecteurs axiaux. 2 4π r
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❑ C = µ ∧ B (couple s'appliquant sur un dipôle magnétique plongé dans un champ magnétique) : égalité de deux vecteurs axiaux. ❑ L'orientation peut également s'appliquer à des quantités scalaires. On parle alors de pseudoscalaires dont le signe dépend du choix arbitraire de l'orientation : ⌠ B.dl = µ0⌠⌠  J.dS (Théorème d'Ampère) ⌡Γ ⌡⌡D ❑ rot E = –



❑



∂B (une des équations de Maxwell) : égalité entre deux vecteurs axiaux ∂t



1 .rot B = J + ε0 ∂E (une autre équation de Maxwell) : égalité entre deux vecteurs polaires µ0 ∂t



❑ C = OM ∧ F (couple créé en M par une force F par rapport à O) : égalité de deux vecteurs axiaux ❑ V = Ω ∧ OM (vitesse d'un point M tournant par rapport à O à la vitesse angulaire Ω) égalité de deux vecteurs polaires. Le fait qu'une réflexion S (symétrie par rapport à un plan en dimension 3, ou plus généralement par rapport à un hyperplan en dimension quelconque) transforme une base directe en base indirecte et intervertit donc l'orientation de l'espace a des conséquences importantes sur les vecteurs polaires et les vecteurs axiaux. Un vecteur polaire est un "vrai" vecteur ; il sera donc symétrisé comme on s'y attend : sa composante parallèle au plan de symétrie sera invariante, sa composante orthogonale à ce plan sera changée de signe.



Mais un vecteur axial n'est pas un "vrai" vecteur. Il est défini par exemple comme produit vectoriel de deux vecteurs polaires u et v. Or, si l'on décompose chacun de ces vecteurs en une composante parallèle au plan et une composante orthogonale, on a :  u = u// + u⊥  î v = v// + v⊥ ⇒ u ∧ v = (u// + u⊥) ∧ (v// + v⊥) = u// ∧ v// + u⊥ ∧ v// + u⊥ ∧ v// (en tenant compte du fait que u⊥ ∧ v⊥ = 0) orthoparalallèle au gonal plan au plan On vérifiera alors que S(u ∧ v) est différent de S(u) ∧ S(v). En effet : S(u ∧ v) = – u// ∧ v// + u⊥ ∧ v// + u// ∧ v⊥ - 22 -



alors que S(u) ∧ S(v) = (u// – u⊥) ∧ (v// – v⊥) = u// ∧ v// – u⊥ ∧ v// – u// ∧ v⊥ = – S(u ∧ v) En physique, si l'on souhaite utiliser les symétries d'un système tout en gardant la même orientation de l'espace, on est amené à considérer que u ∧ v est transformé en S(u) ∧ S(v) et on est conduit à la règle suivante : La composante du vecteur axial orthogonale au plan est invariante, la composante parallèle est changée en son opposée. Ce sera le cas du vecteur champ magnétique B par exemple.



EXEMPLES : ❑ Considérons un fil rectiligne uniformément chargé. Soit S une symétrie par rapport à un plan contenant le fil. Le système reste invariant par S. Il en est donc de même du champ électrique (polaire) E créé par le fil. E est contenu dans le même plan que le fil. Soit S' une symétrie par rapport à un plan orthogonal au fil. Le système reste également invariant par S'. Il en est donc de même de E. E est donc également contenu dans ce plan. La seule possibilité est que E soit radial. S



S'



E ❑ Considérons un fil rectiligne parcouru par un courant I. Soit S une symétrie par rapport à un plan contenant le fil. Le système reste invariant par S. Il en est donc de même du champ magnétique (axial) B créé par le fil. Mais pour un vecteur axial, cela signifie que B est orthogonal à ce plan. On peut retrouver ce résultat par l'autre symétrie S' par rapport à un plan orthogonal au fil. Dans cette symétrie, le sens du courant est inversé. Il en est de même de B. Mais pour un vecteur axial, cela signifie qu'il est parallèle au plan considéré.
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S I S' B



5- Valeurs propres, vecteurs propres Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension finie E. Dans le chapitre relatif à la diagonalisation des endomorphismes, on s'intéresse à la recherche des vecteurs v non nuls et des scalaires λ tels que f(v) = λv. La raison en est que, si on trouve n vecteurs de base v1, ..., vn et n scalaires λ tels que f(vi) = λvi, alors la matrice de f dans cette base est remarquablement simple. Cette 0  λ01 λ0 ...   2 ... 0  matrice est en effet diagonale .  ... ...   0 ... 0 λn  Or : ∃ v ≠ 0, f(v) = λv ⇔ ∃ v ≠ 0, (f – λId)(v) ≠ 0 ⇔ Ker(f – λId) ≠ {0} ⇔ f – λId non injective ⇔ f – λId non inversible ⇔ det(f – λId) = 0 Ainsi, en calculant det(f – λId), on obtient un polynôme de degré n dont les racines λ sont précisément celles que l'on recherche. On les appelle valeurs propres de f. Pour chacune de ces valeurs λ, il suffit alors de chercher Ker(f – λId) pour trouver les v correspondants. On se reportera au chapitre ALGLINDG.PDF pour de plus amples informations. ◆
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