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LIMITES DE FONCTIONS



I. LIMITE en + ∞ et en – ∞ a. Limite infinie en + ∞ et en – ∞ Soit f une fonction définie sur un intervalle [ a ; + ∞ [ Si « f ( x ) est aussi grand que l’on veut dès que x est assez grand » , on dit que f a pour limite + ∞ en + ∞ et on note : lim f ( x ) = + ∞ x → +∞



Cf



 →



j



O



 →



i



Remarque : On dit aussi que la fonction f tend vers + ∞ quand x tend vers + ∞ . Exemples à connaître :



lim x = + ∞ , lim x ² = + ∞ x → +∞ x → +∞



,



lim x 3 = + ∞ , lim x=+∞ x → +∞ x → +∞



On définit de la même façon … lim f ( x ) = – ∞ x → +∞



lim f ( x ) = – ∞ x → –∞



lim f ( x ) = + ∞ x → –∞



 →



j



 →



j



O



 →



i



Cf



O



 →



i



Cf  →



j



Cf



Exemples à connaître :



Dans ces deux cas, f est définie sur un intervalle de la forme ] -∞ ; b ]



lim x ² = + ∞ x → –∞



lim x = – ∞ x → –∞



lim x 3 = – ∞ x → –∞



O



 →



i



b. Limite finie en + ∞ et en – ∞ et asymptote horizontale Soit f une fonction définie sur un intervalle I Intuitivement, dire que f a pour limite L en + ∞ , signifie que lorsque x prend des valeurs de plus en plus grandes vers + ∞ , les nombres f (x) viennent s’accumuler autour de L . On note : lim f ( x ) = L x → +∞ On dit que la droite d’équation y = L est asymptote horizontale à la courbe Cf en + ∞ .



L f(x)



Cf



 →



j



 →



O i



x



Remarques : • On obtient la même chose en remplaçant + en – • Une fonction n’a pas forcément une limite finie ou infinie quand x tend vers + ∞ . ) ( Par exemple x → sin x , x → cos x … 



Exemples à connaître : lim 1 = 0 , lim x → +∞ x x → +∞ lim 1 = 0 , lim x → –∞ x x → –∞







1 = 0 , lim x → +∞ x² 1 =0 , lim x → –∞ x²



1 =0 x3 1 =0 x3



,



lim x → +∞



1 =0 x



c. Asymptote oblique Soit C la courbe représentant une fonction f dans un repère. Dire que la droite d’équation y = a x + b est asymptote oblique à C en + ∞ revient à dire que : lim [ f (x) – (ax + b) ]= 0 x → +∞



y N f(x)



M



x Remarque : On obtient la même chose en remplaçant +



en –



C



II. LIMITE en a a. Limite infinie en a et asymptote verticale Soit f une fonction Si « f ( x) est aussi grand que l’on veut dès que x est assez proche de a » , on dit que f a pour limite + ∞ en a et on note : x lim →af(x)=+∞



On définit de la même façon x lim →af(x)=–∞



On dit que la droite d’équation x = a est asymptote verticale à la courbe Cf Cf



O



a



Remarque : Il arrive souvent qu’on soit amené à définir des limites « d’un seul côté de a » . Naturellement, on introduit les notions de limite à droite en a et de limite à gauche en a et on note : lim f ( x ) et lim f ( x ) ou encore lim f ( x ) et lim f ( x ) x → a+ x → ax→a x→a x>a x 0 ) lim k f ( avec k < 0 )



+∞ +∞ -∞



L kL kL



– 2 x² g ( x ) = - ∞ et



Exemple : Soit la fonction g définie sur IR* par g : x lim g ( x ) = 0 , lim g ( x ) = 0 , lim x → -∞ x → +∞ x → 0+



-∞ -∞ +∞



→







lim g ( x ) = – ∞ x → 0-



b. Limite de f + g lim f lim g lim ( f + g )



L L’ L + L’



L +∞ +∞



Exemple : Soit la fonction h définie sur IR+* par h : x On a h = f + g avec f : x On sait que



→







et



→







-∞ -∞ -∞



+∞ -∞ ?



x– 2 . x²



–2 x² lim g ( x ) = 0 ; x → +∞



x et g : x



lim f ( x ) = + ∞ x → +∞



+∞ +∞ +∞



L -∞ -∞



→







donc



lim h ( x ) = + ∞ x → +∞



c. Limite de f. g lim f lim g lim ( f .g )



L L’ L × L’



L>0 +∞ +∞



L>0 -∞ -∞



L0 L 0 L’ < 0 +/– ∞ 0 + 00+ 00



+∞



-∞



-∞



+∞



Exemple : Soit la fonction h définie sur IR+* par h : x



? →







2x – 4 x



+∞



-∞



On a h = f ou f : x → 2 x – 4 et g : x → x g On sait que lim f ( x ) = – 4 et lim g ( x ) = 0+ ; d’où lim h ( x ) = – ∞ x → 0+ x → 0+ x → 0+ 







-∞



+∞



0 0 ?
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