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R´ esum´ e Ce travail de recherche concerne la mod´elisation de l’h´ematopo¨ı`ese normale et alt´er´ee. Les cellules souches h´ematopo¨ı´etiques (CSH) sont des cellules indiff´erenci´ee qui se trouvent dans la moelle osseuse, et poss`edent la capacit´e d’auto-renouvellement et de diff´erenciation. L’h´ematopo¨ı`ese montre souvent des anomalies qui causent les maladies h´ematologiques. La leuc´emie My´elo¨ıde Chronique (LMC) est un cancer des globules blancs, r´esultant d’une transformation des chromosomes dans les CSH. En mod´elisant la LMC, nous d´ecrivons l’´evolution des CSH et cellules diff´erenci´ees dans la moelle osseuse, par un syst`eme d’´equations diff´erentielles ordinaires (EDO). L’hom´eostasie d´epend de quelques lign´ees cellulaires, et contrˆole la division des CSH. Nous analysons le comportement asymptotique global du mod`ele, pour obtenir les conditions de r´eg´en´eration de l’h´ematopo¨ı`ese normale et la persistance de la LMC. Nous d´emontrons que les cellules normales et canc´ereuses ne peuvent pas coexister longtemps. L’imatinib est un traitement principal de la LMC, administr´e a` des dosages variant de 400 a` 1000 mg par jour. Les patients r´epondent a` la th´erapie suivant les niveaux h´ematologique, cytog´en´etique et mol´eculaire. La th´erapie ´echoue quand les patients prennent plus de temps pour r´eagir (r´eponse suboptimale), ou bien r´ev`elent une r´esistance primaire ou secondaire apr`es une bonne r´eponse initiale. La d´etermination du dosage optimal, n´ecessaire `a la r´eduction des cellules canc´ereuses repr´esente notre objectif. Alors, nous repr´esentons les effets de la th´erapie par des probl`emes de contrˆole optimal pour minimiser le coˆ ut du traitement et le nombre des cellules canc´ereuses. La r´eponse suboptimale, les r´esistances primaire et secondaire, et le r´etablissement des patients, sont obtenus a` travers l’influence de l’imatinib sur la division et la mortalit´e des cellules canc´ereuses. En consid´erant la comp´etition intersp´ecifique, nous construisons a` partir du syst`eme d’EDO un mod`ele structur´e en aˆge, d´ecrivant les effets de la th´erapie sur les CSH canc´ereuses. Nous ´etablissons les conditions d’optimalit´e et d´emontrons l’existence et l’unicit´e d’un contrˆole optimal. Le processus d’interaction joue un rˆole important dans la dynamique des CSH normales ; en effet, les CSH filles normales peuvent se stabiliser ou montrer un rebond durant la th´erapie. Le dosage optimal est soit stable ou oscillant avec le temps, et les CSH filles canc´ereuses peuvent croˆıtre ou osciller. Cette ´etude contribue significativement dans l’obtention du dosage optimal lors du traitement de l’h´ematopo¨ı`ese alt´er´ee.



Control of the Dynamics of Chronic Myeloid Leukemia by Imatinib



Abstract Modelling normal and altered hematopoiesis represents a feature of our research work. Hematopoietic stem cells (HSC) are undifferentiated cells located in bone marrow, with unique abilities of self-renewal and differentiation (production of white cells, red blood cells and platelets). The process of hematopoiesis often exhibits some abnormalities causing hematological diseases. Chronic Myeloid Leukemia (CML) is a cancer of white blood cells, resulting from a chromosomal transformation of HSC. In modelling CML, we describe the evolution of HSC and differentiated cells (DC) in bone marrow, by means of ordinary differential equations (ODE). Homeostasis depends on some lines of hematopoietic cells, and controls partially the division of cancer HSC. We analyze the global asymptotic behavior of the model, providing conditions for regeneration of normal hematopoiesis and persistence of CML. We prove that normal and cancer hematopoietic cells cannot coexist for a long time. Imatinib is the main treatment of CML, administered at a dosage varying from 400 to 1000 mg per day. Patients respond to therapy with various levels being hematologic, cytogenetic and molecular. Therapy fails if patients take a long time to react, then suboptimal response occurs. Patients may also reveal primary or acquired resistance after an initial response. Determining the optimal dosage required to reduce cancer hematopoietic cells represents our challenge. To this aim, we approach therapy effects as an optimal control problems to minimize the cost of therapy and the number of cancer hematopoietic cells. Suboptimal response, primary resistance, acquired resistance and recovery are obtained through the influence of imatinib onto the division and mortality of cancer hematopoietic cells. Taking into consideration interspecific competition, we derive from our ODE system an age-structured system, describing the effects of therapy onto cancer HSC. We establish necessary conditions of optimality and prove the existence and uniqueness of an optimal control. We show that the interaction process play a crucial role into the dynamics of normal HSC. Indeed, normal daughter HSC either stabilize or show a rebound during therapy. The optimal dosage may be stable or oscillating over time, and cancer daughter HSC either grow continuously or show oscillations. This resolution contributes significantly in obtaining optimal dosage when treating altered hematopoiesis.
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Chapitre 1 Origine et traitement de la leuc´ emie my´ elo¨ıde chronique 1.1



Cellules souches h´ ematopo¨ı´ etiques



Les cellules souches sont pr´esentes au stade embryonnaire et dans l’organisme adulte. Elles se diff´erencient pour produire des cellules matures, et sont capables de se renouveler ind´efiniment. On retrouve par exemple les cellules souches h´ematopo¨ı´etiques (CSH) r´eg´en´erant les cellules du sang, les cellules souches intestinales, les cellules souches nerveuses dans certaines r´egions du cerveau (hippocampe, zone subventriculaire). Ces cellules jouent un rˆole tr`es important dans le d´eveloppement et le maintien de l’organisme. Elles se d´eveloppent d`es le stade embryonnaire, o` u elles sont pluripotentes. Le nombre et la virtualit´e des cellules souches diminuent progressivement, en cons´equence, elles ne sont pas nombreuses et sont ´eparpill´ees dans l’organisme adulte. Les moyens mol´eculaires qui r´egulent le d´eveloppement des CSH sont encore mal connus. Cependant, on peut ´etablir des tests identifiant l’activit´e des CSH : il s’agit de transplanter des cellules souches candidates et de v´erifier si elles peuvent r´eg´en´erer le tissu correspondant [15]. On d´ecrit plusieurs types de cellules souches : Les cellules souches totipotentes sont obtenues par division de l’ovule f´econd´ee. On les retrouvent dans les quatre premiers jours du d´eveloppement de l’embryon. Les cellules souches pluripotentes d´ecoulent de la masse cellulaire interne du blastocyste (stade du d´eveloppement embryonnaire variant de 5 a` 7 jours), et peuvent produire tous les tissus de l’organisme. 2
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Les cellules souches multipotentes retrouv´ees dans l’embryon et dans l’organisme adulte. Elles produisent plusieurs types de cellules et pr´eservent leur capacit´e d’autorenouvellement. Les cellules souches unipotentes, qui en se renouvelant, produisent un seul type cellulaire, comme celui de la peau ou du foie.



1.1.1



L’auto-renouvellement et la diff´ erenciation



Dans un tissu normal, on retrouve un ´equilibre entre le maintien du nombre des cellules souches par auto-renouvellement et l’entr´ee en diff´erenciation, il s’agit alors d’une hom´eostasie. Dans plusieurs tissus adultes (´epiderme, moelle osseuse, ...), les cellules souches peuvent rester en quiescence plusieurs mois [39, 92]. Suite a` un signal physiologique ou un stress important, les cellules souches prolif`erent pour se renouveler ou se diff´erencier. Des suggestions th´eoriques existent sur le renouvellement et la diff´erenciation des cellules souches (voir la figure 1.1). D’une part, on retrouve la division mitotique asym´etrique, pour laquelle les acides ribonucl´eiques messagers (ARNm) sont r´epartis de fa¸con in´egale entre deux cellules filles. Cette r´epartition est d´ecisive pour le devenir de la cellule, c’est-`a-dire soit le renouvellement ou bien la diff´erenciation. On admet parfois qu’une cellule fille reste li´ee `a la niche pour assurer le renouvellement, tandis que la deuxi`eme cellule fille se diff´erencie en cellule mature du tissu. D’autre part, on retrouve la division sym´etrique o` u la cellule souche donne deux cellules filles au mˆeme devenir, en produisant soit deux cellules souches, ou bien deux prog´eniteurs. Dans plusieurs travaux, on sugg`ere la cohabitation de ces deux mod`eles [15, 62]. Le mode de division peut ˆetre choisi selon les besoins du tissu : asym´etrique en cas d’´equilibre cellulaire, ou bien sym´etrique en cas de r´eg´en´eration cellulaire. La division sym´etrique d´es´equilibr´ee peut entraˆıner l’expansion des cellules souches, voire la formation des tumeurs. On constate ainsi que l’environnement influence certainement le choix du processus d’auto-renouvellement [15]. Les CSH se d´eveloppent en prog´eniteurs, qui se diff´erencient et produisent les lign´ees des globules rouges, globules blancs ou plaquettes. Les prog´eniteurs se d´eveloppent en pr´ecurseurs dont l’activit´e essentielle est la division cellulaire. Les pr´ecurseurs ´evoluent en cellules matures qui int`egrent la circulation du sang [27].
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Figure 1.1: La division asym´etrique (A) et sym´etrique (B) - Sch´ema propos´e par Barroca [15]



1.1.2



Le cycle cellulaire



L’ensemble des processus mol´eculaires ayant lieu de la production d’une cellule fille a` sa division est appel´e cycle cellulaire. La prolif´eration cellulaire est essentielle au d´eveloppement de l’embryon et au maintien de l’organisme adulte. Le cycle cellulaire est contrˆol´e par plusieurs prot´eines qui agissent dans un ordre pr´ecis, de la prolif´eration a` la mitose, o` u la cellule se divise en deux cellules filles. Sous l’influence de signaux mitog`enes, les cellules en phase de repos entament la phase de prolif´eration, dont deux principales phases sont l’interphase et la mitose [27, 59].



L’interphase Durant cette ´etape, les chromosomes sont r´epliqu´es suivant les phases G1 , S et G2 . La phase G1 : La d´esignation G1 provient du mot anglais gap. Durant cette phase, les cellules passent par le point de restriction. C’est un point de non-retour a` partir duquel la cellule est irr´eversiblement engag´ee dans la division, qui ne d´epend plus
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Figure 1.2: Les principales phases du cycle cellulaire - Sch´ema propos´e par Meijer [59]



des facteurs mitog`enes. La phase S : au cours de cette phase, la duplication de l’ADN se r´ealise et chaque chromosome est copi´e. La phase G2 : elle repr´esente une phase de v´erification, voire de r´eparation de l’ADN dupliqu´e dans la phase S. Si des d´egradations importantes sont d´etect´ees, la cellule subit la mort par apoptose.



La mitose Durant cette phase, les chromosomes d´edoubl´es se r´epartissent dans les deux cellules filles. En premier lieu, les chromosomes se condensent. Ensuite, l’enveloppe nucl´eaire de la cellule se d´ecompose. Les chromosomes s’alignent et se s´eparent. Alors le noyau et le cytoplasme se s´eparent. Cela se produit en cinq ´etapes : la prophase, la prom´etaphase, la m´etaphase, l’anaphase et la t´elophase. La phase de quiescence ou de repos, not´ee par G0 , succ`ede la mitose. N´eanmoins, certaines cellules filles rentrent en phase G1 avant de retourner en phase G0 . Par ailleurs, sous l’effet de signaux antimitog`enes, ou en cons´equence de la disparition des agents mitog`enes, la cellule cesse la prolif´eration et retourne en phase de quiescence. La dur´ee de cette phase de repos, o` u l’activit´e de la cellule se d´ecline,
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varie de quelques jours `a quelques ann´ees. C’est une ´etape importante pour comprendre la dynamique des CSH, puisque pr`es de 90% de cette population cellulaire est quiescente.



1.1.3



La notion de niche



Suite a` une greffe des CSH dans des receveurs irradi´es, Schofield [78] proposa en 1978 l’existence d’une structure accueillant les cellules souches, qui s’engagent soit vers l’auto-renouvellement ou bien vers la diff´erenciation. L’injection d’une cellule souche dans un tissu endommag´e peut entraˆıner le d´eplacement de cette cellule vers un autre organe, puis l’int´egration du tissu endommag´e afin de le rendre fonctionnel. On sugg`ere que les cellules souches reconnaissent et remettent en bon ´etat le tissu l´es´e [15, 18, 67, 78]. Cette notion de niche a ´et´e propos´ee selon des ´etudes sur les CSH ; cependant, la premi`ere niche de cellules souches a ´et´e d´ecrite dans les gonades de Drosophila [89, 90]. En effet, des ´etudes sur les glandes g´enitales de Drosophila ont montr´e que l’objectif de la niche est la protection des cellules souches des signaux ext´erieurs, induisant la diff´erenciation, la prolif´eration et l’apoptose. La transmission des signaux, de quiescence ou de prolif´eration, entre la niche et la cellule souche se fait par des interactions ligand 1 /r´ecepteur [15]. En greffant des CSH dans la circulation sanguine, la premi`ere ´etape qui se pr´esente est la migration. C’est l’adh´esion des CSH soit dans la diaphyse du f´emur, ou bien dans l’´epiphyse f´emorale ou du genou (voir la figure 1.3). Ces ´epiphyses sont des zones d’os spongieux form´ees de trab´ecules. La moelle osseuse se trouve dans les espaces macroscopiques entre les trab´ecules 2 . La niche sinuso¨ıdale 3 fait un premier appel par s´ecr´etion de facteurs ch´emotractants (comme CXCL12) afin d’accueillir les CSH. Cette ´etape est nomm´ee homing ou nichage. Ensuite, les CSH expriment leur r´ecepteur CXCR4. Les cellules CAR, se localisant au voisinage des cellules endoth´eliales sinuso¨ıdales ou endost´eales, repr´esentent un ´el´ement crucial de la niche des CSH car elles expriment fortement CXCL12 [15, 81]. On admet que les CSH recrut´ees peuvent rester dans la niche sinuso¨ıdale pour prolif´erer et se diff´erencier, ou bien int´egrer la niche endost´eale 4 . Cette ´etape s’appelle le logement, qui se produit suite `a la s´ecr´etion de facteurs ch´emotractants (comme le Stem Cell Factor). 1. Mol´ecule caract´eris´ee par sa nature de s’associer `a une autre. 2. Endroits riches en vaisseaux sanguins et pr´ef´erentiels pour le nichage des CSH. 3. Niche suspect´ee d’accueillir les CSH prolif´erantes. 4. Partie osseuse suppos´ee h´eberger les CSH quiescentes. Elle est form´ee de cellules ost´eoblastes, qui s´ecr`etent des facteurs de croissance pour les CSH.
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Figure 1.3: La migration des CSH du sang vers la moelle osseuse - Sch´ema propos´e par Barroca [15]



Les fonctions des niches sinuso¨ıdales et endost´eales dans l’´equilibre quiescence/prolif´eration et auto-renouvellement/diff´erenciation sont tr`es controvers´ees.



1.2



H´ ematopo¨ı` ese



L’h´ematopo¨ı`ese est un mot d’origine grecque, se composant de deux termes : h´emato pour ”sang” et po¨ı`ese pour ”cr´eation”. Ce processus physiologique permet la production des cellules sanguines, a` savoir les globules rouges, les globules blancs et les plaquettes. Quelques d´etails sur ces cellules sanguines sont donn´es dans la section 1.3. L’h´ematopo¨ı`ese de l’embryon et du foetus ait lieu dans plusieurs organes. On retrouve le sac vitelin comme premier tissu h´ematopo¨ı´etique. Un signe remarquable de l’h´ematopo¨ı`ese est la formation d’ilˆots sanguins, qui fusionnent en un
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r´eseau vasculaire li´e aux vaisseaux sanguins intra-embryonnaire. Alors, une circulation sanguine est fond´ee. Ensuite, on retrouve l’h´ematopo¨ı`ese dans la r´egion AGM (Aorte 5 , Gonades 6 , M´eson´ephros 7 ). Le d´eveloppement des premi`eres CSH se r´ealise dans la r´egion AGM, o` u les pr´ecurseurs peuvent se d´evelopper in vitro en cellules sanguines [15, 30, 76]. Par la suite, l’h´ematopo¨ı`ese est active dans le foie, la rate et gagne la moelle osseuse, o` u la production des cellules h´ematopo¨ı´etiques ait lieu durant toute la vie de l’individu. Cependant, en cas de stress, l’h´ematopo¨ı`ese peut se manifester dans la rate [15]. Par diff´erenciation, la cellule souche h´ematopo¨ı´etique se dirige vers l’une des lign´ees lympho¨ıde ou my´elo¨ıde (voir la figure 1.4), pour se d´evelopper en cellules sanguines.



1.3



Cellules sanguines



1.3.1



Les globules rouges



Appel´es aussi h´ematies ou ´erythrocytes, ce sont des cellules dont le cytoplasme est riche en h´emoglobine. Elles assurent la circulation de l’oxyg`ene et l’´evacuation du dioxyde de carbone dans l’organisme. L’´erythropo¨ı`ese est le processus de formation des ´erythrocytes dans la moelle osseuse.



1.3.2



Les globules blancs



Nomm´es par leucocytes, ce sont des cellules du syst`eme immunitaire. Elles sont pr´esentes dans le sang, la lymphe, les organes lympho¨ıdes (ganglions, rate, amygdale, v´eg´etations ad´eno¨ıdes et plaques de Peyer), ainsi que dans plusieurs tissus conjonctifs de l’organisme. En cas d’infection ou de r´eaction inflammatoire, le nombre de leucocytes augmente. Il s’agit alors d’hyperleucocytose. Dans certains cas de leuc´emie, les globules blancs se multiplient excessivement et provoquent un syndrome de leucostase. On retrouve trois principales classes de leucocytes : 5. Art`ere form´ee ` a la base du ventricule gauche du coeur. 6. Glandes g´enitales qui produisent les gam`etes et s´ecr`etent des hormones de reproduction. 7. Rein embryonnaire.
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1. Les granulocytes : ou bien polynuclaires, ils sont r´epartis en trois cat´egories selon leurs rˆoles dans la d´efense de l’organisme. On distingue les neutrophiles, les basophiles et les ´eosinophiles. 2. Les lymphocytes : ce sont des cellules qui r´eagissent suite a` la pr´esence des bact´eries ou des cellules canc´ereuses. On retrouve les lymphocytes T, lymphocytes B et NK (Natural Killers). 3. Les monocytes : ils poss`edent une capacit´e de destruction et de digestion des corps ´etrangers (virus, parasites et bact´eries), et se multiplient en cas d’infection chronique.



1.3.3



Les plaquettes



Appel´ees thrombocytes, ce sont des ´el´ements obtenus par division du cytoplasme du m´egacaryocyte, une cellule de la moelle osseuse. Les thrombocytes sont des petits fragments d´epourvus de noyau. Elles ont un rˆole important dans l’h´emostase. En s’associant a` la fibrine, elles forment un caillot qui adh`ere aux cellules endoth´eliales des vaisseaux sanguins pour les r´eparer.



1.4 1.4.1



Leuc´ emie my´ elo¨ıde chronique Les leuc´ emies



Les leuc´emies sont des cancers dˆ us `a une prolif´eration maligne des cellules sanguines ou de leurs pr´ecurseurs dans la moelle osseuse. On les distingue des lymphomes, qui repr´esentent des tumeurs se d´eveloppant dans les aires lympho¨ıdes. En l’absence d’un traitement efficace, les cellules leuc´emiques gagnent la place des cellules normales et se propagent dans d’autres organes, ce qui entraˆıne le d´ec`es du patient. Du point de vue clinique, les leuc´emies se pr´esentent en deux formes : chronique et aigu¨e. Par ailleurs, l’origine des cellules leuc´emiques, qui peut ˆetre lympho¨ıde ou my´elo¨ıde, joue un rˆole important dans la caract´erisation des leuc´emies [51].



Chapitre 1. Origine et traitement de la leuc´emie my´elo¨ıde chronique



10



Figure 1.4: H´ematopo¨ı`ese : la formation des lign´ees cellulaires - Sch´ema propos´e par Barroca [15]



Les leuc´ emies chroniques Les personnes aˆg´ees sont plus expos´ees `a ces h´emopathie, o` u les cellules leuc´emiques sont relativement matures et passent dans le sang.



Les leuc´ emies aigu¨ es La prolif´eration intense des cellules immatures du sang caract´erise ce type de leuc´emies, o` u un grand nombre d’enfants et de jeunes adultes y sont sujets.



1.4.2



D´ efinition de la leuc´ emie my´ elo¨ıde chronique



Un accroissement important du nombre de globules blancs dans le sang du patient est un symptˆome r´ev´elant la transformation d’une cellule souche pluripotente. Il s’agit d’un syndrome my´eloprolif´eratif, connu par la leuc´emie my´elo¨ıde
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Figure 1.5: Formation du chromosome Philadelphie - Sch´ema propos´e par Leguay et Mahon [53]



chronique (LMC), ou bien leuc´emie my´elog`ene. Cette maladie est caus´ee par une alt´eration chromosomique puisque les chromosomes 9 et 22 pr´esentent une translocation r´eciproque, formant ainsi le chromosome Philadelphie not´e par Ph (voir la figure 1.5). L’exposition chronique au benz`ene ou aux radiations ionisantes est la cause de 5% des cas de cette maladie, dont l’incidence annuelle en France varie de 600 a` 1000 cas, et augmente avec l’ˆage des individus [51]. La LMC ´evolue en trois phases : la premi`ere est chronique, la deuxi`eme est une phase d’acc´el´eration et la troisi`eme est une phase blastique, o` u la maladie se transforme en leuc´emie aigu¨e.



1.4.2.1



Phase chronique



Durant cette phase, la moiti´e des patients ne pr´esentent que peu de symptˆomes. Le nombre des basophiles et des plaquettes augmente, et on retrouve moins de 10% de blastes dans le sang. La dur´ee moyenne de cette phase est de 5 ans.



1.4.2.2



Phase d’acc´ el´ eration



C’est une phase interm´ediaire entre la phase chronique et la phase blastique. On retrouve de 15 a` 20% de blastes dans le sang. Cette phase dure en moyenne de 6 `a 9 mois.
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Phase blastique



Les signes cliniques durant cette phase ressemblent `a ceux d’une leuc´emie aigu¨e : fi`evre, amaigrissement, douleurs osseuses, an´emie, thrombop´enie et hyperleucocytose. On retrouve plus de 30% de blastes dans le sang et la moelle osseuse. Les m´ecanismes mol´eculaires induisant l’acutisation ne sont pas bien d´efinis. L’augmentation d’activit´e oncog´enique 8 et l’instabilit´e g´en´etique sont mises en cause. La gravit´e de la maladie peut ˆetre d´etermin´ee selon le score de Sokal. C’est un indice faisant impliquer quatre facteurs : l’ˆage du patient, la taille de la rate, le pourcentage de blastes dans le sang et la num´eration des plaquettes. Par exemple, si cet indice est inf´erieur `a 0.8, la survie est estim´ee `a 5 ans. Les chances de survie chutent dans le cas contraire [51].



1.4.3



M´ ecanisme mol´ eculaire



La translocation r´eciproque entre les bras longs des chromosomes 9 et 22 produit le chromosome Philadelphie. En premier lieu, la r´egion Abl (Abelson) situ´ee sur le bras long du chromosome 9 se d´etache. Sa partie t´elom´erique prend la place de la partie t´elom´erique du bras long du chromosome 22, dans la r´egion Bcr (Breakpoint Cluster Region). Il en r´esulte la formation d’un chromosome 22 tr`es court, contenant le g`ene chim´erique Bcr-Abl. La synth`ese d’ARN messagers hybrides 9 dits chim´eriques est conserv´ee. L’ARN chim´erique est exprim´e en une prot´eine de fusion Bcr-Abl, qui poss`ede un rˆole oncog´enique, avec une activit´e tyrosine kinase importante. Plus de d´etails sont donn´es dans [51].



1.5



Traitements de la leuc´ emie my´ elo¨ıde chronique



Dans cette section, nous indiquons les diff´erents traitements de la LMC, ainsi que les niveaux des r´eponses obtenues. Plus de d´etails sont donn´es dans [51]. 8. Les oncog`enes repr´esentent une cat´egorie de g`enes relatifs aux pathologies canc´ereuses. 9. Qui proviennent du croisement des deux g`enes Abl et Bcr.
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Chimioth´ erapie palliative



L’hydroxyur´ee (Hydr´ea) est le traitement le moins n´efaste, qui aboutit a` une r´emission h´ematologique dans environ 70% des cas. Cependant, la r´emission cytog´en´etique est tr`es rare (voir la section 1.5.4 pour des explications sur les niveaux de r´emission).



1.5.2



Interf´ eron



C’est le traitement standard depuis 1980, qui donne une r´emission h´ematologique pour 80% des patients. La r´emission cytog´en´etique ne d´epasse pas 20% des cas.



1.5.3



Greffes



Un traitement pouvant produire une chance importante de gu´erison est l’allogreffe de la moelle osseuse. Cette greffe est pr´ec´ed´ee par une chimioth´erapie `a fortes doses pour d´etruire les cellules souches du patient. Seulement, elle est r´eduite aux patients jeunes, trouvant un donneur compatible dans la fratrie. Les patients plus aˆg´es peuvent ˆetre trait´es par le mini-transplant. C’est une nouvelle technique de greffe de la moelle osseuse, en cours d’´evaluation et moins toxique. En effet, une chimioth´erapie `a doses normales et un traitement immunosuppresseur sont administr´es au patient afin qu’il accepte le greffon du donneur. Les globules blancs du donneur d´etruisent alors les cellules leuc´emiques du patient.



1.5.4



Imatinib



Mode d’action Les prot´eines kinases sont des ´el´ements qui contrˆolent la prolif´eration cellulaire, la diff´erenciation et l’apoptose. Elles poss`edent un rˆole important dans la transduction d’un signal. En effet, la signalisation cellulaire est un m´ecanisme coordonn´e, et chaque ´ev´enement irr´egulier peut entraˆıner la formation d’une tumeur. L’´elaboration d’inhibiteurs s´electifs de certaines prot´eines kinases qui pr´esentent un trouble fonctionnel est une approche th´erapeutique encouragente dans le traitement des cancers. L’activation durable de la tyrosine kinase (TK) abelson (c-abl) est une cause de la
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LMC. Imatinib a d´emontr´e une aptitude d’inhibition importante sur l’activit´e tyrosine kinase de la prot´eine de fusion bcr-abl [72].



Posologie Le traitement de premi`ere ligne est d´etermin´e `a 400 mg/jour pour la plupart des patients. Dans certains cas en phase acc´el´er´ee de la maladie, des doses ´elev´ees `a 600 mg/jour, voire 800 mg/jour sont prescrites [83]. Une dose de 1000 mg/jour a ´et´e administr´ee dans une ´etude men´ee par Deininger et al. [31].



Niveaux des r´ eponses h´ ematologique, cytog´ en´ etique et mol´ eculaire La r´ eponse h´ ematologique compl` ete correspond a` l’´elimination des signes h´ematologiques de la LMC. Cela constitue un retour a` un taux de plaquettes inf´erieur a` 450 G/L et un taux de leucocytes inf´erieur `a 10 G/L, la disparition des cellules granuleuses immatures circulantes, la r´eduction de la basophilie 10 a` moins de 5% de la formule sanguine, ainsi que la disparition de la spl´enom´egalie 11 . La r´ eponse cytog´ en´ etique est estim´ee par l’observation des cellules m´edullaires 12 sur au moins 20 `a 30 mitoses. La r´eponse cytog´en´etique compl`ete est d´efinie par la disparition compl`ete des m´etaphases 13 Ph+. La r´eponse cytog´en´etique partielle est d´efinie par la diminution jusqu’`a 35% des m´etaphases Ph+. Les patients en r´eponse cytog´en´etique majeure pr´esentent soit une r´eponse compl`ete ou partielle. Cependant, la persistance de plus de 95% de mitoses Ph+ indique l’absence de la r´eponse cytog´en´etique. Entre les deux, on retrouve la r´eponse mineure qui d´efinit la persistance de 36 a` 65% de mitoses Ph+, et la r´eponse minime qui d´efinit la persistance de 66 a` 95% de mitoses Ph+. La r´ eponse mol´ eculaire est ´evalu´ee par la quantification du taux de transcrits Bcr-Abl. Le consensus europ´een recommande l’utilisation des g`enes de contrˆole Abl ou Bcr, et propose que les r´esultats soient donn´es par le ratio entre le nombre de copies Bcr-Abl, et le nombre de copies du g`ene de contrˆole. La r´eponse mol´eculaire majeure est d´efinie par un ratio inf´erieur ou ´egal `a 0.1%, quant `a la r´eponse mol´eculaire 10. 11. 12. 13.



Pr´esence excessive dans le sang de polynucl´eaires basophiles, vari´et´e de globules blancs Augmentation de volume de la rate (ceci est rep´erable `a la palpation) Qui concerne la moelle osseuse Deuxi`eme phase de la mitose
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compl`ete correspond a` un transcrit Bcr-Abl non d´etectable. Le tableau suivant r´ecapitule les caract´eristiques de ces r´eponses [75].



Table 1.1: Crit`eres des r´eponses au traitement par imatinib - Tableau propos´e par Tulliez [83]



Evaluation des r´ eponses au traitement La dur´ee de traitement est un facteur important pour d´ecrire le niveau de la r´eponse. En effet, l’absence de la r´eponse h´ematologique compl`ete `a trois mois et de la r´eponse cytog´en´etique au moins partielle `a 12 mois, ou bien compl`ete `a 18 mois, d´efinit un ´echec du traitement. Des ´etudes ont d´emontr´e que la chance d’obtenir une r´eponse tardive diminue lorsque le temps passe. On parle alors d’une r´esistance primaire. La r´esistance secondaire d´efinit la perte de la r´eponse h´ematologique ou bien cytog´en´etique. Tout en ne satisfaisant pas les crit`eres d’´echec, certains patient r´ev`elent une cyn´etique de r´eponse trop lente. Il s’agit alors d’une r´eponse suboptimale [75]. Un r´esum´e est donn´e dans le tableau suivant.



R´ esistance ` a l’imatinib L’incidence des ph´enom`enes de r´esistance est variable selon la phase de la maladie : chronique, acc´el´er´ee ou acutis´ee. Cette incidence est faible en phase chronique puisque 95% des patients trait´es pr´esentent une r´emission h´ematologique, qui ´evolue en r´emission cytog´en´etique majeure ou compl`ete dans 85% des cas [72]. En revanche, environ un tiers des patients en phase acc´el´er´ee et deux tiers en phase blastique pr´esentent une r´esistance h´ematologique primaire [83]. La r´esistance est due parfois aux facteurs suivants :
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Table 1.2: Evaluation des r´eponses au traitement Tableau propos´e par Tulliez [83]



1. Les mutations dans le domaine kinase de Bcr-Abl, dont on a d´ecrit 40 formes diff´erentes. Certaines mutations apparaissent dans la zone de fixation de l’imatinib sur la mol´ecule Bcr-Abl et entraˆınent la perte compl`ete de l’efficacit´e du traitement. 2. L’amplification du g`ene Bcr-Abl dans la cellule Ph+. 3. L’alt´eration de certaines voies de signalisation ou l’acquisition de nouvelles anomalies cytog´en´etiques dans la population clonale Ph+. 4. Le d´efaut d’entr´ee de l’imatinib a` l’int´erieur de la cellule ou l’augmentation de l’efflux de l’imatinib hors de la cellule.



1.6



Position du probl` eme biomath´ ematique



La formulation math´ematique des probl`emes biologiques est une phase importante pour comprendre et pr´edire la dynamique de la population analys´ee. Le premier point consiste `a mod´eliser le probl`eme biologique en question. Ce travail peut se faire en regardant les propri´et´es du probl`eme, puis en construisant un mod`ele math´ematique dont certains principes peuvent ˆetre trouv´es dans la litt´erature. A travers l’analyse math´ematique et les simulations num´eriques, on peut ´etablir une liaison avec les observations biologiques.
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Dans ce travail de recherche, le d´eveloppement et le contrˆole de la dynamique des cellules souches h´ematopo¨ı´etiques normales et canc´ereuses, au cours de la leuc´emie my´elo¨ıde chronique, repr´esente notre probl`eme biologique. L’´etude que nous pr´esentons porte sur l’´elaboration, l’analyse et le contrˆole des mod`eles math´ematiques de l’h´ematopo¨ı`ese, prenant en consid´eration la comp´etition entre les cellules normales et canc´ereuses. Dans le chapitre 2, apr`es un bref historique sur quelques mod`eles de base, nous d´eveloppons des mod`eles math´ematiques d’´equations diff´erentielles ordinaires (EDO) et de d´eriv´ees partielles (EDP), o` u l’ˆage chronologique des cellules, ainsi que la comp´etition intersp´ecifique, sont pris en consid´eration. Dans ces mod`eles, nous repr´esentons l’effet de la th´erapie sur les cellules canc´ereuses. Dans le chapitre 3, nous analysons la dynamique globale du syst`eme d’EDO, en consid´erant la capacit´e d’accueil de la moelle osseuse aux cellules souches h´ematopo¨ı´etiques et cellules en voie de diff´erenciation, appel´ees dans ce travail par cellules diff´erenci´ees. Cette ´etude a fait l’objet d’une publication [7]. Le chapitre 4 est consacr´e a` la repr´esentation de l’effet de l’imatinib sur la dynamique cellulaire d´ecrite par le syst`eme d’EDO. Il s’agit d’un probl`eme de contrˆole optimal, induisant la dose optimale de l’imatinib n´ecessaire au r´etablissement des patients. Dans les cas des r´esistances primaire ou secondaire, ainsi qu’en cas d’apparition de la r´eponse suboptimale, nous d´eterminons la dose optimale qui limite le d´eveloppement des cellules canc´ereuses dans la moelle osseuse. Ce travail est publi´e dans [8]. Dans le chapitre 5, nous citons quelques travaux ´etablis sur la mod´elisation de l’h´ematopo¨ı`ese. Nous mentionnons le manque d’´etude des syst`emes d’EDP d´ecrivant l’h´ematopo¨ı`ese, par la th´eorie de l’optimisation. Le chapitre 6 est destin´e a` d´emontrer que notre mod`ele d’EDP structur´e en aˆge, et tenant compte de la comp´etition intersp´ecifique, admet une solution unique et positive. Dans le chapitre 7, nous discr´etisons notre syst`eme d’EDP pour construire un sch´ema num´erique, o` u seulement la comp´etition intrasp´ecifique est mod´elis´ee. Nous d´emontrons que la solution discr`ete converge vers la solution faible du syst`eme d’EDP. Par ailleurs, nous prouvons l’existence d’un contrˆole optimal discret, minimisant le nombre des cellules canc´ereuses et le coˆ ut du traitement. Notons que cette ´etude se fait de la mˆeme mani`ere lorsque la comp´etition intersp´ecifique se pr´esente. Ce travail est en r´evision [9]. Dans le chapitre 8, nous analysons le probl`eme de contrˆole optimal pour le syst`eme
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d’EDP, o` u la comp´etition intersp´ecifique est prise en consid´eration. Nous d´emontrons l’existence et l’unicit´e d’un contrˆole optimal, et donnons sa formule en fonction des variables adjointes. Ce travail est envoy´e [10]. Le chapitre 9 est consacr´e aux simulations num´eriques du syst`eme d’EDP. Le sch´ema num´erique est similaire a` celui que nous avons d´evelopp´e dans le chapitre 7. La dynamique des cellules souches h´ematopo¨ı´etiques, normales et canc´ereuses, ainsi que la dose optimal de l’imatinib, sont repr´esent´ees selon le choix de l’hom´eostasie. Une conclusion et des perspectives sont alors donn´ees dans le chapitre 10.



Chapitre 2 Mod` eles Math´ ematiques de l’h´ ematopo¨ı` ese Nous pr´esentons bri`evement un historique sur les mod`eles continus utilis´es en dynamique des populations, ainsi que leurs propri´et´es. Ensuite, nous d´ecrivons les mod`eles math´ematiques de l’h´ematopo¨ı`ese analys´es dans ce travail.



2.1



Historique des mod` eles continus



Nous d´ecrivons l’´evolution d’une densit´e de population N suivant le temps t. Cette densit´e est exprim´ee dans certains cas en termes d’organismes ou d’individus vivants (insectes, cellules, . . . ) par unit´e de surface (km2 , . . . ) ou de poids (kg, . . . ). La conservation de la positivit´e de la solution est l’une des contraintes de la mod´elisation. Nous commen¸cons par pr´esenter quelques mod`eles de croissance souvent utilis´es en dynamique des populations.



2.1.1



La croissance d´ efinie par Malthus



Malthus ´etudia en 1798 le probl`eme de d´eveloppement d’une population N a` l’instant t, not´ee par N (t) [65]. Il proposa un mod`ele d’´evolution avec un taux de croissance constant : dN = (b − d)N ⇒ N (t) = N0 e(b−d)t , ∀t > 0 dt 19



(2.1)
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o` u N0 est la donn´ee initiale. Le param`etre b repr´esente le taux de natalit´e ; c’est le nombre de naissances produites par l’ensemble de la population. Par ailleurs, d repr´esente le nombre de d´ec`es rapport´e au nombre d’individus. Ces donn´ees statistiques sont estim´ees suivant une ´echelle de temps fix´ee (jour, mois, . . . ). La progression d´emographique et l’augmentation des ressources peuvent se r´ealiser avec des vitesses diff´erentes. En effet, l’´etude qualitative du mod`ele (2.1) montre que : – La densit´e de la population tend exponentiellement vers l’infini si b > d. – La population ne progresse pas avec le temps dans le cas o` u b = d. – Une d´ecroissance instantan´ee conduit `a l’extinction de la population si b < d.



2.1.2



La croissance d´ efinie par Verhulst



Verhulst d´eveloppa en 1836 sur la base du mod`ele Malthusien, un mod`ele consid´erant la capacit´e d’accueil de l’environnement K : dN = (b − d)N dt



  N 1− , K



N (0) = N0 .



(2.2)



Le param`etre K repr´esente le nombre maximal d’individus pouvant subsister ensemble. Ce nombre est li´e aux ressources indispensables au d´eveloppement de la population ; en effet, les individus se retrouvent en comp´etition pour la nourriture, le territoire ou la reproduction par exemple [65]. Suivant l’´equation (2.2), un contrˆole naturel limite la croissance de la population puisque pour n’importe quelle donn´ee initiale N0 , la limite de la solution N (t) N (t) =



N0 Ke(b−d)t K + N0 (e(b−d)t − 1)



montre que – La densit´e de la population tend vers K si b > d. – La population ne progresse pas avec le temps dans le cas o` u b = d. – Une d´ecroissance instantan´ee conduit `a l’extinction de la population si b < d.
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La croissance d´ efinie par Sharpe-Lotka-McKendrick



Le mod`ele lin´eaire de Sharpe-Lotka-McKendrick, pour une population structur´ee en ˆage est formul´e ainsi : soit n(t, a) la densit´e de la population respective a` l’ˆage a et au temps t. A un instant t, la population totale des individus d’ˆage variable entre a1 et a2 est donn´ee par



a2



Z



n(t, a)da a1



et la population totale de tous les individus est Z



+∞



n(t, a)da.



N (t) = 0



La densit´e n(t, a) satisfait le processus de vieillissement ∂n ∂n + = −m(a)n(t, a) ∂t ∂a



(2.3)



o` u m est le taux de mortalit´e d´ependant de l’ˆage. Le processus de naissance de la population satisfait Z



+∞



n(t, 0) =



β(a)n(t, a)da, t > 0.



(2.4)



0



La fonction β est non n´egative, appel´ee le taux de fertilit´e. La formule n(t, 0) est interpr´et´ee par le taux de naissance `a l’instant t. La condition initiale en ˆage est repr´esent´ee par n(0, a) = ϕ(a), a ≥ 0.



(2.5)



La fonction ϕ est d´efinie positive. En g´en´eral, l’´equation (2.4) n’est pas n´ecessairement v´erifi´ee `a l’instant t = 0 [86]. Dans le cas o` u cette propri´et´e est satisfaite, alors les ´equations (2.4) et (2.5) doivent ˆetre compatibles, c-`a-d Z ϕ(0) =



+∞



β(a)ϕ(a)da. 0



(2.6)
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Mod´ elisation de l’h´ ematopo¨ı` ese par les ´ equations diff´ erentielles ordinaires



2.2.1



Dynamique cellulaire incontrˆ ol´ ee



Nous consid´erons les populations des CSH et cellules diff´erenci´ees (CD). Ces derni`eres repr´esentent les cellules n’ayant pas les propri´et´es des CSH. Chaque population est r´epartie en cellules normales et cellules canc´ereuses. Notons par x0 (t), x1 (t), y0 (t) et y1 (t), respectivement, le nombre des CSH normales, CD normales, CSH canc´ereuses et CD canc´ereuses, a` l’instant t. Les CSH et CD normales sont ´elimin´ees avec des taux d0 et d1 par jour, respectivement. Les CSH et CD canc´ereuses sont ´elimin´ees avec des taux g0 et g1 par jour, respectivement. Les CSH normales produisent des CD normales avec un taux r par jour, alors que les CSH canc´ereuses produisent des CD canc´ereuses avec un taux q par jour. Les CSH se divisent et produisent des cellules de la mˆeme maturit´e ; ce processus s’appelle l’auto-renouvellement des cellules. Nous supposons que les CSH normales et canc´ereuses se divisent avec des taux n et m par jour, respectivement. Tous ces param`etres sont positifs et constants. La comp´etition des CSH pour l’espace dans la moelle osseuse a ´et´e consid´er´ee pour les maladies my´eloprolif´eratives [19]. Dingli et Michor [32] ont suppos´e que les CSH canc´ereuses sont en comp´etition avec les CSH normales et peuvent ˆetre moins sensibles `a l’effet de l’entassement dans la moelle osseuse. Dans leur mod`ele, la r´eg´en´eration des CSH est r´egie par l’hom´eostasie, qui contrˆole le processus de division selon le nombre total des CSH (x0 + y0 ). L’hom´eostasie des cellules normales est repr´esent´ee par une fonctionnelle Φ, tandis que l’hom´eostasie des cellules canc´ereuses est repr´esent´ee par une fonctionnelle Ψ. Nous supposons que ces fonctionnelles sont positives, inversibles et d´ecroissantes par rapport au nombre total des CSH. L’´evolution des cellules normales et canc´ereuses est d´ecrite par Dingli et Michor [32] ainsi :  dx0   = n Φ(x0 + y0 ) x0 − d0 x0   dt     dx1   = r x 0 − d 1 x1  dt  dy0   = m Ψ(x0 + y0 ) y0 − g0 y0   dt       dy1 = q y0 − g1 y1 dt



(2.7)
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o` u Φ(x0 + y0 ) =



1 , 1 + cx (x0 + y0 )



Ψ(x0 + y0 ) =



1 . 1 + cy (x0 + y0 )



Par ailleurs, Loeffler et Roeder [74] ont propos´e un mod`ele d´ecrivant l’interaction entre les CSH et leur environnement. Ils ont mentionn´e que les m´ecanismes de contrˆole relatifs aux cellules matures n’ont pas ´et´e pris en consid´eration dans leur mod`ele. Bondar et al. [16] ont not´e que la comp´etition cellulaire poss`ede un rˆole important dans l’hom´eostasie. Cette comp´etition est sp´ecifique aux CSH et prog´eniteurs ; elle est conrˆol´ee par le niveau de la phosphoprot´eine nucl´eaire p53 dans les cellules. Quelques d´etails sur le rˆole de p53 dans le cycle cellulaire sont donn´es par May et al. [57]. A notre connaissance, aucune ´etude scientifique n’a ´et´e r´ealis´ee pour investiguer la dynamique cellulaire lorsque l’hom´eostasie d´epend du nombre des CD, ou bien du nombre des CSH et CD. Dans notre mod`ele, l’hom´eostasie des cellules normales est repr´esent´ee par une fonctionnelle Φ positive, d´ecroissante et inversible, qui r´egule la division des CSH normales selon trois sc´enarios. Dans le premier sc´enario, Φ d´epend du nombre total des CSH (x0 + y0 ). Dans le deuxi`eme sc´enario, Φ d´epend du nombre total des CD (x1 + y1 ). Dans le dernier sc´enario, Φ d´epend du nombre total des CSH et CD (x0 + x1 + y0 + y1 ). Une fonctionnelle Ψ positive, d´ecroissante et inversible d´ecrit l’hom´eostasie des cellules canc´ereuses. Afin de d´efinir Ψ, nous supposons que l’hom´eostasie des cellules canc´ereuses est efficace au d´ebut de l’´evolution clinique de la maladie ; tandis qu’elle s’incline dans un stade avanc´e. Ainsi, Ψ d´epend de (x0 + α y0 ), (x1 + α y1 ) ou (x0 + x1 + α (y0 + y1 )), o` u α est une constante positive appartenant `a ]0, 1[, appell´ee le coefficient de comp´etition [46]. En cons´equence, nous analysons la dynamique des cellules normales et canc´ereuses suivant trois sc´enarios : dans le premier sc´enario Φ := Φ(x0 + y0 ),



Ψ := Ψ(x0 + α y0 )



dans le deuxi`eme sc´enario Φ := Φ(x1 + y1 ),



Ψ := Ψ(x1 + α y1 )
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et dans le troisi`eme sc´enario Φ := Φ(x0 + x1 + y0 + y1 ),



Ψ := Ψ(x0 + x1 + α (y0 + y1 )).



La population poss`ede une donn´ee initiale positive et ´evolue suivant ce mod`ele  dx0   = n Φ(ε1 (x0 + y0 ) + ε2 (x1 + y1 )) x0 − d0 x0   dt     dx1   = r x 0 − d 1 x1  dt  dy0   = m Ψ(ε1 (x0 + αy0 ) + ε2 (x1 + αy1 )) y0 − g0 y0   dt       dy1 = q y0 − g1 y1 dt



(2.8)



o` u ε1 = 1 et ε2 = 0 dans le premier sc´enario. Dans le deuxi`eme sc´enario, ε1 = 0 et ε2 = 1. Dans le dernier sc´enario, ε1 = ε2 = 1. Nous r´ecapitulons les param`etres du mod`ele dans le tableau suivant : Param`etres Descriptions



2.2.2



n



taux de division des CSH normales



d0



taux de mortalit´e des CSH normales



r



taux de production des CD normales



d1



taux de mortalit´e des CD normales



m



taux de division des CSH canc´ereuses



g0



taux de mortalit´e des CSH canc´ereuses



q



taux de production des CD canc´ereuses



g1



taux de mortalit´e des CD canc´ereuses



α



coefficient de comp´etition



(2.9)



Dynamique cellulaire contrˆ ol´ ee



Dans cette partie, nous admettons que l’hom´eostasie d´epend seulement du nombre des CSH. La dose du traitement est repr´esent´ee par une fonction positive u, qui d´epend du temps. Cette fonction est continue par morceaux `a cause de l’administration et la d´egradation journali`eres de l’imatinib [87]. Par ailleurs, la toxicit´e du traitement entraˆıne une limitation de la dose [31, 83], alors u est suppos´ee ˆetre born´ee dans [0, umax ] pour tout instant t dans [0, T ], o` u T d´enote la dur´ee de traitement.
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Nous introduisons deux effets non lin´eaires de l’imatinib h1 (u) et h2 (u), a` valeurs dans [0, 1]. Le premier effet h1 (u) inhibe absolument la division des CSH canc´ereuses pour une dose intol´erable. Cela ait un sens puisque dans certains cas, les CSH canc´ereuses sont suspect´ees ˆetre insensibles a` la th´erapie standard ; ainsi, elles sont a` l’origine de l’´echec du traitement [32, 44, 74]. Du point de vue biologique, un nombre important de CD est produit par prolif´eration des CD [79]. Nous supposons que l’effet h1 (u) inhibe compl`etement la prolif´eration des CD canc´ereuses pour une dose intol´erable. Le deuxi`eme effet h2 (u) r´eduit la dur´ee de vie des cellules canc´ereuses a` certaines heures pour une dose intol´erable. L’objectif du traitement est de limiter la croissance des cellules canc´ereuses, tout en gardant une toxicit´e acceptable pour les cellules normales. Ainsi, notre objectif consiste a` minimiser le nombre des cellules canc´ereuses et r´eduire la toxicit´e du traitement. Alors l’ensemble des contrˆoles admissibles est donn´e par U = {fonctions continues par morceaux u(t) : 0 ≤ u(t) ≤ umax , ∀t ∈ [0, T ]} . Posons y0s et y0i les nombres des CSH canc´ereuses, sensibles et insensibles au traitement, respectivement. Un probl`eme de contrˆole optimal est r´esolu lorsque nous d´eterminons une fonction u∗ (t) appartenant a` U, qui minimise la fonction coˆ ut suivante



Z J(u) =



T







 2 2 u2 (t) + y0s (t) + y0i + y12 (t) dt.



0



Le premier terme de J est quadratique et repr´esente un coˆ ut non lin´eaire du traitement. D’autres formes de J existent dans la litt´erature [29, 54, 66]. Nous admettons que les donn´ees initiales sont positives au d´ebut de la th´erapie ; ensuite, nous analysons les effets non lin´eaires de l’imatinib sur la dynamique cellulaire suivant les sc´enarios suivants 1. Sc´enario 1 : la th´erapie contrˆole la division des CSH canc´ereuses a` travers la fonction d´ecroissante h1 (u), qui atteint sa valeur maximale 1 pour u = 0. Cela signifie que les CSH canc´ereuses se divisent avec un taux m en absence de la th´erapie. Cependant, h1 (u) converge vers z´ero pour une dose intol´erable. 2. Sc´enario 2 : la th´erapie amplifie la mortalit´e des CD canc´ereuses par la fonction croissante h2 (u). Cette fonction satisfait h2 (0) = 0, ce qui signifie que les CD canc´ereuses d´eclinent avec le taux g en absence de la th´erapie. Par ailleurs, h2 (u) converge vers sa valeur maximale 1 pour une dose intol´erable.
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3. Sc´enario 3 : la th´erapie contrˆole la division des CSH canc´ereuses et augmente la mortalit´e des CD canc´ereuses, a` travers les fonctions h1 (u) et h2 (u) d´efinies pr´ec´edemment. 4. Sc´enario 4 : la th´erapie amplifie la mortalit´e des CSH canc´ereuses par la fonction h2 (u), pour une proportion β des CSH canc´ereuses. 5. Sc´enario 5 : la th´erapie contrˆole la prolif´eration des CD canc´ereuses par la fonction h1 (u) d´efinie pr´ec´edemment. Notre mod`ele est donc de la forme suivante  dx0   = n Φ(x0 + y0 ) x0 − d0 x0    dt    dx1   = r x0 − (d − d2 ) x1     dt dy0s = m Ψ(x0 + αy0 ) y0s (ε1 + ε2 h1 (u)) − g0 y0s − β ε4 h2 (u)y0s  dt    dy0i   = m Ψ(x0 + αy0 ) y0i − g0 y0i    dt    dy1   = q y0 − g y1 + (ε5 + ε6 h1 (u)) g2 y1 − ε3 h2 (u)y1 dt



(2.10)



Dans le cas o` u toutes les CSH canc´ereuses sont cibl´ees par le traitement, nous avons y0s = y0 et y0i = 0. De la mˆeme fa¸con, si toutes les CSH canc´ereuses sont insensibles au traitement, alors y0s = 0 et y0i = y0 . Les param`etres du mod`ele sont d´efinis dans le tableau (2.9). Par ailleurs, les param`etres d et g sont les taux de mortalit´e des CD normales et canc´ereuses, respectivement. Les param`etres d2 et g2 sont les taux de prolif´eration des CD normales et canc´ereuses, respectivement. Les constantes εi , i = 1, . . . , 6 sont d´efinis dans chaque sc´enario ainsi : Sc´enarios



ε1 ε2 ε3 ε4 ε5 ε6



Sc´enario 1 0



1



0



0



1



0



Sc´enario 2 1



0



1



0



1



0



Sc´enario 3 0



1



1



0



1



0



Sc´enario 4 1



0



0



1



1



0



Sc´enario 5 1



0



0



0



0



1



(2.11)
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Mod´ elisation de l’h´ ematopo¨ı` ese par les ´ equations aux d´ eriv´ ees partielles



Dans cette section, nous pr´esentons la dynamique des CSH normales et canc´ereuses en tenant compte de l’ˆage chronologique de cette population, ainsi que la comp´etition intersp´ecifique entre les cellules.



2.3.1



Dynamique cellulaire incontrˆ ol´ ee



Notons par x(t, a) et y(t, a) les densit´es des CSH normales et canc´ereuses d’ˆage a, respectivement. Ces densit´es sont ´evalu´ees a` l’instant t et sont exprim´ees en nombre de cellules par kg en g´en´erale [1, 28]. A un instant donn´e t, le nombre des CSH Ra normales dont l’ˆage varie entre a1 et a2 est donn´ee par a12 x(t, a)da. Notons par A l’ˆage maximal de subsistance ou bien la dur´ee de vie maximale des CSH. La population totale des CSH normales `a l’instant t est repr´esent´ee par Z



A



x(t, a)da,



X(t) = 0



quant a` la population totale des CSH canc´ereuses `a l’instant t est donn´ee par Z Y (t) =



A



y(t, a)da. 0



Nous avons d´ecrit dans la section 2.2.1 l’´evolution de ces populations totales en fonction du temps seulement. En effet, le mod`ele relatif au premier sc´enario du mod`ele (3.1) est donn´e par  dX  = nΦ(X + Y )X − d0 X  dt   dY = mΨ(X + α Y )Y − g Y. 0 dt



(2.12)



Rappelons que n et m sont les taux de division des CSH normales et canc´ereuses, respectivement. Les taux de mortalit´e sont d0 et g0 . Pour α = 1, un exemple typique
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des fonctionnelles Φ et Ψ est donn´e dans [60] ainsi : 1 θ1 = , θ1 = 1/c1 1 + c1 (X + Y ) θ1 + (X + Y ) θ2 1 = , θ2 = 1/c2 . Ψ(X + αY ) = 1 + c2 (X + αY ) θ2 + (X + αY )



Φ(X + Y ) =



(2.13)



Les termes qui d´ecrivent le flux des populations normales et canc´ereuses sont nΦ(X + Y )X,



mΨ(X + α Y )Y.



Le flux provient de la division cellulaire et d´ecrit le processus de naissance x(t, 0) = Φ



R



y(t, 0) = Ψ



R



A 0 A 0



(x(t, a0 ) + y(t, a0 )) da0



R A 0



(x(t, a0 ) + α y(t, a0 )) da0



n x(t, a)da



R A 0



(2.14) m y(t, a)da.



En admettant que le taux de division d´epend de l’ˆage des cellules [4, 36], nous repr´esentons le flux cellulaire par x(t, 0) = Φ



R



y(t, 0) = Ψ



R



A 0



(x(t, a0 ) + y(t, a0 )) da0



A 0



R A



(x(t, a0 ) + α y(t, a0 )) da0



0



n(a) x(t, a)da



R A 0



(2.15) m(a) y(t, a)da.



Alors, la dynamique des cellules est intrasp´ecifique puisque le taux de division est propre `a la cellule susceptible de se diviser. Afin de repr´esenter les interactions s’´etablissant entre les CSH qui se divisent a` un aˆge a ∈ (0, A) et l’ensemble des CSH d’ˆage a0 ∈ (0, A) qui contrˆolent l’hom´eostasie, nous supposons que les taux de division d´ependent a` la fois des aˆges a et a0 . Il s’agit alors d’un comportement intersp´ecifique, o` u le flux cellulaire est donn´e par x(t, 0) = y(t, 0) =



RA 0



RA 0



Φ



R



Ψ



R



A 0



k1 (a, a0 ) (x(t, a0 ) + y(t, a0 )) da0







x(t, a)da  A k2 (a, a0 ) (x(t, a0 ) + α y(t, a0 )) da0 y(t, a)da. 0



(2.16)



En supposant que les CSH d´eveloppent syst´ematiquement leur maturit´e a` travers le temps, le syst`eme (2.16) d´ecrit les interactions ayant lieu entre des CSH qui se divisent `a une maturit´e donn´ee, et les CSH de maturit´e diff´erente (voir [35] pour un syst`eme structur´e tenant en compte la maturit´e des cellules). La probabilit´e qu’une cellule normale ou canc´ereuse se divise a` l’ˆage a est donn´ee
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respectivement par Z



a



0



Φ



−



P1 (a) = 1 − e



0



0



 ds



0



a



Z



A 0



Ψ



−



0



k1 (s, a ) (x(t, a ) + y(t, a )) da



0



Z P2 (a) = 1 − e



A



Z



0



0



k2 (s, a ) (x(t, a ) + α y(t, a )) da



0



0



 ds .



0



Ces probabilit´es d´ependent du nombre total des CSH et sont modul´ees par rapport a` l’ˆage des cellules suivant les fonctions d’interaction k1 et k2 . Nous consid´erons que l’ˆage s’´ecoule a` la mˆeme vitesse que le temps, et que les taux de mortalit´e des CSH normales et canc´ereuses d´ependent aussi de l’ˆage. Dans des mod`eles plus d´evelopp´es en dynamique des populations, ces taux peuvent d´ependre du temps et de la densit´e globale de la population. La dynamique des CSH normales et canc´ereuses est donn´ee par  ∂x ∂x   + = −d0 (a) x(t, a), (t, a) ∈ Q    ∂t ∂a x(0, a) = ϕ1 (a), a ∈ [0, A]   R  R    x(t, 0) = A Φ A k1 (a, a0 )(x(t, a0 ) + y(t, a0 ))da0 x(t, a)da, t ∈ (0, T ] 0 0 (2.17)  ∂y ∂y   + = −g0 (a) y(t, a), (t, a) ∈ Q    ∂t ∂a y(0, a) = ϕ2 (a), a ∈ [0, A]     R R    y(t, 0) = A Ψ A k2 (a, a0 )(x(t, a0 ) + α y(t, a0 ))da0 y(t, a)da, t ∈ (0, T ] 0 0 (2.18) Le param`etre T repr´esente le temps d’existence de la solution (x, y), et Q = (0, T ] × (0, A]. En combinant le syst`eme (2.13) et la d´efinition de la fonction de Hill introduite dans [3, 4], nous obtenons une forme g´en´erale de Φ, pour θ1 = θ2 = θ et n ≥ 1 Z



A 0



Φ



0



0



k1 (a, a )(x(t, a ) + y(t, a ))da



0



θn



 = θn



0



+



R



A 0



k1



(a, a0 )(x(t, a0 )



+



y(t, a0 ))da0



n .



(2.19) Concernant la fonctionnelle Ψ, nous proposons deux sc´enarios : – Sc´enario 1 : Z Ψ 0



A



k2 (a, a0 ) (x(t, a0 ) + αy(t, a0 )) da0







RA α1 θ + α2 0 k2 (a, a0 ) (x(t, a0 ) + αy(t, a0 )) da0 = RA θ + 0 k2 (a, a0 ) (x(t, a0 ) + αy(t, a0 )) da0 (2.20)
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o` u α1 et α2 sont strictement positifs, avec α1 + α2 = 1. RA En posant z(t, a) = 0 k2 (a, a0 ) (x(t, a0 ) + αy(t, a0 )) da0 , nous avons ∂Ψ (α2 − α1 )θ = ∂z (θ + z)2 ainsi, la fonctionnelle Ψ est d´ecroissante en z ssi α2 < α1 . – Sc´enario 2 :  Z A 0 0 0 0 Ψ k2 (a, a ) (x(t, a ) + αy(t, a )) da =



θn θn +



0



R



A 0



k2 (a, a0 ) (x(t, a0 ) + αy(t, a0 )) da0 (2.21)



auquel cas la fonctionnelle Ψ est strictement d´ecroissante en z.



2.3.2



Dynamique cellulaire contrˆ ol´ ee



Le mod`ele d’´evolution des CSH normales et canc´ereuses en pr´esence de la th´erapie, repr´esente les effets du traitement sur les cellules canc´ereuses. Nous d´efinissons une fonction born´ee et mesurable u(t), qui d´ecrit les effets du traitement `a travers le temps. La variable u prend ses valeurs dans l’intervalle [0, 1], o` u la dose maximale se rapporte `a u = 1, tandis que u = 0 correspond `a l’absence de la th´erapie. Dans notre mod`ele, nous admettons que la th´erapie contrˆole la r´eg´en´eration des CSH canc´ereuses. Les effets n´efastes de la th´erapie sont pris en consid´eration dans la fonction coˆ ut



Z



T



Z



J(u) =



A 2



Z



y (t, a) da dt + 0



0



T



u2 (t) dt



0



que nous devons minimiser sur l’ensemble des contrˆoles admissibles U u ∈ U = {v ∈ L∞ (0, T ) : 0 ≤ v(t) ≤ 1}



(2.22)



n
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o` u la dynamique des CSH est donn´ee par                  



∂x ∂x + = −d0 (a)x ∂t ∂a ∂y ∂y + = −g0 (a)y ∂t ∂a  R A R A x(t, 0) = 0 Φ 0 k1 (a, a0 )(x + y)(t, a0 )da0 x(t, a)da  R A R A y(t, 0) = (1 − u(t)) 0 Ψ 0 k2 (a, a0 )(x + α y)(t, a0 )da0 y(t, a)da



           x(0, a) = ϕ1 (a)       y(0, a) = ϕ (a). 2



(2.23)



Deuxi` eme partie Repr´ esentation et contrˆ ole de l’h´ ematopo¨ı` ese par les ´ equations diff´ erentielles ordinaires
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Chapitre 3 Dynamique globale des cellules h´ ematopo¨ı´ etiques 3.1



Introduction



Fonctionnellement d´efinies par des cellules renouvelables, poss´edant la capacit´e de produire des cellules sanguines matures, les cellules souches h´ematopo¨ı´etiques (CSH) sont localis´ees dans la moelle osseuse et ont ´et´e analys´ees extensivement depuis leur initiale d´emonstration en 1960 [88]. L’h´ematopo¨ı`ese est un processus physiologique qui repr´esente la r´eg´en´eration et la diff´erenciation des CSH. La r´eg´en´eration des CSH est le processus de renouvellement des CSH, qui se r´ealise en deux phases principales : La r´eplication de l’ADN et la mitose (lorsque la cellule souche se divise en deux cellules filles). Pour les individus sains, les cellules anormales sont d´etruites par apoptose. La diff´erenciation des CSH correpond a` la production des cellules qui int`egrent l’une des lign´ees suivantes : globules rouges, globules blancs et plaquettes. L’h´ematopo¨ı`ese peut r´ev´eler des anomalies causant les maladies h´ematologiques [77]. La LMC est une maladie h´ematologique fr´equente, qui repr´esente approximativement 15% `a 20% de tous les cas de leuc´emie, avec une incidence variant de 1 a` 1.5 cas par 105 individus chaque ann´ee [26]. Les m´ecanismes mol´eculaires induits dans la LMC sont d´efinis dans [53]. La LMC r´esulte d’une aberration des chromosomes d’une cellule souche, puisque un ´echange de particules g´en´etiques entre les chromosomes 9 et 22 fusionne deux g`enes : le g`ene Abl du chromosome 9 et le g`ene Bcr du chromosome 22. Le g`ene r´esultant Bcr-Abl code pour une prot´eine avec une activit´e tyrosine kinase et produit une perturbation de l’h´ematopo¨ı`ese. Les 33
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cellules canc´ereuses prolif`erent intens´ement et se propagent dans le sang, induisant une hypertrophie de la rate [53]. Les premiers mod`eles math´ematiques d´ecrivant la dynamique des CSH ont ´et´e propos´e par Mackey en 1978 [55, 56]. Ces mod`eles ont ´et´e appliqu´es `a la LMC par Colijn, Fortin et Mackey [24, 43]. Les auteurs insistent sur le rˆole des CSH dans la dynamique de la LMC. Nous mentionnons aussi les travaux de Adimy et al. [3], Crauste et al. [28] et Pujo-Menjouet et Mackey [70], o` u la maturit´e des cellules est prise en consid´eration. D’autres auteurs ont d´evelopp´e des mod`eles math´ematiques pour pr´edire l’´evolution de la LMC. Moore et Li [61] ont consid´er´e un syst`eme non lin´eaire d’EDO pour les cellules canc´ereuses et deux types de cellules T. Ledzewicz et Sch¨attler [52] ont analys´e un syst`eme lin´eaire d’EDO pour les cellules prolif´erantes et quiescentes. Dingli et Michor [32] ont investigu´e un syst`eme non lin´eaire d’EDO pour les CSH et CD. Les CD repr´esentent toutes les cellules ne poss´edant pas les caract´eristiques des CSH. Les mod`eles d´ecrivant la dynamique des cellules souches peuvent ˆetre abstraits puisque cette population n’est pas bien d´efinie. Spinelli et al. [80] ont mentionn´e que pour les individus sains, le nombre total des cellules doit ˆetre maintenu constant a` travers le temps ; cet ´equilibre est atteint soit par apoptose, ou par une activit´e importante de prolif´eration (voir aussi [71]). N´eanmoins, le nombre totale des CSH dans la moelle osseuse est sujet `a une controverse. Abkowitz et al. [1] ont donn´e une large variation de 11200 a` 22400 cellules/70 kg, tandis que Dingli et Michor [32] ont estim´e 20000 cellules. Voir aussi les travaux de Dingli, Traulsen et Pacheco [33, 34]. Similairement au travaux de Dingli et Michor [32], nous consid´erons deux populations cellulaires : CSH et CD. Les cellules poss`edant l’aberration des chromosomes 9 et 22 sont appel´ees cellules canc´ereuses. Les CSH canc´ereuses sont suppos´ees ˆetre une source de la maladie et sa rechute apr`es une th´erapie r´eussie [82]. En cons´equence, nous supposons que les CD canc´ereuses proviennent des CSH canc´ereuses par diff´erenciation, alors que les CD normales proviennent des CSH normales. L’hom´eostasie dans un sens g´en´eral est une caract´eristique du syst`eme humain a` contrˆoler les perturbations. C’est un processus dans lequel le niveau d’une substance influence le niveau d’une autre substance [58]. Dans notre travail, nous supposons que l’hom´eostasie se r´ealise par les trois sc´enarios suivants. Dans le sc´enario 1, les CSH prolif`erent selon le nombre total des CSH. Dans le sc´enario 2, les CSH prolif`erent selon le nombre des CD. Finalement, dans le sc´enario 3, les CSH prolif`erent selon le nombre des CSH et CD. Dans tous ces sc´enarios, l’hom´eostasie contrˆole partiellement la division des CSH canc´ereuses. Notons que Dingli et Michor
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[32] ont consid´er´e que l’hom´eostasie d´epend seulement du nombre total des CSH, ainsi aucune information sur la coexistence des cellules normales et canc´ereuses ne peut ˆetre obtenue par leur mod`ele. L’´etude de notre mod`ele montrera que les cellules normales et canc´ereuses ne peuvent pas coexister longtemps. Par ailleurs, nous montrerons que la r´eg´en´eration de l’h´ematopo¨ı`ese normale et la persistance de la LMC sont li´ees aux taux de division et de mortalit´e des CSH normales et canc´ereuses.



3.2



Mod` ele de croissance cellulaire



Nous consid´erons les populations des CSH et CD, o` u chaque population est r´epartie en cellules normales et cellules canc´ereuses, comme nous le d´ecrivons dans la section 2.2.1. Dans notre mod`ele, la r´eg´en´eration des CSH est r´egie par l’hom´eostasie, qui contrˆole le processus de division pour pr´evenir une croissance exponentielle de la population. La population poss`ede une donn´ee initiale positive et ´evolue suivant ce mod`ele  dx0   = n Φ(ε1 (x0 + y0 ) + ε2 (x1 + y1 )) x0 − d0 x0   dt     dx1   = r x 0 − d 1 x1  dt   dy0 = m Ψ(ε (x + αy ) + ε (x + αy )) y − g y  1 0 0 2 1 1 0 0 0   dt       dy1 = q y0 − g1 y1 dt



(3.1)



o` u ε1 = 1 et ε2 = 0 dans le premier sc´enario. Dans le deuxi`eme sc´enario, ε1 = 0 et ε2 = 1. Dans le dernier sc´enario, ε1 = ε2 = 1. Un exemple typique des fonctionnelles Φ et Ψ est donn´e par ε1 (x0 + y0 ) + ε2 (x1 + y1 ) Ki ε1 (x0 + αy0 ) + ε2 (x1 + αy1 ) Ψ(ε1 (x0 + αy0 ) + ε2 (x1 + αy1 )) = 1 − Ki Φ(ε1 (x0 + y0 ) + ε2 (x1 + y1 )) = 1 −



(3.2)



o` u Ki , i = 1, 2, 3 repr´esente la capacit´e d’accueil de la moelle osseuse pour chaque sc´enario. Ainsi, les CSH normales et canc´ereuses ont des taux de croissance densit´e d´ependant. Le mod`ele (3.1) repr´esente un syst`eme de Lotka-Volterra (voir [21, 22, 46] pour les mod`eles d´ecrivant la dynamique des esp`eces en comp´etition).
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Notre mod`ele poss`ede un sens biologique si la solution correspondante est nonn´egative `a chaque instant. Consid´erons le quadrant positif  4 = (x0 , x1 , y0 , y1 ) ∈ R4 : x0 ≥ 0, x1 ≥ 0, y0 ≥ 0, y1 ≥ 0 R+ qui est positivement invariant pour le mod`ele (3.1). En effet, les in´egalit´es suivantes dx0 | dt x0 =0



= 0,



dx1 | dt x1 =0



= rx0 ≥ 0,



dy0 | dt y0 =0



= 0,



dy1 | dt y1 =0



= q y0 ≥ 0,



4 montrent que le champ de vecteurs se dirige a` l’int´erieur de R+ ; alors chaque tra4 , ne quitte pas ce quadrant a` n’importe jectoire qui commence `a l’int´erieur de R+



quel instant suivant. En plus de l’origine qui repr´esente l’extinction des cellules, chaque sc´enario produit trois ´etats d’´equilibre, dont les composantes sont indiqu´ees par c, b et s pour les ´etats chronique, blast et non pathologique : – L’´equilibre chronique correspond `a un ´etat positif des CSH et CD. Il d´ecrit la pr´esence simultan´ee des cellules normales et canc´ereuses. – L’´equilibre blast correspond `a un ´etat positif des cellules canc´ereuses et aucune cellule normale. – L’´equilibre non pathologique correspond a` un ´etat positif des cellules normales et aucune cellule canc´ereuses. Dans le mod`ele (3.1), les ´equations v´erifi´ees par x1 et y1 sont lin´eaires. Alors, `a un ´etat d’´equilibre donn´e, le nombre des CD est proportionnel au nombre des CSH : x1 =



r x0 , d1



y1 =



q y0 . g1



Il serait convenable de donner seulement l’expression des ´etats d’´equilibre pour les CSH. Sc´ enario 1 : l’hom´eostasie d´epend du nombre des CSH



x0,c =



Ψ−1 (g0 /m) − α Φ−1 (d0 /n) , (1 − α)



Φ−1 (d0 /n) − Ψ−1 (g0 /m) (1 − α) 1 = Ψ−1 (g0 /m) α



y0,c =



x0,b = 0,



y0,b



x0,s = Φ−1 (d0 /n) ,



y0,s = 0



Sc´ enario 2 : l’hom´eostasie d´epend du nombre des CD
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Ψ−1 (g0 /m) − α Φ−1 (d0 /n) , (1 − α) dr1



Φ−1 (d0 /n) − Ψ−1 (g0 /m) (1 − α) gq1 g1 −1 = Ψ (g0 /m) αq



y0,c =



x0,b = 0, x0,s =
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y0,b



d1 −1 Φ (d0 /n) , r



y0,s = 0



Sc´ enario 3 : l’hom´eostasie d´epend du nombre des CSH et CD



x0,c =



Ψ−1 (g0 /m) − α Φ−1 (d0 /n) , (1 − α) [1 + (r/d1 )]



x0,b = 0, x0,s =



Φ−1 (d0 /n) − Ψ−1 (g0 /m) (1 − α) [1 + (q/g1 )] g1 Ψ−1 (g0 /m) = α(g1 + q)



y0,c = y0,b



d1 Φ−1 (d0 /n) , d1 + r



y0,s = 0.



A partir des expressions de Φ et Ψ donn´ees dans (3.2), nous avons Φ



−1







d0 n







  d0 = Ki 1 − , n



−1



Ψ



g  0



m



= Ki







g0  1− , m



i = 1, 2, 3.



(3.3)



Nous remarquons que les ´etats d’´equilibre chronique sont en corr´elation. La mˆeme propri´et´e se produit pour les ´etats d’´equilibre blast et non pathologique. Les ´etats d’´equilibre chronique sont positifs ssi α Φ−1 (d0 /n) < Ψ−1 (g0 /m) < Φ−1 (d0 /n) La capacit´e d’accueil peut varier selon la d´efinition de l’hom´eostasie, tel que le nombre des cellules a` l’´etat d’´equilibre soit consistent. Ce concept est d´evelopp´e dans la section 3.5.



3.3



Stabilit´ e locale des ´ etats d’´ equilibre



Un ´etat d’´equilibre (chronique, blast ou non pathologique) est localement asymptotiquement stable (LAS) si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne J, sont de parties r´eelles n´egatives. Cette approche est investigu´ee dans les sc´enarios 1 et 2. Dans le troisi`eme sc´enario, l’analyse de la stabilit´e asymptotique locale pour l’´etat chronique est plus technique. La nature de cet ´equilibre est obtenue a` travers
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un r´esultat de Wang et Li [85], r´ef´erant a` la mesure de Lozinski˘i de la matrice seconde additive compos´ee J [2] . Nous introduisons ci-dessous la matrice jacobienne J du mod`ele (3.1) 



∂Φ nΦ − d0 + nx0 ∂x 0



    J =   



∂Φ nx0 ∂x 1



r



−d1



∂Ψ my0 ∂x 0



∂Ψ my0 ∂x 1



0



0



∂Φ nx0 ∂y 0



∂Φ nx0 ∂y 1



0 mΨ − g0 +



0 ∂Ψ my0 ∂y 0



∂Ψ my0 ∂y 1



−g1



q



        



(3.4)



Nous ´evaluons J en z´ero pour obtenir les conditions d’extinction. Ensuite, nous examinons la nature des ´etats d’´equilibre chronique, blast et non pathologique dans les sc´enarios d´ej`a d´efinis. Sc´ enario 1 : Les d´eriv´ees partielles de Φ et Ψ en x1 et y1 sont nulles, alors      J =   



nΦ − d0 +



∂Φ nx0 ∂x 0



0 −d1



r my0



∂Φ nx0 ∂y 0



∂Ψ ∂x0



0



0



0 mΨ − g0 + my0



0 0







0 ∂Ψ ∂y0



q



0 −g1



       



La matrice J admet deux valeurs propres n´egatives λ1 = −g1 et λ2 = −d1 . Les autres valeurs propres v´erifient le syst`eme suivant ∂Φ ∂Ψ λ3 + λ4 = nΦ − d0 + nx0 ∂x + mΨ − g0 + my0 ∂y 0 0    ∂Ψ ∂Φ λ3 λ4 = nΦ − d0 + nx0 ∂x mΨ − g + my − nm x0 y0 0 0 ∂y0 0



∂Φ ∂Ψ . ∂y0 ∂x0



A l’´etat d’´equilibre chronique, nΦ(x0,c + y0,c ) = d0 et mΨ(x0,c + αy0,c ) = g0 , donc 0



0



λ3 + λ4 = nx0,c Φ (x0,c + y0,c ) + αmy0,c Ψ (x0,c + αy0,c ) < 0 0



0



λ3 λ4 = −(1 − α)nm x0,c y0,c Φ (x0,c + y0,c )Ψ (x0,c + αy0,c ) < 0. Une valeur propre λ3 ou λ4 est positive, ainsi l’´etat d’´equilibre chronique est instable.



L’´etat d’´equilibre blast satisfait x0,b = 0 et mΨ(α y0,b ) = g0 , alors λ3 = n Φ(y0,b ) − d0 0



λ4 = α m y0,b Ψ (α y0,b ) < 0.
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39 d0 n







g0 m



< Ψ−1



 .



L’´etat d’´equilibre non pathologique satisfait n Φ(x0,s ) = d0 et y0,s = 0, donc λ3 = m Ψ(x0,s ) − g0 λ4 = n x0,s Φ0 (x0,s ) < 0. La valeur propre λ3 est n´egative si Φ−1



d0 n







> Ψ−1



g0 m



 .



Sc´ enario 2 : Les d´eriv´ees partielles de Φ et Ψ en x0 et y0 sont nulles, alors      J =   



nΦ − d0 r



n x0



∂Φ ∂x1



0



−d1



0



m y0



0



0



n x0



0



∂Ψ ∂x1



mΨ − g0



∂Φ ∂y1



0 m y0



∂Ψ ∂y1



−g1



q



        



A l’´etat d’´equilibre chronique, J admet une ou trois valeurs propres positives puisque le d´eterminant de J est n´egatif 0



0



det J = −(1 − α) qr nm x0,c y0,c Φ (x1,c + y1,c ) Ψ (x1,c + α y1,c ) < 0. A l’´etat d’´equilibre blast, les valeurs propres de J sont 0



λ1 = nΦ(y1,b ) − d0 , λ2 = −d1 , λ3 + λ4 = −g1 , λ3 λ4 = −α mq y0,b Ψ (α y1,b ) Ainsi, λ1 est n´egative si α Φ−1 ( dn0 ) < Ψ−1 ( gm0 ). Les autres valeurs propres sont n´egatives. A l’´etat d’´equilibre non pathologique, les valeurs propres de J sont donn´ees par 0



λ1 = mΨ(x1,s ) − g0 , λ2 = −g1 , λ3 + λ4 = −d1 , λ3 λ4 = −nr x0,s Φ (x1,s ) Alors λ1 est n´egative si Φ−1 ( dn0 ) > Ψ−1 ( gm0 ). Les autres valeurs propres sont n´egatives. Sc´ enario 3 : Les d´eriv´ees partielles de Φ et Ψ en x0 , x1 , y0 et y1 sont strictement n´egatives. La matrice J est donn´ee par (3.4). A l’´etat d’´equilibre chronique, nous
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h



h



   r  J =  k   0 0



h



h



−d1



0



k



αk



0



q



40







  0    αk    −g1



0



o` u h = nx0,c Φ (z1 ), k = my0,c Ψ (z2 ), z1 = x0,c + x1,c + y0,c + y1,c et z2 = x0,c + x1,c + α(y0,c + y1,c ). La matrice seconde additive compos´ee de J est d´efinie ainsi (voir [7, 85]) 



J [2]



     =     



h − d1



0



0



−h



−h



0







k



h + αk



αk



h



0



−h



0



q



h − g1



0



h



h



k



r



0



−d1 + αk



αk



0



0



0



r



q



−d1 − g1



0



0



0



k



0



k



αk − g1



     .     



 Cette matrice admet une mesure de Lozinski˜i positive µ1 J [2] , car le calcul de la mesure suivant la deuxi`eme ligne de J [2] donne |k| + h + αk + |αk| + |h| + | − h| = −(h + k) > 0. En cons´equence, J admet au moins une valeur propre positive (voir le Th´eor`eme 2.3 [85]). A l’´etat d’´equilibre blast, J est donn´ee par (3.4), avec x0 = x1 = 0. Alors λ1 = n Φ(y0,b + y1,b ) − d0 , λ2 = −d1 , λ3 + λ4 = αmy0,b Ψ0 (α(y0,b + y1,b )) − g1 , λ3 λ4 = −(g1 + q)αmy0,b Ψ0 (α(y0,b + y1,b )). La valeur propre λ1 est n´egative si α Φ−1 ( dn0 ) < Ψ−1 ( gm0 ). Les autres valeurs propres sont n´egatives. A l’´etat d’´equilibre non pathologique, J est donn´ee par (3.4), avec y0 = y1 = 0. Ainsi λ1 = m Ψ(x0,s + x1,s ) − g0 , λ2 = −g1 , λ3 + λ4 = nx0,s Φ0 (x0,s + x1,s ) − d1 , λ3 λ4 = −(d1 + r)nx0,s Φ0 (x0,s + x1,s ).
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Alors, λ1 est n´egative si Φ−1







g0 m



> Ψ−1
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. Les autres valeurs propres sont



n´egatives. Remarque 3.1. L’´etude pr´ec´edente montre que dans tous les sc´enarios, l’´etat d’´equilibre chronique est instable. De plus, l’´etat d’´equilibre blast est LAS si Ψ−1 R1 := α Φ−1



g0 m  d0 n







>1



(3.5)



< 1.



(3.6)



et l’´etat d’´equilibre non pathologique est LAS si Ψ−1 R2 := −1 Φ



g0 m  d0 n







Les conditions (3.5) et (3.6) sont suffisantes pour la stabilit´e asymptotique locale des ´etats d’´equilibre blast et non pathologique. Les fonctionnelles Φ et Ψ sont d´efinies dans le syst`eme (3.2), et les fonctions Φ−1 et Ψ−1 sont d´efinies par le syst`eme (3.3). Soit τl = 1/g0 (resp. τn = 1/d0 ) la dur´ee de vie des CSH canc´ereuses (resp. normales), et µl = 1/m (resp. µn = 1/n) le temps n´ecessaire `a la division des CSH canc´ereuses (resp. normales). La condition R1 > 1 signifie que (1 − α) + α



µn µl > τn τl



alors le rapport entre le temps de division et la dur´ee de vie des CSH canc´ereuses, est inf´erieur `a une constante, plus le mˆeme rapport concernant les cellules normales, multipli´e par α. De la mˆeme fa¸con, la condition R2 < 1 donne µn µl < τn τl ainsi, le rapport entre le temps de division et la dur´ee de vie des CSH normales et inf´erieur au mˆeme rapport concernant les cellules canc´ereuses. Les in´egalit´es (3.5) et (3.6) peuvent ˆetre v´erifi´ees simultan´ement, alors nous avons prouv´e le r´esultat suivant Th´ eor` eme 3.2. Pour toute donn´ee initiale positive, le syst`eme (3.1) admet une seule solution positive d´efinie pour t positif ; de plus 1. L’origine est LAS si nΦ(0) et mΨ(0) sont inf´erieurs aux taux de mortalit´e d0 et g0 , respectivement.
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2. L’´etat d’´equilibre chronique est un point selle, alors la coexistence des cellules normales et canc´ereuses ne se maintient pas longtemps. 3. Les ´etats d’´equilibre blast et non pathologique sont `a la fois LAS si R2 < 1 < R1 . 4. L’´etat d’´equilibre blast est l’unique ´etat LAS, c-`a-d l’´etat d’´equilibre non pathologique est instable si R2 > 1. 5. L’´etat d’´equilibre non pathologique est l’unique ´etat LAS, c-`a-d l’´etat d’´equilibre blast est instable si R1 < 1.



3.4



Stabilit´ e globale des ´ etats d’´ equilibre



Dans cette section, nous analysons la stabilit´e asymptotique globale des ´etats d’´equilibre blast et non pathologique dans les sc´enarios 1 et 3. Dans le sc´enario 2, nous n’arrivons pas a` prouver que la solution est born´ee et seulement des simulations num´eriques montreront la stabilit´e asymptotique globale des ´etats d’´equilibre blast et non pathologique. Nous mentionnons que ces ´etats d’´equilibre sont a` la fois LAS lorsque R2 < 1 < R1 . Dans ce cas, la dynamique d´epend de la donn´ee initiale des CSH et elle est illustr´ee par des simulations num´eriques.



3.4.1



Sc´ enario 1



Plusieurs auteurs d´efinissent l’hom´eostasie par une fonctionnelle des CSH quiescentes [3, 70]. Dans notre mod`ele, la dynamique des cellules normales et canc´ereuses ´evolue suivant ce syst`eme    dx x 0 0 + y0   =n 1− x0 − d 0 x0   dt K1      dx1   = r x0 − d1 x1  dt    dy x 0 0 + α y0   =m 1− y0 − g0 y0   dt K1        dy1 = q y0 − g1 y1 dt



(3.7)
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4 est positivement Nous avons montr´e dans la section 3.2 que le quadrant positif R+



invariant, alors nous avons  x0 1− x0 − d0 x0 K1   dy0 α y0 ≤m 1− y0 − g0 y0 . dt K1



dx0 ≤n dt







(3.8)



L’int´egration du syst`eme (3.8) implique que les variables d’´etats x0 et y0 sont born´ees pour t assez grand   x0 (t) ≤ max x0 (0), K1 1 − dn0 := b1   y0 (t) ≤ max y0 (0), Kα1 1 − gm0 := b2 .



(3.9)



Ainsi, B1 := {(x0 , y0 ) ∈ R2 : 0 ≤ x0 ≤ b1 , 0 ≤ y0 ≤ b2 } est un ensemble ferm´e et positivement invariant pour le syst`eme (3.10)    dx0 x0 + y 0    x0 − d0 x0  dt = n 1 − K 1    x0 + α y0 dy0   =m 1− y0 − g0 y0 .  dt K1



(3.10)



Par ailleurs, nous avons le r´esultat suivant Lemme 3.3. Le syst`eme (3.10) n’admet pas de cycles limites dans Int B1 . D´emonstration. Nous consid´erons la fonctionnelle M = ∂ L := ∂x0







dx0 M dt







∂ + ∂y0



1 telle que x0 y 0



  dy0 n αm M =− − . dt K 1 y 0 K 1 x0



La positivit´e des param`etres implique que L est n´egative sur Int B1 ; donc le crit`ere de Bendixson-Dulac est satisfait. En cons´equence, Int B1 ne contient pas de cycles limites. Maintenant, nous pouvons ´enoncer le r´esultat de stabilit´e asymptotique globale pour le syst`eme (3.10). Th´ eor` eme 3.4. Pour toute donn´ee initiale positive (x0 (0), y0 (0)), le syst`eme (3.10) admet une solution unique et positive, d´efine pour t positif. De plus
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1. L’´etat d’´equilibre blast (0, y0,b ) est globalement asymptotiquement stable (GAS) si R2 > 1. 2. L’´etat d’´equilibre non pathologique (x0,s , 0) est GAS si R1 < 1. La stabilit´e asymptotique globale de l’´etat d’´equilibre blast (0, 0, y0,b , y1,b ) du syst`eme (3.7) est obtenue par int´egration du mod`ele (3.11), avec R2 > 1  dx1  = −d1 x1  dt   dy1 = q y − g y 0,b 1 1 dt il est clair que x1 (t) → 0 et y1 (t) →



q g1



(3.11)



y0,b , quand t → ∞.



D’une mani`ere similaire, la stabilit´e asymptotique globale de l’´etat d’´equilibre non pathologique (x0,s , x1,s , 0, 0) du syst`eme (3.7) est obtenue par int´egration du mod`ele (3.12), quand R1 < 1  dx1  = r x0,s − d1 x1  dt   dy1 = −g y 1 1 dt il est clair que x1 (t) →



3.4.2



r d1



(3.12)



x0,s et y1 (t) → 0, lorsque t → ∞.



Sc´ enario 3



Nous analysons la stabilit´e asymptotique globale des ´etats d’´equilibre blast et non pathologique dans le sc´enario 3. L’´evolution des cellules normales et canc´ereuses est donn´ee par le mod`ele suivant    dx x 0 0 + x1 + y 0 + y 1   x0 − d 0 x0 =n 1−   dt K3      dx1   = r x 0 − d 1 x1  dt    dy x 0 0 + x1 + α (y0 + y1 )   =m 1− y0 − g0 y0   dt K3        dy1 = q y0 − g1 y1 dt



(3.13)



Pour une signification biologique, nous v´erifions que la solution du mod`ele (3.13) est 4 born´ee pour tout t > 0. Selon la section 3.2, le quadrant positif R+ est positivement
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invariant, alors nous avons   dx0 x0 ≤n 1− x0 − d0 x0 dt K3 dx1 = r x 0 − d 1 x1 dt (3.14)   dy0 y0 ≤m 1− y0 − g0 y0 dt K3 dy1 = q y0 − g1 y1 dt  4 : x0 ≤ b1 , x1 ≤ c1 , y0 ≤ b2 , y1 ≤ c2 , Nous d´efinissons B2 := (x0 , x1 , y0 , y1 ) ∈ R+ un ensemble ferm´e et positivement invariant pour le syst`eme (3.13), o` u b1 et b2 sont donn´es dans (3.9), et c1 = x1 (0) +



rb1 qb2 , c2 = y1 (0) + . d1 g1



Maintenant, nous analysons la stabilit´e asymptotique globale de l’´etat d’´equilibre non pathologique du syst`eme (3.13) lorsque R1 < 1. L’argument utilis´e est similaire a` celui donn´e dans [22]. Tout d’abord, les composantes de l’´etat d’´equilibre non pathologique x0,s



    d1 r d0 d0 = K3 1 − , x1,s = K3 1 − , y0,s = 0, y1,s = 0 d1 + r n d1 + r n



v´erifient n − d0 =



n (x0,s + x1,s ) K



alors, nous r´ecrivons le mod`ele (3.13) sous la forme suivante    dx0 n n n   = − (x0 − x0,s ) − (x1 − x1,s ) − (y0 + y1 ) x0   dt K K K 3 3 3      dx1 r   = [x1 (x0 − x0,s ) − x0 (x1 − x1,s )]  dt x1,s    dy0 m m m αm    = m − g0 − (x0,s + x1,s ) − (x0 − x0,s ) − (x1 − x1,s ) − (y0 + y1 ) y0   dt K K K K 3 3 3 3       dy1 = qy − g y . 0 1 1 dt (3.15) Nous construisons ensuite une fonctionnelle de Lyapunov V = α1 (x0 − x0,s ) − α1 x0,s ln



x0 x1 + α2 (x1 − x1,s ) − α2 x1,s ln + α3 y0 + α4 y12 x0,s x1,s
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o` u αi , i = 1, . . . , 4 repr´esentent des constantes positives, qui seront d´etermin´ees par la suite. Evidemment, V est d´efinie et continue par rapport aux variables x0 , x1 , y0 et y1 . La diff´erentielle de V le long de la solution du mod`ele (3.15) se pr´esente ainsi 0 1 − x0,s ) dx + αx12 (x1 − x1,s ) dx + α3 dydt0 + 2α4 y1 dydt1 dt dt i h DV = α1 (x0 − x0,s ) − Kn3 (x0 − x0,s ) − Kn3 (x1 − x1,s ) − Kn3 (y0 + y1 )



DV =



α1 (x0 x0



r + αx12 x1,s (x1 − x1,s ) [x1 (x0 − x0,s ) − x0 (x1 − x1,s )] h +α3 y0 m − g0 − Km3 (x0,s + x1,s ) − Km3 (x0 − x0,s ) −



m (x1 K3



− x1,s ) −



αm (y0 K3



i + y1 )



+2α4 y1 [qy0 − g1 y1 ] . L’expression m − g0 −



m (x0,s K3



+ x1,s ) est strictement n´egative lorsque R1 < 1. En



cons´equence DV < α1 (x0 − x0,s )



h



− Kn3 (x0



− x0,s ) −



n (x1 K3



− x1,s ) −



n (y K3 0



+ y1 )



i



r (x1 − x1,s ) [x1 (x0 − x0,s ) − x0 (x1 − x1,s )] + αx12 x1,s h i m m αm +α3 y0 − K3 (x0 − x0,s ) − K3 (x1 − x1,s ) − K3 (y0 + y1 )



+2α4 y1 [qy0 − g1 y1 ] . Nous supposons que α1



n r = α2 , K3 x1,s



α3



αm = 2α4 q. K3



(3.16)



il s’ensuit que r DV < −α1 Kn3 (x0 − x0,s )2 − αx12 x1,s x0 (x1 − x1,s )2 − α3 αm y 2 − 2 α4 g1 y12 K3 0   − α1 Kn3 + α3 Km3 (x0 − x0,s )y0 − α1 Kn3 (x0 − x0,s )y1 − α3 Km3 (x1 − x1,s )y0 .



En introduisant les valeurs absolues |x0 − x0,s | et |x1 − x1,s |, l’in´egalit´e pr´ec´edente donne r DV < −α1 Kn3 (x0 − x0,s )2 − αx12 x1,s x0 (x1 − x1,s )2 − α3 αm y 2 − 2 α4 g1 y12 K3 0   m |x1 − x1,s | y0 . + α1 Kn3 + α3 Km3 |x0 − x0,s | y0 + α1 Kn3 |x0 − x0,s | y1 + α3 K



Notons par Z = (|x0 − x0,s |, |x1 − x1,s |, y0 , y1 ), alors la diff´erentielle de V satisfait DV < ZBZ T
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α1 n 2 K3



0



α1 Kn3



0 −α2 x1rxx1,s



α3 m 2 K3



0



α3 m 2 K3



−α3 αm K3



0



0



0



−2α4 g1



−α1 Kn3



   0  B=  α m  3 K3 
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α1 n 2 K3



    .   



En posant n α 1 = m α3



(3.17)



nous obtenons l’existence d’une matrice diagonale positive D = diag(α1 , α2 , α3 , α4 ) telle que B soit de la forme suivante B= o` u







G = (gij )1≤i,j≤4



    =   



 1 DG + GT D 2 − Kn3



0



0



0 − x1rxx1,s



0



0



0



m K3



− αm K3



0



0



0



0



−2g1



2 Kn3



n K3



     .   



Notons que (−G) est une M-matrice puisque (−gij ) ≤ 0 pour i 6= j, i, j = 1, . . . , 4 et les valeurs propres de (−G) λ1 =



n rx0 αm , λ2 = , λ3 = , λ4 = 2g1 K3 x1 x1,s K3



sont positives. Le Lemme 3.5 [12] implique que la matrice B est d´efinie n´egative. Lemme 3.5. Si A est une M-matrice, alors il existe une matrice positive diagonale D = diag(d1 , d2 , d3 , d4 ) , di > 0, i = 1, ..., n tel que la matrice 21 (DA + AT D) est d´efinie positive. En cons´equence, DV est strictement n´egative pour toutes variables positives x0 , x1 , y0 et y1 , `a l’exception du point (x0,s , x1,s , 0, 0) o` u DV = 0. Posons α1 =



K3 n



pour obte-



nir αi , i = 2, 3, 4 `a partir des ´equations (3.16)-(3.17). L’´etude pr´ec´edente montre que V =



x21,s K3 K3 x0 x1,s x1 K3 α (x0 − x0,s ) − x0,s ln + (x1 − x1,s ) − ln + y0 + y12 n n x0,s r r x1,s m 2q
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satisfait le Th´eor`eme de Lyapunov pour la stabilit´e asymptotique, donc l’´etat d’´equilibre non pathologique est GAS lorsque R1 < 1. La stabilit´e asymptotique globale de l’´etat d’´equilibre blast du syst`eme (3.13) est obtenue par le mˆeme argument quand R2 > 1. En premier lieu, les composantes de l’´etat d’´equilibre blast x0,b = 0, x1,b = 0, y0,b =



  g1 g0  q g0  K3 1 − , y1,b = K3 1 − α (g1 + q) m α (g1 + q) m



v´erifient m − g0 =



αm (y0,b + y1,b ) K3



alors nous r´ecrivons le mod`ele (3.13) sous la forme suivante    dx0 n n n n   = n − d0 − (y0,b + y1,b ) − (x0 + x1 ) − (y0 − y0,b ) − (y1 − y1,b ) x0   dt K K K K 3 3 3 3      dx1   = rx0 − d1 x1  dt   αm αm m dy0    (y0 − y0,b ) − (y1 − y1,b ) y0 = − (x0 + x1 ) −   dt K K K 3 3 3      dy1 q   = [y1 (y0 − y0,b ) − y0 (y1 − y1,b )] . dt y1,b (3.18) L’expression n − d0 −



n (y K3 0,b



+ y1,b ) est n´egative lorsque R2 > 1. En cons´equence,



nous pouvons d´eterminer des constantes positives αi , i = 1, . . . , 4 tel que V = α1 x0 + α2 x21 + α3 (y0 − y0,b ) − α3 y0,b ln



y1 y0 + α4 (y1 − y1,b ) − α4 y1,b ln y0,b y1,b



satisfasse le Th´eor`eme de Lyapunov pour la stabilit´e asymptotique, donc l’´etat d’´equilibre blast est GAS quand R2 > 1.



3.5



Simulations num´ eriques



Dans cette section, nous illustrons la dynamique cellulaire pour t assez grand, dans chaque sc´enario. En commen¸cant par des valeurs positives diff´erentes pour les cellules normales et canc´ereuses, nous montrons soit la stabilit´e asymptotique globale de l’un des ´etats d’´equilibre non pathologique et blast, ou bien la stabilit´e asymptotique locale de ces deux ´etats d’´equilibre. Notons par c.s.n les CSH normales, c.d.n les CD normales, c.s.c les CSH canc´ereuses et c.d.c les CD canc´ereuses. Les
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param`etres du mod`ele d´ecrivant la dynamique des CSH et CD normales sont donn´es dans [32]. Param`etres



Descriptions



Valeurs



Unit´es



R´ef´erences



n



taux de division des c.s.n



0.005



/jour



[32]



d0



taux de mortalit´e des c.s.n



0.002



/jour



[32]



r



taux de production des c.d.n



1.065 × 107



/jour



[32]



d1



taux de mortalit´e des c.d.n



1



/jour



[32]



g0



taux de mortalit´e des c.s.c



0.002



/jour



estim´e



q



taux de production des c.d.c



1.065 × 107



/jour



estim´e



g1



taux de mortalit´e des c.d.c



1



/jour



estim´e



α



coefficient de comp´etition



0.1



estim´e



Les CSH normales se divisent en p´eriode de 200 jours et subsistent pendant 500 days, alors les taux de division et de mortalit´e n et d0 sont estim´es `a 1/200 et 1/500 par jour, respectivement. Ces estimations sont bas´ees sur des travaux de Michor et al. [60]. Les CD normales sont produites par les CSH normales avec un taux r = 1.065 × 107 par jour, et disparaissent avec un taux d1 = 1 par jour [32]. Dans la section 3.4, nous avons montr´e que les conditions de stabilit´e d’un ´etat d’´equilibre sont ind´ependantes aussi bien des taux de diff´erenciation r et q, que des taux de mortalit´e d1 et g1 ; pour cette raison nous supposons que r = q et d1 = g1 . De cette mani`ere, l’absence des donn´ees pour q et g1 est surmont´e. En admettant que les CSH normales et canc´ereuses disparaissent avec le mˆeme taux d0 = g0 , nous obtenons la valeur du taux de division des CSH canc´ereuses, a` partir des conditions sur R1 et R2 . En effet, l’´etat d’´equilibre blast est GAS si R2 > 1, cela signifie que m > n = 0.005. L’´etat d’´equilibre non pathologique est GAS si R1 < 1, ce qui est ´equivalent `a   m < g0 / 1 − α 1 − dn0 = 0.002127. Les ´etats d’´equilibre non pathologique et blast sont a` la fois LAS si R2 < 1 < R1 , c-`a-d 0.002127 < m < 0.005. La capacit´e d’accueil de la moelle osseuse est l’objet d’une controverse [1, 32]. Dans cette partie, nous d´efinissons une capacit´e d’accueil convenable dans chaque sc´enario, tel que le nombre des cellules a` l’´etat d’´equilibre soit r´ealistique. Sc´ enario 1 : Dans le mod`ele d´ecrit dans [32], comme dans le sc´enario 1, l’hom´eostasie d´epend du
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nombre des CSH. Les ´etats d’´equilibre non pathologique et blast sont donn´es par x0,s = K1 1 −



d0 n







,



x0,b = 0,



x1,s =



r d1



x0,s ,



x1,b = 0,



y0,s = 0, y0,b =



K1 α



y1,s = 0 1−



g0 m







,



y1,b =



q g1



y0,b .



En consid´erant la capacit´e d’accueil K1 = 2 × 104 donn´ee dans [32], le nombre des CSH normales est estim´e par x0,s = 12 × 103 . La dynamique est donn´ee dans les figures 3.1(a)-3.1(b)-3.2(a)-3.2(b). Sc´ enario 2 : L’hom´eostasie d´epend du nombre des CD, donc les ´etats d’´equilibre non pathologique et blast sont d´efinis par x0,s =



d1 K2 r



1−



d0 n







,



x0,b = 0,



x1,s =



r d1



x0,s ,



x1,b = 0,



y0,s = 0, y0,b =



g1 K2 αq



y1,s = 0, 1−



g0 m







,



y1,b =



q g1



y0,b .



En posant le nombre des CSH normales ´egal au nombre obtenu dans le sc´enario 1, c-`a-d K1 =



d1 K2 , r



nous tirons la valeur K2 = 2.13 × 1011 . La dynamique est donn´ee



dans les figures 3.3(a)-3.3(b)-3.4(a)-3.4(b). Sc´ enario 3 : L’hom´eostasie d´epend du nombre des CSH et CD. Les ´etats d’´equilibre non pathologique et blast sont donn´es par x0,s =



d1 K d1 +r 3



x0,b = 0,



1−



d0 n







,



x1,s =



r x , d1 0,s



x1,b = 0,



y0,s = 0, y0,b =



g1 K 3 α(g1 +q)



y1,s = 0. 1−



g0 m







,



y1,b =



q g1



y0,b .



Comme r est assez large par rapport `a d1 , nous avons d1 + r ' r. En cons´equence, x0,s serait proche de 12 × 103 pour K3 = K2 . La dynamique est donn´ee dans les figures 3.5(a)-3.5(b)-3.6(a)-3.6(b). Dans les figures suivantes, nous illustrons la dynamique cellulaire dans tous les sc´enarios. Le point rouge repr´esente un ´etat d’´equilibre (chronique, blast ou non pathologique).
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(a) Phase portrait for HSC



(b) Phase portrait for DC



Figure 3.1: L’hom´eostasie d´epend du nombre des CSH. Dans les figures (3.1(a)) et (3.1(b)), nous estimons le taux de division des CSH canc´ereuses tel que l’´etat d’´equilibre blast est GAS. Cette situation correspond `a R2 > 1. Alors, nous fixons m plus grand que n, c-` a-d m = 0.0051. Dans la figure (3.1(a)), nous observons une l´eg`ere croissance des CSH lorsque le nombre des CSH normales et canc´ereuses est assez petit. Autrement, les CSH normales disparaissent et la dynamique approche 121568 CSH canc´ereuses, ce qui d´epasse la capacit´e d’accueil de la moelle osseuse. Dans la figure (3.1(b)), la dynamique des CD passe `a travers un point selle. Ensuite, le nombre des CD normales d´ecroˆıt vers z´ero, et la dynamique approche 129470 × 107 CD canc´ereuses.



(a) Phase portrait for HSC



(b) Phase portrait for DC



Figure 3.2: L’hom´eostasie d´epend du nombre des CSH. Dans les figures (3.2(a)) et (3.2(b)), nous estimons le taux de division des CSH canc´ereuses de mani`ere que l’´etat d’´equilibre non pathologique est GAS. Cette situation se pr´esente si R1 < 1, ce qui signifie m < 0.002127. Alors, posons m = 0.002. Dans la figure (3.2(a)), nous observons une baisse des CSH canc´ereuses, quelque soit le nombre initial des CSH. La dynamique converge vers 12 × 103 CSH normales. Dans la figure (3.2(b)), la dynamique des CD passe par un point selle. Ensuite, le nombre des CD canc´ereuses d´ecroˆıt vers z´ero, et la dynamique approche 12.78 × 1010 CD normales.
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(a) Phase portrait for HSC
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(b) Phase portrait for DC



Figure 3.3: L’hom´eostasie d´epend du nombre des CD. Dans les figures (3.3(a)) et (3.3(b)), nous estimons le taux de division des CSH canc´ereuses de mani`ere que l’´etat d’´equilibre blast soit GAS, c-`a-d R2 > 1. Posons m = 0.0051 plus grand que n. Dans la figure (3.3(a)), nous remarquons que les CSH normales disparaissent et la dynamique approche 121568 CSH canc´ereuses, ce qui d´epasse la capacit´e d’accueil K. Dans la figure (3.3(b)), la dynamique des CD passe par un point selle. Ensuite, le nombre des CD normales d´ecroˆıt vers z´ero, et la dynamique approche 129470 × 107 CD canc´ereuses.



(a) Phase portrait for HSC



(b) Phase portrait for DC



Figure 3.4: L’hom´eostasie d´epend du nombre des CD. Dans les figures (3.4(a)) et (3.4(b)), nous estimons le taux de division des CSH canc´ereuses de mani`ere que l’´etat d’´equilibre non pathologique soit GAS. Cette situation se pr´esente si R1 < 1, ce qui signifie m < 0.002127. Alors, posons m = 0.002. Les cellules canc´ereuses disparaissent ; la dynamique approche 12 × 103 CSH normales et 12.78 × 1010 CD normales.



3.6



Conclusion



Dans ce chapitre, nous avons analys´e un mod`ele d´ecrivant l’´evolution des CSH et CD. Nous avons montr´e que l’hom´eostasie, aussi bien que les caract´eristiques
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(a) Phase portrait for HSC
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(b) Phase portrait for DC



Figure 3.5: L’hom´eostasie d´epend du nombre des CSH et CD. Dans les figures (3.5(a)) et (3.5(b)), nous estimons le taux de division m tel que l’´etat d’´equilibre blast soit GAS, c-` a-d R2 > 1. Posons m = 0.0051 plus grand que n. Dans la figure (3.5(a)), nous observons une l´eg`ere croissance des CSH normales lorsque le nombre des CSH canc´ereuses est assez petit. De plus, les CSH normales disparaissent et la dynamique approche 121568 CSH canc´ereuses, ce qui d´epasse la capacit´e d’accueil K. Dans la figure (3.5(b)), la dynamique des CD passe par un point selle. Ensuite, les CD normales disparaissent, et la dynamique approche 129470 × 107 CD canc´ereuses.



(a) Phase portrait for HSC



(b) Phase portrait for DC



Figure 3.6: L’hom´eostasie d´epend du nombre des CSH et CD. Dans les figures (3.6(a)) et (3.6(b)), nous estimons le taux de division m tel que l’´etat d’´equilibre non pathologique soit GAS. Cette situation correspond `a R1 < 1, ce qui signifie m < 0.002127. Alors, posons m = 0.002. Nous observons que les cellules canc´ereuses disparaissent ; la dynamique approche 12 × 103 CSH normales et 12.78 × 1010 CD normales.



des CSH, jouent un rˆole important dans la dynamique de la LMC. L’hom´eostasie r´esout le probl`eme du nombre des CSH et CD, a` l’´etat d’´equilibre. Le coefficient de comp´etition α est impliqu´e dans la r´eg´en´eration de l’h´ematopo¨ı`ese normale, mais
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Figure 3.7: L’hom´eostasie d´epend du nombre des CSH. Les ´etats d’´equilibre blast et non pathologique sont `a la fois LAS si R2 < 1 < R1 . Cette situation correspond ` a 0.002127 < m < 0.005, alors posons m = 0.003. Nous observons que l’´etat d’´equilibre chronique est un point selle. Dans la partie gauche limit´ee par la ligne s´eparatrice, la dynamique approche 12×103 CSH normales. Tandis que dans la partie droite, la dynamique approche 66666 CSH canc´ereuses. Notons que pour R2 < 1 < R1 , la dynamique reste similaire dans les cas o` u l’hom´eostasie d´epend du nombre de CD, ou bien du nombre des CSH et CD. De plus, la dynamique des CD d´epend des donn´ees initiales concernant les CSH, puisque dans le mˆeme portrait de phase des CD, nous avons la convergence soit vers les CD normales, ou bien les CD canc´ereuses.



n’affecte pas le nombre des CSH et CD normales a` l’´etat d’´equilibre. Le nombre des CSH normales reste born´e par la capacit´e d’accueil de la moelle osseuse. D’autre part, le coefficient de comp´etition α n’est pas impliqu´e dans la persistance de la LMC. Cependant, le nombre des cellules canc´ereuses a` l’´etat d’´equilibre blast, peut d´epasser la capacit´e d’accueil a` cause de α. A n’importe quel ´etat d’´equilibre, le nombre des CD normales (resp. canc´ereuses) est proportionnel au nombre des CSH normales (resp. canc´ereuses). La dynamique des CSH et CD est pratiquement la mˆeme dans tous les sc´enarios. Les ´etats d’´equilibre non pathologique et blast peuvent ˆetre localement asymptotiquement stable, simultan´ement. A l’aide des tests num´eriques, nous avons obtenu les donn´ees initiales des CSH normales et canc´ereuses, entraˆınant soit la persistance de la LMC, ou bien la r´eg´en´eration de l’h´ematopo¨ı`ese normale.
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Introduction



Les traitements anticanc´ereux cibl´es repr´esentent une r´evolution biologique en pharmacologie et sont disponibles en deux formes principales : inhibiteurs et anticorps monoclonaux [91]. L’imatinib (Glivec) repr´esente un traitement de base de la LMC, administr´e avec des doses variant de 400 `a 1000 mg par jour [31, 83]. Malgr´e une efficacit´e consid´erable de l’imatinib, Rousselot [75] avait mentionn´e que la r´eponse des patients au traitement est variable. Elle peut ˆetre h´ematologique, cytog´en´etique et mol´eculaire. Une proportion de 95% des patients trait´es dans la phase chronique pr´esente la r´eponse h´ematologique, qui induit une r´eponse cytog´en´etique dans 85% des cas [72]. Le traitement ´echoue si le patient d´epasse la p´eriode usuelle pour r´epondre, ou bien perd l’une des r´eponses h´ematologique et cytog´en´etique. Dans le premier cas, la r´eponse h´ematologique n’est pas obtenue dans trois mois de traitement, alors une r´esistance premi`ere se pr´esente. Tandis que le deuxi`eme cas est d´efini par une r´esistance acquise [84]. La r´eponse suboptimale n’a pas de rapport avec la r´esistance. Elle d´ecrit une r´eaction assez lente des cellules canc´ereuses a` l’imatinib [75]. Par ailleurs, certains patients ´etant dans la mˆeme phase de la LMC et suivant le mˆeme protocole de traitement, r´eagissent diff´eremment [68]. Alors, une question critique se pr´esente : quels sont les facteurs de la disparition de la maladie, la r´eponse suboptimale et la rechute durant la th´erapie ? La recherche math´ematique peut fournir quelques explications. Dingli et Michor [32] ont d´evelopp´e un mod`ele 55
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d´ecrivant la dynamique des cellules normales et canc´ereuses. Cette dynamique est li´ee a` des valeurs num´eriques constantes puisque l’effet du traitement n’a pas ´et´e repr´esent´e par un probl`eme de contrˆole optimal. Nanda et al. [66] ont utilis´e la th´eorie du contrˆole optimal pour analyser l’effet de l’imatinib et du cytarabine sur les cellules sanguines canc´ereuses, les cellules T na¨ıves et les cellules T effectrices. Le nombre des cellules canc´ereuses augmente suivant le processus de Gompertz sans aucun effet de saturation du syst`eme sanguin. Ils ont d´etermin´e relativement la dose optimale n´ecessaire a` faire croˆıtre les cellules T na¨ıves, diminuer le nombre des cellules canc´ereuses et les effets n´efastes du traitement. Dans ce chapitre, nous reprenons le mod`ele math´ematique qui d´ecrit la r´eg´en´eration et la diff´erenciation des CSH. Le nombre des CSH canc´ereuses ne peut pas atteindre l’infini. Cependant, ces cellules poss`edent un avantage de division par rapport aux CSH normales. L’hom´eostasie r´egule le processus de division selon le nombre des CSH. Dans notre mod`ele, nous prenons en consid´eration la capacit´e d’accueil de le moelle osseuse pour les CSH, puisque Catlin et al. [19] ont d´ecrit les maladies my´eloprolif´eratives comme un processus de comp´etition pour l’espace. Nous avons montr´e dans le chapitre pr´ec´edent les conditions de stabilit´e asymptotique globale des ´etats d’´equilibre chronique, blast et non pathologique, qui d´eterminent soit la persistance de la maladie ou bien l’´elimination des cellules canc´ereuses. Les causes de la disparition de la maladie, la r´eponse suboptimale et la rechute du traitement ont ´evoqu´e une discussion assez large. Dingli et Michor [32] ont d´emontr´e que la th´erapie qui augmente la mortalit´e ou diminue la production des CD canc´ereuses ne peut pas ´eradiquer la maladie. Cependant, la th´erapie qui inhibe la r´eplication des CSH canc´ereuses ´eradique la maladie lentement. Ils ont mentionn´e que certaines CSH canc´ereuses sont moins sensibles aux effets du traitement, a` cause de la formation des prot´eines membranaires qui rejettent l’agent chimioth´erapeutique. Malgr´e les r´eponses relativement rapides obtenues in vivo, Graham et al. [44] ont suspect´e que l’insensibilit´e `a l’imatinib obtenue in vitro, est responsable de la rechute apr`es une th´erapie prolong´ee. Roeder et al. [74] ont repr´esent´e plusieurs dynamiques lentes, observ´ees en clinique. Ils ont pr´edit l’existence des cellules sensibles et insensibles au traitement. Dans notre mod`ele, nous examinons plusieurs sc´enarios th´erapeutiques `a travers les probl`emes de contrˆole optimal. Ces sc´enarios peuvent ˆetre utiles pour comprendre l’origine des diff´erentes r´eponses. Nous supposons que l’imatinib contrˆole la division des CSH canc´ereuses dans le sc´enario 1. Dans le sc´enario 2, le traitement augmente la mortalit´e des CD canc´ereuses. Nous examinons dans le sc´enario 3 la
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dynamique cellulaire lorsque les sc´enarios 1 et 2 se r´ealisent simultan´ement. Dans le sc´enario 4, l’imatinib augmente la mortalit´e des CSH canc´ereuses. Finalement, dans le sc´enario 5, l’imatinib contrˆole la prolif´eration des CD canc´ereuses. Dans chaque sc´enario cit´e ci-dessus, nous examinons en particulier la dynamique cellulaire lorsque la moelle osseuse contient quelques CSH insensibles. Notre objectif est de d´eterminer des contrˆoles optimaux qui minimisent le nombre des cellules canc´ereuses et l’effet n´efaste du traitement.



4.2 4.2.1



La dynamique incontrˆ ol´ ee Pr´ esentation du mod` ele



Nous consid´erons les populations des CSH et CD, d´efinies dans la section 2.2.1, o` u l’hom´eostasie d´epend du nombre des CSH. Cette hypoth`ese est utilis´ee dans de nombreux mod`eles d´ecrivant la dynamique des CSH [4, 24, 32, 55, 56, 70]. Supposons que les CD normales et canc´ereuses disparaissent avec un taux d et g par jour, respectivement. Un nombre important des CD est produit par prolif´eration des CD [79]. Alors, nous supposons que les CD normales prolif`erent et produisent des CD normales, avec un taux d2 . De la mˆeme fa¸con, les CD canc´ereuses prolif`erent et produisent des CD canc´ereuses, avec un taux g2 . Les donn´ees initiales sont positives et la population ´evolue selon le mod`ele de LotkaVolterra suivant



 dx0   = n Φ(x0 + y0 ) x0 − d0 x0   dt     dx1   = r x0 − (d − d2 ) x1  dt  dy0   = m Ψ(x0 + αy0 ) y0 − g0 y0   dt       dy1 = q y0 − (g − g2 ) y1 . dt



(4.1)



En plus de l’´etat trivial qui repr´esente l’extinction des cellules, le mod`ele (4.1) admet trois ´etats d’´equilibre, dont les composantes sont indiqu´ees par c, b et s, suivant les ´etats chronique, blast et non pathologique, d´efinis dans la section 3.2, o` u les param`etres d1 := d − d2 , sont suppos´es ˆetre strictement positifs.



g1 := g − g2



(4.2)
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Dynamique globale du mod` ele



Nous avons d´emontr´e dans le chapitre pr´ec´edent que la stabilit´e asymptotique globale des ´etats d’´equilibre blast et non pathologique est li´ee aux param`etres R1 et R2 d´efinis dans (3.3)-(3.5)-(3.6). En effet, le th´eor`eme suivant se pr´esente Th´ eor` eme 4.1. Pour toute donn´ee initiale positive, le syst`eme (4.1) admet une solution unique et positive, d´efinie pour t positif. De plus 1. L’origine est LAS si n et m sont inf´erieurs aux taux de mortalit´e d0 et g0 , respectivement. ces conditions ne se r´ealisent pas cliniquement. 2. L’´etat d’´equilibre chronique est un point selle, alors la coexistence des cellules normales et canc´ereuses ne se maintient pas longtemps. 3. Les ´etats d’´equilibre blast et non pathologique sont LAS ssi R2 < 1 < R1 . 4. L’´etat d’´equilibre blast est le seul ´etat GAS ssi R2 > 1. 5. L’´etat d’´equilibre non pathologique est le seul ´etat GAS ssi R1 < 1.



4.3



Probl` emes de contrˆ ole optimal



Dans cette partie, la dose du traitement est repr´esent´ee par une fonction positive u(t), qui d´epend du temps. Cette fonction est continue par morceaux a` cause de l’administration et la d´egradation journali`eres de l’imatinib [87]. Par ailleurs, la toxicit´e du traitement entraˆıne une limitation de la dose [31, 83], alors u est suppos´ee ˆetre born´ee dans [0, umax ] pour tout instant t dans [0, T ], o` u T d´enote la dur´ee de traitement. Nous introduisons deux effets non lin´eaires de l’imatinib h1 (u) et h2 (u). Le premier effet h1 (u) inhibe absolument la division des CSH canc´ereuses pour une dose intol´erable. Cela ait un sens puisque les CSH canc´ereuses sont suspect´ees ˆetre insensibles `a la th´erapie standard ; ainsi, elles sont `a l’origine de l’´echec du traitement dans plusieurs cas [32, 44, 74]. Du point de vue biologique, un nombre important de CD est produit par prolif´eration des CD [79]. Nous supposons que l’effet h1 (u) inhibe compl`etement la prolif´eration des CD canc´ereuses pour une dose intol´erable. Le deuxi`eme effet h2 (u) r´eduit la dur´ee de vie des cellules canc´ereuses a` certaines heures pour une dose intol´erable. L’objectif du traitement est d’arrˆeter ou de limiter la croissance des cellules canc´ereuses, tout en gardant une toxicit´e acceptable pour les cellules normales. Ainsi, notre objectif consiste a` minimiser le nombre des cellules
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canc´ereuses. Nous voulons aussi r´eduire la toxicit´e du traitement. Alors l’ensemble des contrˆoles admissibles est donn´e par U = {fonctions continues par morceaux u(t) : 0 ≤ u(t) ≤ umax , ∀t ∈ [0, T ]} . Posons y0s et y0i les nombres des CSH canc´ereuses, sensibles et insensibles au traitement, respectivement. Un probl`eme de contrˆole optimal est r´esolu lorsque nous d´eterminons une fonction u∗ appartenant `a U, qui minimise la fonction coˆ ut suivante Z J(u) =



T







 2 2 + y12 (t) dt. (t) + y0i u2 (t) + y0s



0



Le premier terme de J est quadratique et repr´esente un coˆ ut non lin´eaire du traitement. D’autres formes de J existent dans la litt´erature [29, 54, 66]. Nous admettons que les donn´ees initiales sont positives au d´ebut de la th´erapie ; ensuite, nous analysons les effets non lin´eaires de l’imatinib sur la dynamique cellulaire, suivant plusieurs sc´enarios, lorsque R2 > 1.



4.3.1



Sc´ enario 1 : l’imatinib contrˆ ole la division des CSH canc´ ereuses



Supposons que l’imatinib r´egule le taux de division des CSH canc´ereuses, suivant une fonctionnelle non lin´eaire et d´ecroissante h1 : [0, umax ] −→ [0, 1]. Par d´efinition, h1 atteint la valeur maximale 1 pour u = 0. Cela signifie que les CSH canc´ereuses se divisent avec le taux m sans th´erapie. Cependant, h1 converge vers z´ero pour une dose intol´erable. Le mod`ele suivant d´ecrit l’´evolution des cellules normales et canc´ereuses sous ces conditions  dx0   = n Φ(x0 + y0 ) x0 − d0 x0   dt     dx1   = r x0 − (d − d2 ) x1 dt dy0   = m h1 (u) Ψ(x0 + αy0 ) y0 − g0 y0    dt      dy1 = q y0 − (g − g2 ) y1 . dt



(4.3)
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Comme certaines CSH canc´ereuses sont suspect´ees ˆetre insensibles au traitement, nous posons y0 = y0s + y0i . Les CSH insensibles se divisent avec le taux m en pr´esence du traitement. Par cons´equent, les cellules normales et canc´ereuses ´evoluent suivant ce mod`ele                             



4.3.2



dx0 = n Φ(x0 + y0 ) x0 − d0 x0 dt dx1 = r x0 − (d − d2 ) x1 dt dy0s = m h1 (u) Ψ(x0 + αy0 ) y0s − g0 y0s dt dy0i = m Ψ(x0 + αy0 ) y0i − g0 y0i dt dy1 = q y0 − (g − g2 ) y1 . dt



(4.4)



Sc´ enario 2 : l’imatinib augmente la mortalit´ e des CD canc´ ereuses



Nous supposons que le traitement induit un taux de mortalit´e additionnel h2 (u) pour les CD canc´ereuses, o` u h2 : [0, umax ] −→ [0, 1]. Par d´efinition, h2 est une fonctionnelle non lin´eaire et croissante, qui satisfait h2 (0) = 0 ; ce qui signifie que les CD canc´ereuses disparaissent avec le taux g, en absence du traitement. Cependant, h2 atteint la valeur maximale 1 pour une dose intol´erable. En cons´equence, la dur´ee de vie des CD canc´ereuses, not´ee par (1/g) jours, est r´eduite a` (1/(1 + g)), qui repr´esente quelques heures seulement. Les cellules normales et canc´ereuses ´evoluent selon ce mod`ele  dx0   = n Φ(x0 + y0 ) x0 − d0 x0   dt     dx1   = r x0 − (d − d2 ) x1 dt dy0   = m Ψ(x0 + α y0 ) y0 − g0 y0    dt      dy1 = q y0 − (g − g2 ) y1 − h2 (u)y1 . dt



(4.5)



Chapitre 4. Contrˆole optimal de la r´esistance et la r´eponse suboptimale



61



Nous remarquons dans ce mod`ele que toutes les CSH canc´ereuses sont insensibles au traitement.



4.3.3



Sc´ enario 3 : l’imatinib contrˆ ole la division des CSH canc´ ereuses et augmente la mortalit´ e des CD canc´ ereuses



Nous supposons que l’imatinib r´egule le taux de division des CSH canc´ereuses et induit une mortalit´e additionnelle pour les CD canc´ereuses, a` travers les fonctionnelles h1 (u) et h2 (u), d´efinies dans les sections 4.3.1 et 4.3.2, respectivement. Ainsi, les sc´enarios 1 et 2 se produisent simultan´ement. Les cellules normales et canc´ereuses ´evoluent par le mod`ele suivant  dx0   = n Φ(x0 + y0 ) x0 − d0 x0   dt     dx1   = r x0 − (d − d2 ) x1 dt dy0   = m h1 (u) Ψ(x0 + α y0 ) y0 − g0 y0    dt      dy1 = q y0 − (g − g2 ) y1 − h2 (u)y1 . dt



(4.6)



Lorsque certaines CSH sont insensibles au traitement, nous utilisons la mˆeme notation y0 = y0s +y0i , pour les CSH sensibles et insensibles. La fonctionnelle non lin´eaire h1 (u) contrˆole seulement le taux de division des CSH canc´ereuses et sensibles. Les cellules normales et canc´ereuses ´evoluent suivant ce mod`ele  dx0   = n Φ(x0 + y0 ) x0 − d0 x0    dt    dx1   = r x0 − (d − d2 ) x1     dt dy0s = m h1 (u) Ψ(x0 + αy0 ) y0s − g0 y0s  dt    dy0i   = m Ψ(x0 + αy0 ) y0i − g0 y0i    dt    dy1   = q y0 − (g − g2 ) y1 − h2 (u)y1 . dt



(4.7)
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Sc´ enario 4 : l’imatinib augmente la mortalit´ e des CSH canc´ ereuses



Dans ce sc´enario, nous supposons que le traitement induit une mortalit´e additionnelle h2 (u), seulement pour une proportion β des CSH canc´ereuses, o` u h2 (u) est d´efinie dans la section 4.3.2. Les cellules normales et canc´ereuses ´evoluent suivant ce mod`ele



 dx0   = n Φ(x0 + y0 ) x0 − d0 x0   dt     dx1   = r x0 − (d − d2 ) x1 dt dy0   = m Ψ(x0 + α y0 ) y0 − g0 y0 − β h2 (u)y0    dt      dy1 = q y0 − (g − g2 ) y1 . dt



(4.8)



Lorsque certaines CSH canc´ereuses r´esistent au traitement, nous posons y0 = y0s + y0i . Le taux de mortalit´e additionnelle h2 (u) affecte seulement une proportion β des CSH canc´ereuses et sensibles. Les cellules normales et canc´ereuses ´evoluent suivant ce mod`ele



                            



4.3.5



dx0 = n Φ(x0 + y0 ) x0 − d0 x0 dt dx1 = r x0 − (d − d2 ) x1 dt dy0s = m Ψ(x0 + αy0 ) y0s − g0 y0s − β h2 (u)y0s dt dy0i = m Ψ(x0 + αy0 ) y0i − g0 y0i dt dy1 = q y0 − (g − g2 ) y1 . dt



(4.9)



Sc´ enario 5 : l’imatinib contrˆ ole la prolif´ eration des CD canc´ ereuses



Dans cette section, nous supposons que le traitement r´egule la prolif´eration des CD canc´ereuses, suivant la fonctionnelle h1 (u), d´efinie dans la section 4.3.1. Alors, les
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(4.10)



Existence du contrˆ ole optimal



Les mod`eles introduits dans les sections 4.3.1-4.3.5 sont repr´esent´es dans le syst`eme suivant                             



dx0 = n Φ(x0 + y0 ) x0 − d0 x0 dt dx1 = r x0 − (d − d2 ) x1 dt dy0s = m Ψ(x0 + αy0 ) y0s (ε1 + ε2 h1 (u)) − g0 y0s − β ε4 h2 (u)y0s dt dy0i = m Ψ(x0 + αy0 ) y0i − g0 y0i dt dy1 = q y0 − g y1 + (ε5 + ε6 h1 (u)) g2 y1 − ε3 h2 (u)y1 dt



(4.11)



o` u les εi , i = 1, . . . , 6 sont d´efinis dans chaque sc´enario. Par exemple, dans le sc´enario 1 nous avons ε1 = ε3 = ε4 = ε6 = 0 et ε2 = ε5 = 1. Dans le cas o` u toutes les CSH canc´ereuses sont cibl´ees par le traitement, nous avons y0s = y0 et y0i = 0. De la mˆeme fa¸con, si toutes les CSH canc´ereuses sont insensibles au traitement, alors y0s = 0 et y0i = y0 . Pour toute donn´ee initiale positive, le syst`eme (4.11) admet une solution positive. De plus, la solution v´erifie le syst`eme suivant                             



dx0 = n Φ(x0 + y0 ) x0 − d0 x0 dt dx1 = r x 0 − d 1 x1 dt dy0s ≤ m Ψ(x0 + αy0 ) y0s − g0 y0s dt dy0i ≤ m Ψ(x0 + αy0 ) y0i − g0 y0i dt dy1 ≤ q y0 − g1 y1 dt



(4.12)
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o` u d1 et g1 sont d´efinis dans le syst`eme (4.2). En cons´equence, la solution est born´ee pour t assez grand. En effet    d0  x (t) ≤ max x (0), K 1 − := c1  0 0 n   n o    1  x1 (t) ≤ max x1 (0), rc := c2 .  d1      y0s (t) ≤ max y0s (0), K 1 − gm0 := c3 α       g0 K  y (t) ≤ max y (0), 1 − := c4  0i 0i  α m   o n    y1 (t) ≤ max y1 (0), q(c3 +c4 ) := c5 . g1



(4.13)



L’existence du contrˆole optimal pour chaque sc´enario ne peut ˆetre obtenu par les notions classiques. En effet, l’´evolution des cellules canc´ereuses d´epend des fonctionnelles non lin´eaires h1 (u) et h2 (u) ; ainsi le Corollaire 4.1 [40] n’est pas v´erifi´e. Nous utilisons donc la notion des suites minimisantes pour prouver l’existence d’un contrˆole optimal u∗ dans U, dans chaque sc´enario. Th´ eor` eme 4.2. Il existe au moins un contrˆole optimal dans chaque sc´enario. D´emonstration. Nous d´efinissons Z J(u) =



T



 2  2 2 u (t) + y0s (t) + y0i (t) + y12 (t) dt,



u ∈ U.



0



Chaque syst`eme d´ecrit dans (4.3)-(4.10) admet une solution born´ee et positive dans L2 ([0, T ]), donc J est born´ee et nous avons i := inf J(u) < +∞. U



En cons´equence, il existe une suite minimisante (un )n dans U v´erifiant i ≤ J(un ) ≤ i +



1 , ∀n ∈ N ∗ . n



La d´eriv´ee de chaque variable d’´etat est born´ee ; ainsi chaque composante de (x0 , x1 , y0s , y0i , y1 ) appartient a` W 1,2 ([0, T ]). L’existence d’une suite uniform´ement convergente, not´ee n n par (xn0 , xn1 , y0s , y0i , y1n )n dans Cc∞ (R) telle que



xn0 |[0,T ] → x0 ,



xn1 |[0,T ] → x1 ,



n y0s |[0,T ] → y0s ,



n y0i |[0,T ] → y0i ,



y1n |[0,T ] → y1



dans L2 ([0, T ]) provient du Th´eor`eme viii.6 [17]. La suite born´ee (un )n est dans L2 ([0, T ]), alors d’apr`es le Th´eor`eme iii.27 [17], nous
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pouvons extraire une sous suite (unk )k telle que unk * u∗ . L’application continue d´efinie sur U par ϕ(u) = kuk2L2 ([0,T ]) est convexe, alors ku∗ k2 ≤ lim inf kunk k2 . k→+∞



Cela signifie que u∗ ∈ U. La sous suite (unk )k satisfait kunk k2L2 ([0,T ])



Z = J(unk ) −



T







 nk 2 nk 2 ) + (y0i ) + (y1nk )2 dt. (y0s



0



En passant `a la limite en k, nous obtenons l’in´egalit´e suivante ku∗ k2L2 ([0,T ])



≤ lim inf k→+∞



kunk k2L2 ([0,T ])



Z =i−



T



  2 2 + y12 dt. y0s + y0i



0



Nous pouvons r´ecrire cette derni`ere in´egalit´e sous la forme i = inf J(u) ≥ U



ku∗ k2L2 ([0,T ])



Z +



T







 2 2 y0s + y0i + y12 dt = J(u∗ ).



0



Nous obtenons l’existence de u∗ dans U telle que inf U J(u) ≥ J(u∗ ), donc la fonction coˆ ut J atteint son minimum en u∗ .



4.5



Caract´ erisation du contrˆ ole optimal



Les conditions n´ecessaires satisfaites par le contrˆole optimal proviennent du principe du maximum de Pontryagin [54]. Notons par H l’Hamiltonien suivant 2 2 H = −(u2 + y0s + y0i + y12 ) + p1



dx1 dy0s dy0i dy1 dx0 + p2 + p3 + p4 + p5 . dt dt dt dt dt



En appliquant le principe du maximum de Pontryagin [54] et en utilisant le th´eor`eme 4.2, nous obtenons le r´esultat suivant Th´ eor` eme 4.3. Il existe un contrˆole optimal u∗ et une solution correspondante ∗ ∗ (x∗0 , x∗1 , y0s , y0i , y1∗ ) qui minimise J(u) sur U, dans chaque sc´enario. De plus, il existe



des variables adjointes pi , i = 1, . . . , 5, v´erifiant ∂H dp2 ∂H dp3 ∂H dp4 ∂H dp5 ∂H dp1 =− , =− , =− , =− , =− dt ∂x0 dt ∂x1 dt ∂y0s dt ∂y0i dt ∂y1
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avec les conditions de transversalit´e pi (T ) = 0, i = 1, . . . , 5. Le syst`eme adjoint est donn´e par                                       



  dp1 ∂Φ ∂Ψ ∂Ψ = −p1 nΦ − d0 + nx0 − p2 r − p3 m (ε1 + ε2 h1 (u))y0s − p4 m y0i dt ∂x0 ∂x0 ∂x0 dp2 = (d − d2 )p2 dt dp3 ∂Φ ∂Ψ = 2y0s − p1 n x0 − p 4 m y0i − p5 q dt ∂y0s ∂y0s   ∂Ψ −p3 mΨ (ε1 + ε2 h1 (u)) − g0 + m (ε1 + ε2 h1 (u)) y0s − βε4 h2 (u) ∂y0s   dp4 ∂Φ ∂Ψ ∂Ψ = 2y0i − p1 n x0 − p3 m (ε1 + ε2 h1 (u)) y0s − p4 m y0i + mΨ − g0 − p5 q dt ∂y0i ∂y0i ∂y0i dp5 = 2y1 + p5 [g − (ε5 + ε6 h1 (u)) g2 + ε3 h2 (u)] dt (4.14)



La d´eriv´ee de H par rapport `a u est nulle si u∗ ∈ ]0, umax [. ∂H = −2u+p3 [mΨ(x0 + αy0 )y0s ε2 h01 (u) − βy0s ε4 h02 (u)]+p5 (ε6 g2 h01 (u)−ε3 h02 (u))y1 . ∂u De plus, u∗ = umax si



∂H ∂H > 0, et u∗ = 0 si < 0. ∂u ∂u



Une fois les effets non lin´eaires de la th´erapie h1 (u) et h2 (u) sont d´etermin´es, le mod`ele (4.11) apporte dans chaque sc´enario un contrˆole optimal, qui d´epend des variables d’´etat (x0 , x1 , y0s , y0i , y1 ) et des variables adjointes pi , i = 1, . . . , 5.



4.6



Simulation num´ eriques



Dans cette section, nous illustrons la dynamique cellulaire et le contrˆole optimal dans chaque sc´enario. Pour une fonction u positive et d´ependante du temps, nous d´efinissons les effets non lin´eaires de la th´erapie h1 (u) =



1 , 1+u



h2 (u) =



u . 1+u



Dans le sc´enario 1, les CSH canc´ereuses se divisent avec un taux



m , 1+u



qui converge



vers z´ero pour u assez grand. Dans le sc´enario 2, l’imatinib cause un taux de mortalit´e additionnnel



u 1+u



pour les CD canc´ereuses. Ce taux atteint sa valeur maximale



1 lorsque u converge vers +∞. Le sc´enario 3 est un assemblement des sc´enarios 1 et 2. Dans le sc´enario 4, l’imatinib cause un taux de mortalit´e additionnel



u 1+u



pour
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une proportion β = 0.1 des CSH canc´ereuses. Finalement, dans le sc´enario 5, les CD canc´ereuses prolif`erent avec un taux



g2 . 1+u



Notons par n et c les cellules normales



et canc´ereuses, respectivement. Param`etres



Descriptions



Valeurs



Unit´es



n



taux de division des CSH n



0.005



/jour



m



taux de division des CSH c



0.0051



/jour



d0



taux de mortalit´e des CSH n



0.002



/jour



g0



taux de mortalit´e des CSH c



0.002



/jour



r



taux de production des CD n



1.065e + 7



/jour



q



taux de production des CD c



1.065e + 7



/jour



d



taux de mortalit´e des CD n



1.4



/jour



d2



taux de prolif´eration des CD n



0.4



/jour



g



taux de mortalit´e des CD c



1.4



/jour



g2



taux de prolif´eration des CD c



0.4



/jour



Les taux de division, mortalit´e et production des cellules normales sont donn´es par Dingli et Michor [32]. Les CSH normales se divisent tous les 200 jours et subsistent durant 500 jours, alors les taux de division et de mortalit´e n et d0 sont estim´es `a 1/200 et 1/500 par jour, respectivement. Ces estimations sont bas´ees sur des travaux de Michor et al. [60]. Les CD normales sont produites par les CSH normales avec un taux r = 1.065 × 107 par jour et disparaissent avec un taux d = 1.4 par jour. Nous posons le taux de prolif´eration des CD normales ´egale `a d2 = 0.4 par jour. Dans la section 4.2, le r´esultat de la stabilit´e asymptotique globale ne d´epend pas des taux de diff´erenciation r et q, des taux de prolif´eration d2 et g2 , aussi bien des taux de mortalit´e d et g. En cons´equence, nous posons r = q, d2 = g2 et d = g. De cette mani`ere, l’absence des donn´ees en q, g2 et g ne repr´esente pas un obstacle. Nous supposons que les CSH normales et canc´ereuses ont les mˆemes taux de mortalit´e d0 = g0 . Le taux de division m des CSH canc´ereuses est obtenu par le th´eor`eme de stabilit´e globale, donn´e dans la section 4.2. En effet, l’´etat d’´equilibre blast est GAS si R2 > 1, c-`a-d que m > n = 0.005. Le coefficient de comp´etition α est ´egale a` 0.1 et la capacit´e d’accueil de la moelle osseuse K est estim´ee a` 2 × 104 CSH [32]. Les valeurs initiales des cellules normales et canc´ereuses sont x0 = 104 , x1 = 1011 , y0 = 103 et y1 = 1010 . Dans ce cas, la maladie est dans un stade avanc´e. Pour r´esoudre le probl`eme de contrˆole optimal, nous introduisons une valeur initiale de u(t) a` chaque instant t dans [0, T ]. Nous r´esolvons le syst`eme (4.11) ensuite le syst`eme adjoint (4.14). Le nouveau contrˆole est calcul´e par une m´ethode du gradient.
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Ce processus se fait it´erativement jusqu’`a la convergence vers le contrˆole optimal u∗ (t). La dur´ee de traitement est fix´ee progressivement selon la dynamique cellulaire observ´ee. Cette dur´ee varie de neuf mois a` huit ans. Le sc´enario 1 est illustr´e dans



Figure 4.1: La th´erapie contrˆole la division des CSH canc´ereuses



la figure 4.1. Le traitement d´esign´e a` contrˆoler la division des CSH canc´ereuses ne peut pas ´eradiquer la maladie. Nous observons que la dose optimale d´ebute `a 1426.89 mg/jour et ne change pas durant trois mois approximativement. Ensuite, elle augmente vers sa valeur maximale 1664.70 mg/jour. Cette dose pr´ec`ede quelques l´eg`eres variations. Apr`es trois ans, la dose optimale d´ecroˆıt progressivement vers z´ero. En cons´equence, une th´erapie prolong´ee n’´elimine pas la maladie. Nous observons une croissance des CD canc´ereuses vers 1.05 × 1010 cellules dans les premiers jours du traitement. Par la suite, le nombre des cellules canc´ereuses d´ecroˆıt progressivement, mais n’atteint pas la valeur nulle apr`es cinq ans. Le nombre des cellules normales se stabilise vers un ´equilibre. Dans le sc´enario 1, si certaines CSH canc´ereuses se divisent intens´ement avec l’administration du traitement, la dose optimale montre une dynamique similaire (voir la figure 4.2). Elle commence `a 1547.09 mg/jour et ne change pas durant plus d’un mois. Ensuite, elle atteint la valeur maximale 1650.23 mg/jour, qui pr´ec`ede quelques variations. Apr`es trois ans et demi, la dose optimale
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Figure 4.2: La th´erapie contrˆole la division des CSH sensibles et canc´ereuses



d´ecroˆıt progressivement avec le temps. Le nombre des CSH insensibles augmente et entraˆıne la croissance des CD canc´ereuses. Le nombre des cellules normales atteint une valeur maximale en p´eriode de trois ans, puis d´ecroˆıt avec le temps a` cause de la comp´etition dans la moelle osseuse. La th´erapie peut augmenter le taux de mortalit´e des CD canc´ereuses, selon le sc´enario 2. Cet effet ne peut pas ´eliminer les cellules canc´ereuses, comme nous l’illustrons dans la figure 4.3. La dose optimale est 367.76 mg/jour durant les premiers jours de traitement. Elle augmente vers 551.64 mg/jour et ne change pas pendant plus d’un an. Ensuite, nous observons une croissance progressive avec le temps, telle que la dose optimale atteint la valeur maximale 1654.94 mg/jour. Le nombre des CSH canc´ereuses augmente continˆ ument
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Figure 4.3: La th´erapie augmente la mortalit´e des CD canc´ereuses



et les CD canc´ereuses se d´eclinent seulement durant les premiers jours de traitement. Le nombre des cellules normales augmente pendant deux ans, approximativement. Apr`es, il d´ecroˆıt a` cause de la comp´etition pour l’espace. La th´erapie peut contrˆoler le taux de division des CSH canc´ereuses et augmente le taux de mortalit´e des CD canc´ereuses, suivant le sc´enario 3. Cet effet n’´elimine pas la maladie comme nous le montrons dans la figure 4.4. La dose optimale est 1205.88 mg/jour pendant plus d’un mois. Ensuite, elle croˆıt vers la valeur maximale 1386.76 mg/jours dans six mois. Nous observons par la suite des variations `a travers le temps. Cependant, apr`es quatre ans, la dose optimale d´ecroˆıt progressivement vers z´ero. Le nombre des CSH normales ´evolue et converge vers un ´etat d’´equilibre positif. La mˆeme situation se pr´esente pour les CD normales. Par ailleurs, le nombre des cellules canc´ereuses est r´eduit apr`es cinq ans de traitement, mais n’atteint pas la valeur nulle. Notons que les CD canc´ereuses r´epondent au traitement durant les premiers
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Figure 4.4: La th´erapie contrˆole la division des CSH canc´ereuses et augmente la mortalit´e des CD canc´ereuses



jours seulement, et qu’une p´eriode prolong´ee n’est pas un moyen pour stabiliser l’h´ematopo¨ı`ese. Dans le sc´enario 3, certaines CSH canc´ereuses r´esistent au traitement et se divisent intens´ement. La dose optimale est continue par morceaux (voir la figure 4.5). Elle commence a` 1171.89 mg/jour et ne change pas pendant plus d’un mois. Ensuite, elle atteint la valeur maximale 1245.13 mg/jour, puis se d´ecline vers 1025.40 mg/jour. Cette dose est utilis´ee d’une mani`ere discontinue jusqu’`a la fin de la th´erapie. Nous observons que le nombre des CSH insensibles croˆıt continˆ ument, alors les CD canc´ereuses ne sont pas ´elimin´ees par th´erapie. La dynamique des cellules normales et canc´ereuses est similaire a` celle obtenue dans le sc´enario 1. La th´erapie peut causer une mortalit´e additionnelle pour une proportion β = 0.1 des CSH canc´ereuses, suivant le sc´enario 4. Dans la figure 4.6, nous observons que la dose optimale commence `a 83.97 mg/jour, et d´ecroˆıt continˆ ument avec le temps. Apr`es quatre mois, elle atteint 48.74 mg/jour et approche z´ero `a la fin du traitement. Les CSH et CD canc´ereuses sont compl`etement ´elimin´ees apr`es neuf mois. En cons´equence, le nombre des CSH et CD normales croˆıt continˆ ument. Notons que la p´eriode n´ecessaire a` l’´elimination des cellules canc´ereuses d´epend de la valeur de β. Si β est inf´erieur a` 0.1, cette p´eriode d´epasse neuf mois. La figure 4.7 illustre
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Figure 4.5: La th´erapie contrˆole la division des CSH canc´ereuses sensibles, et augmente la mortalit´e des CD canc´ereuses



la dynamique cellulaire dans le sc´enario 4, lorsque certaines CSH canc´ereuses ne r´epondent pas au traitement. Nous observons que le nombre des CSH insensibles croˆıt continˆ ument, et seulement les CSH sensibles se d´eclinent. Le nombre des cellules normales augmente. De plus, le nombre des CD canc´ereuses atteint 18 × 109 cellules dans les premiers jours. Il d´ecroˆıt vers 11 × 109 cellules dans deux mois et puis croˆıt progressivement. La dynamique de la dose optimale est similaire `a celle obtenue pr´ec´edemment. La th´erapie peut contrˆoler le taux de prolif´eration des CD canc´ereuses, suivant le sc´enario 5. Dans la figure 4.8, la dose optimale commence
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Figure 4.6: La th´erapie cause une mortalit´e additionnelle pour une proportion β = 0.1 des CSH canc´ereuses



a` 647.11 mg/jour, et ne change pas pendant plus de cinq ans. Ensuite, elle augmente vers 1294.23 mg/jour et finalement atteint 1941.35 mg/jour. Le nombre des CSH canc´ereuses augmente continˆ ument, tandis que le nombre des CD canc´ereuses d´ecroˆıt seulement durant les premiers jours. Le nombre des cellules normales augmente pendant deux ans, approximativement, puis d´ecroˆıt a` cause de la comp´etition avec les cellules canc´ereuses.
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Figure 4.7: La th´erapie cause une mortalit´e additionnelle pour une proportion β = 0.1 des CSH sensibles et canc´ereuses



4.7



Conclusion



Dans ce chapitre, nous avons repr´esent´e plusieurs sc´enarios th´erapeutiques, en utilisant les probl`emes de contrˆole optimal. La th´erapie peut affecter la dynamique des CSH, CD ou bien les deux lign´ees cellulaires. Nous avons montr´e que la th´erapie qui contrˆole la division des CSH canc´ereuses ne peut pas ´eradiquer la maladie. Le patient montrera une dynamique assez lente pour les cellules canc´ereuses, qui repr´esente la r´eponse suboptimale. Si certaines CSH canc´ereuses r´esistent au traitement, la
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Figure 4.8: La th´erapie contrˆole la prolif´eration des CD canc´ereuses



th´erapie finira par ´echouer a` cause de la croissance continue des CSH canc´ereuses et insensibles. Le patient montrera une progression de la maladie apr`es deux ans. En effet, les CD canc´ereuses montrent une r´esistance primaire, puis croissent continˆ ument apr`es deux ans. En cons´equence, les cellules normales seront en d´eclin dans trois ans de th´erapie. Le traitement qui augmente la mortalit´e des CD canc´ereuses ne peut pas ´eradiquer la LMC. Le patient d´eveloppera une r´esistance acquise puisque l’imatinib est efficace seulement durant quelques jours. Les cellules normales seront en d´eclin dans deux ans. Le traitement peut a` la fois contrˆoler la division des CSH canc´ereuses et augmenter la mortalit´e des CD canc´ereuses. Dans ce cas, la dose optimale est moins forte que celle obtenue dans le sc´enario 1. Les CD canc´ereuses seront en d´eclin intensif pendant les premiers jours seulement, et la r´eponse suboptimale se produit encore. Si certaines CSH canc´ereuses ne sont pas cibl´ees par l’imatinib, une r´esistance primaire se pr´esente et la croissance des CD canc´ereuses sera obtenue dans deux
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ans. La comp´etition pour l’espace induira un d´eclin des cellules normales apr`es trois ans, approximativement. La th´erapie qui cause le mortalit´e des CSH canc´ereuses est efficace puisque les cellules canc´ereuses seront compl`etement ´elimin´ees. La p´eriode de temps n´ecessaire pour l’obtention du r´etablissement d´epend du param`etre β. Si certaines CSH canc´ereuses ne sont pas ´elimin´ees par la th´erapie, une r´esistance primaire se pr´esente et les CD canc´ereuses croissent continˆ ument apr`es deux mois. La th´erapie d´esign´ee `a contrˆoler la prolif´eration des CD canc´ereuses ne peut pas ´eliminer la LMC. Le patient d´eveloppera une r´esistance acquise car le nombre des CD canc´ereuses diminue durant les premiers jours seulement. Les CSH canc´ereuses croissent continˆ ument. Alors, les cellules normales se d´eclinent apr`es deux ans.
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Chapitre 5 Aspect g´ en´ eral sur les mod` eles de l’h´ ematopo¨ı` ese et le contrˆ ole optimal Une importante consid´eration a ´et´e accord´ee a` la mod´elisation de l’h´ematopo¨ı`ese depuis les ann´ees 70 par Mackey [55], o` u la population des CSH est r´epartie suivant les phases de quiescence ou de prolif´eration dans un syst`eme d’EDO. L’application de ces mod`eles a` la LMC a ´et´e ´etudi´ee par Colijn et Mackey [24], qui ont examin´e les changements de quelques param`etres de leur mod`ele, relatifs `a une personne non pathologique, sur le d´eveloppement de la LMC. Fortin et Mackey [43] ont analys´e l’effet de la d´estabilisation de l’h´ematopo¨ı`ese sur les oscillations observ´ees dans le nombre des leucocytes, plaquettes et ´erythrocytes chez certains patients atteints de la maladie. Mackey et Pujo-Menjouet [70] ont analys´e la stabilit´e des CSH quiescentes. Les conditions qui induisent une bifurcation de Hopf ont ´et´e d´etermin´ees `a travers un syst`eme d’EDO a` retard, qui d´ecrit le temps n´ecessaire `a la prolif´eration des CSH. Nous mentionnons d’autre part le travail de Adimy et al. [3], sur la stabilit´e globale des ´etats d’´equilibre trivial et non trivial, dans un sys`eme d’EDO d´ecrivant la dynamique des cellules quiescentes et prolif´erantes, o` u le temps n´ecessaire a` la prolif´eration est pris en consid´eration. A travers un syst`eme d’EDP, Adimy et al. [4] ont observ´e par des simulations num´eriques des oscillations du nombre des cellules quiescentes et prolif´erantes. Ces oscillations peuvent correspondre a` la dynamique de certaines maladies h´ematologiques p´eriodiques. Par ailleurs, Dyson et al. [36] ont d´ecrit la dynamique des cellules quiescentes et 78



Chapitre 5. Aspect g´en´eral sur les mod`eles de l’h´ematopo¨ı`ese et le contrˆole optimal 79 prolif´erantes par un syst`eme d’EDP lin´eaire. Ils ont d´emontr´e que la proportion des cellules converge vers une valeur limit´ee avec le temps. Ce r´esultat de stabilit´e ne d´epend pas des conditions initiales de la population. Dans tous ces travaux, l’effet du traitement n’a pas ´et´e repr´esent´e. En effet, le contrˆole de la dynamique cellulaire repr´esente l’influence du traitement pour limiter la croissance des cellules canc´ereuses. En mˆeme temps, la toxicit´e du traitement doit ˆetre minimale. La strat´egie d’intervention qui satisfait ces deux conditions repr´esente le contrˆole optimal. Cependant, nous retrouvons plusieurs travaux d´ecrivant les effets des th´erapies dans le cas des tumeurs. Nous mentionnons les techniques de contrˆole optimal donn´ees par Chakrabarty et Hanson [20], Fister et Panetta [41], Iliadis and Barbolosi [50], Ledzewicz et Sch¨attler [52], Nanda et al. [66] et Pillis et al. [69], o` u les mod`eles sont des syst`emes d’EDO. La litt´erature qui concerne le contrˆole optimal de la dynamique des populations structur´ees en aˆge est abondante selon les travaux de A¨ınseba et al. [5, 6], Barbu et Iannelli [13, 14] et Murphy et Smith [63]. A notre connaissance, le probl`eme de contrˆole optimal d’une population cellulaire structur´ee en aˆge n’a jamais ´et´e analys´e. Notre mod`ele structur´e en aˆge d´ecrit la croissance des CSH avec traitement. C’est un d´eveloppement du mod`ele d’EDO analys´e dans le chapitre 3, o` u l’hom´eostasie d´epend seulement du nombre des CSH, normales et canc´ereuses. Nous analysons notre probl`eme de contrˆole optimal avec une fonction coˆ ut quadratique. Un dosage optimal de l’imatinib qui r´eduit la densit´e des cellules canc´ereuses et les effets n´efastes du traitement sera d´etermin´e dans le chapitre 9, suivant diff´erentes suggestions sur les param`etres du mod`ele, o` u la comp´etition intrasp´ecifique entre les cellules normales et canc´ereuses est prise en consid´eration.



Chapitre 6 Mod` ele d’une population cellulaire structur´ ee en ˆ age 6.1



Pr´ esentation du mod` ele



Nous reprenons le syst`eme introduit dans la section 2.3.1, o` u x(t, a) et y(t, a) sont les densit´es des CSH normales et canc´ereuses d’ˆage a, a` l’instant t, respectivement.  ∂x ∂x   + = −d0 (a) x(t, a), (t, a) ∈ Q    ∂t ∂a x(0, a) = ϕ1 (a), a ∈ [0, A]   R  R    x(t, 0) = A Φ A k1 (a, a0 )(x(t, a0 ) + y(t, a0 ))da0 x(t, a)da, t ∈ (0, T ] 0 0



(6.1)



 ∂y ∂y   + = −g0 (a) y(t, a), (t, a) ∈ Q    ∂t ∂a y(0, a) = ϕ2 (a), a ∈ [0, A]  R   R    y(t, 0) = A Ψ A k2 (a, a0 )(x(t, a0 ) + α y(t, a0 ))da0 y(t, a)da, t ∈ (0, T ] 0 0 (6.2) Le temps d’existence de la solution (x, y) est T , de plus Q = (0, T ] × (0, A]. Les fonctionnelles Φ et Ψ sont d´efinies dans le syst`eme (2.19)-(2.21).
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Notations et hypoth` eses



Admettons que la densit´e initiale (ϕ1 , ϕ2 ), ainsi que la solution (x(t, .), y(t, .) appartiennent a` L1 (0, A) pour t > 0. D´ efinition 6.1. Pour T > 0, la norme de (x, y) dans l’espace de Banach HT := L∞ ((0, T ); L1 (0, A)) est d´efinie par k(x, y)kHT = kxkHT + kykHT = sup kx(t, .)kL1 (0,A) + sup ky(t, .)kL1 (0,A) . 0≤t≤T



0≤t≤T



Maintenant, nous introduisons quelques hypoth`eses sur les param`etres des mod`eles (6.1)-(6.2). 1. Les fonctions ϕ1 et ϕ2 sont positives ou nulles sur [0, A]. 2. Les taux de mortalit´es d´ependant de l’ˆage d0 et g0 sont positifs. 3. Les fonctions d´ecrivant l’hom´eostasie Z A  0 0 0 0 k1 (a, a )(x(t, a ) + y(t, a ))da := Φ(f1 (t, a)) Φ 0



Z



A 0



0



0



k2 (a, a )(x(t, a ) + αy(t, a ))da



Ψ



0



 := Ψ(f2 (t, a))



0



sont positives et born´ees dans L∞ (R+ × [0, A]). Notons par Φ∞ = kΦkL∞ (R+ ×[0,A]) ,



Ψ∞ = kΨkL∞ (R+ ×[0,A])



4. La fonction hom´eostasie Φ est localement lipschitzienne : ∀T > 0, ∀(t, a) ∈ ([0, T ] × [0, A]), ∀f1 , fb1 dans un compact de HT : ∃µ1 > 0 : |Φ(f1 (t, a)) − Φ(fb1 (t, a))| ≤ µ1 |f1 (t, a) − fb1 (t, a)|. 5. La fonction hom´eostasie Ψ est localement lipschitzienne : ∀T > 0, ∀(t, a) ∈ ([0, T ] × [0, A]), ∀f2 , fb2 dans un compact de HT : ∃µ2 > 0 : |Ψ(f2 (t, a)) − Ψ(fb2 (t, a))| ≤ µ2 |f2 (t, a) − fb2 (t, a)|.
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6. Les fonctions k1 et k2 sont born´ees dans L∞ ([0, A] × [0, A]) ki∞ = kki kL∞ ([0,A]×[0,A]) , i = 1, 2.



6.3



Un r´ esultat initial



Proposition 6.2. La solution du mod`ele lin´eaire suivant  ∂χ ∂χ   + = −f (a) χ(t, a), (t, a) ∈ (0, T ] × (0, A]   ∂t ∂a χ(0, a) = χ0 (a), a ∈ [0, A]     χ(t, 0) = B(t), t ∈ (0, T ]



(6.3)



est donn´ee par :    R  B(t − a) exp − a f (s)ds pour h R0 i χ(t, a) =  χ0 (a − t) exp − t f (s + a − t)ds pour 0



0 
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