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Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



Auteurs: Jos Bertemes, Sylvie Gamo, Joëlle Vlassis



Zusammenfassung: Die 5. PISA-Studie 2012 zeigt, dass die Luxemburger Schülerleistungen im Bereich Mathematik über die vorhergehenden Studien hinweg gleich geblieben sind: Die Mathematik-Kompetenzen liegen etwas unter dem OECD-Durchschnitt und unterscheiden sich statistisch bedeutsam zwischen Jungen und Mädchen. Dieses Kapitel versucht, die Leistungsergebnisse in Mathematik anhand von fünf ausgewählten Fragen zu veranschaulichen und einige Unterrichtsaspekte hervorzuheben, die zu einem gelingenden, nachhaltigen Mathematiklernen beitragen sollen. Auf folgende Fragestellungen werden wir in diesem Kapitel eingehen: Wie kann die Leistungsdifferenz zwischen Mädchen und Jungen reduziert werden? Wie kann der Übergang zwischen Arithmetik und Algebra flüssiger und nachhaltiger gestaltet werden? Wie kann man Schülerinnen und Schülern helfen, den Zugang zu kontextgebunden Fragestellungen zu finden, damit sie den Übergang zur formalen Mathematik im Rahmen des Problemlösens besser meistern können? Zum Schluss werden wir praktikable Wege zum nachhaltigen Gestalten von Mathematikunterricht vorstellen. Résumé : Les résultats en culture mathématique des élèves luxembourgeois de cette 5e enquête PISA restent stables par rapport à ceux des études précédentes. Ils confirment un score global légèrement inférieur à la moyenne de l’OCDE et un écart de performance entre garçons et filles. Ce chapitre vise à illustrer ces résultats à travers l’analyse détaillée de cinq questions et à tracer quelques pistes d’enseignement. La première partie présente les analyses des situations et tente d’appréhender les erreurs et les difficultés des élèves. Dans la deuxième partie, trois grands axes sont discutés : Comment réduire l’écart de performance entre garçons et filles ? Comment aider les élèves dans la transition entre l’arithmétique et l’algèbre ? Comment les amener à mieux maîtriser le passage du problème contextualisé au langage mathématique formel ? Des éléments de réponse pratiques sont proposés afin de favoriser un apprentissage durable des mathématiques pour tous les élèves luxembourgeois.



4.2 Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques Au cours de l’enquête PISA 2012, l’accent a été mis sur l’évaluation de la culture mathématique. Dans les chapitres qui précèdent, les analyses ont permis de dresser un état des lieux quantitatif et diversifié des connaissances et attitudes mathématiques des élèves luxembourgeois de 15 ans ainsi que de leurs capacités à mobiliser celles-ci dans la résolution de problèmes du monde réel. Ces résultats ont été comparés avec ceux des autres pays participants. Mais comment les élèves luxembourgeois ont-ils répondu aux questions  ? Quels processus de raisonnement ont-ils accompagné leurs erreurs ou leur réponse correcte  ? Comment expliquer leurs difficultés et puis surtout comment soutenir les enseignants dans le développement d’apprentissages solides en mathématiques? Ces questions sont au cœur de ce chapitre. Plus précisément, l’objectif de celui-ci consiste d’une part à illustrer les résultats des élèves luxembourgeois à travers l’analyse détaillée de cinq questions et d’autre part, à tracer sur cette base, quelques perspectives d’enseignement pour un apprentissage durable des mathématiques. Les questions sont issues de deux situations  : la situation « Cargo à voile » (3 questions) et la situation « Débit d’une perfusion » (2 questions). Celles-ci ont été choisies pour les raisons suivantes  : des contextes fort différents, scientifique d’une part et professionnel d’autre part, et des connaissances mathématiques très contrastées. La première situation cible en effet des contenus arithmétiques et géométriques centrés sur la résolution de problèmes, la deuxième se situe dans le domaine algébrique et concerne l’analyse d’une formule mathématique. La première partie de ce chapitre présente tout d’abord les analyses des situations et des questions. Chacune des situations commencent par la présentation complète du contexte et de l’énoncé des questions. Celle-ci est suivie pour chaque question d’une analyse a priori réalisée en relation avec les curricula luxembourgeois. Ensuite, les résultats et les démarches de résolution de problèmes des élèves (correctes et erronées) ainsi que les types d’erreurs sont analysés et détaillés. Une courte discussion à propos des constats observés vient clôturer les analyses de chacune des situations. Dans la deuxième partie de ce chapitre, trois grandes questions sont discutées suite aux réflexions qui précèdent : Comment réduire l’écart de performance entre garçons et filles  ? Comment aider les élèves dans la transition entre l’arithmétique et l’algèbre ? Comment les amener à mieux maîtriser le passage du problème contextualisé au langage mathématique formel ? Des éléments de réponse pratiques sont proposés afin de favoriser un apprentissage durable des mathématiques pour tous les élèves luxembourgeois.



Analyse didactique d’exemples-types et identification de défis pour l’enseignement Situation 1 : Cargo à voile



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



- Quatre-vingt-quinze pour cent du commerce mondial est transporté par voie maritime, par environ 50 000 bateauxciternes, vraquiers et porte-conteneurs. La plupart de ces cargos fonctionnent au diesel. - Des ingénieurs ont l’intention de mettre au point un système utilisant la puissance du vent pour assister les cargos. Ils proposent de fixer un cerf-volant servant de voile sur les cargos et ainsi d’utiliser la puissance du vent pour diminuer la consommation de diesel ainsi que l’impact de ce carburant sur l’environnement. Question 1 - Les cerfs-volants ont l’avantage de voler à une hauteur de 150 m. Là-haut, la vitesse du vent est approximativement de 25 % supérieure à celle au niveau du pont du cargo.



6 km/h 18 km/h 25 km/h 30 km/h 49 km/h
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- Quelle est la vitesse approximative à laquelle le vent souffle dans le cerf-volant lorsque la vitesse du vent est de 24 km/h sur le pont du cargo ?



A B C D E 



Quelle doit être approximativement la longueur de la corde du cerf-volant pour pouvoir tirer le cargo à un angle de 45° depuis une hauteur verticale de 150 m, comme indiqué dans le schéma ci-contre ? 



F  173 m   G  212 m H  285 m   I  300 m



Question 3 En raison du prix élevé du diesel (0.42 zed1 par litre), les propriétaires du cargo NouvelleVague envisagent de l’équiper d’un cerf-volant. On estime qu’un cerf-volant de ce type permettrait de réduire globalement la consommation de diesel d’environ 20 %. Équiper le NouvelleVague d’un cerf-volant coûte 2 500 000 zeds. Au bout de combien d’années environ, les économies de diesel auront-elles couvert le coût du cerf-volant ? Justifiez votre réponse à l’aide de calculs.



Nom : 



NouvelleVague



Type : 



cargo



Longueur : 



117 mètres



Largeur : 



18 mètres



Charge utile : 



12 000 tonnes



Vitesse maximale : 19 nœuds Consommation de 1



L e « zed » est une monnaie fictive ; ceci afin d’éviter de favoriser les élèves de certains pays si on utilisait une monnaie réelle.



diesel par an sans cerf-volant : 



approximativement 3 500 000 litres
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Question 2



0. Introduction
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Cette situation se situe dans un contexte scientifique. Elle est composée de trois questions. Les deux premières questions sont des items à choix multiple (QCM) et la dernière est un item à réponse construite ouverte. Dans le cadre d’évaluation et d’analyse du cycle PISA 2012, sept « facultés mathématiques fondamentales » ont été retenues (Niss, 1999 ; Niss & Højgaard, 2011 ; OCDE, 2012). En ce qui concerne les trois questions, celles-ci visent essentiellement les trois « facultés mathématiques fondamentales » suivantes : « Mathématisation » puisqu’il s’agit de transposer un problème défini en fonction du monde réel sous forme mathématique ; « Conception de stratégie de problème », puisqu’il faut sélectionner ou concevoir une stratégie de résolution ; « Raisonnement et argumentation » puisqu’il s’agit d’explorer et de relier des éléments du problème pour en dégager des inférences. La troisième question requiert en plus de développer par écrit la démarche de résolution. Elle vise donc une quatrième faculté mathématique à savoir la « Communication » car pour résoudre le problème, il faut présenter les résultats intermédiaires, expliquer et justifier la solution. Ces trois questions se classent respectivement dans la catégorie de contenus « Quantité », « Espaces et Formes », « Variations



et relations ». Les deux premières concernent le processus « Employer des concepts, faits, procédures et raisonnement mathématiques » car elles consistent à appliquer des connaissances en matière de procédures à des objets bien définis, à savoir : - calculer le résultat d’une augmentation en appliquant un pourcentage (question 1) et - déterminer une longueur à l’aide du théorème de Pythagore (question 2) alors que la troisième question relève de la catégorie « Formuler des situations de façon mathématique » puisqu’elle demande aux élèves de créer un modèle mathématique pour répondre à la question. L’énoncé général du contexte présenté avant les trois questions est assez long. Il contient deux nombres, un écrit en lettres et l’autre avec des chiffres. Ces données chiffrées sont inutiles aux traitements des questions. Une image représentant un cargo avec un cerf-volant permet à l’élève d’imaginer la situation. Cet énoncé général implique de la part de l’élève qu’il comprenne que : - la puissance du vent dans le cerf-volant permet au cargo d’avancer, -  le moteur diesel est donc moins sollicité, -  la consommation en litres de diesel est donc réduite.



Les cerfs-volants ont l’avantage de voler à une hauteur de 150 m. Làhaut, la vitesse du vent est approximativement de 25 % supérieure à celle au niveau du pont du cargo. A B C D E 



Quelle est la vitesse approximative à laquelle le vent souffle dans le cerfvolant lorsque la vitesse du vent est de 24 km/h sur le pont du cargo ?



6 km/h 18 km/h 25 km/h 30 km/h 49 km/h



1.1  Analyse a priori 1.1.1  Caractéristiques de la question Le texte de cette question est relativement long (deux phrases affirmatives et une phrase interrogative). Il y a également une donnée inutile (150 m). Le format de cette question est un QCM (Questionnaire à Choix Multiple). Cinq options de réponse sont proposées aux élèves dont une seule est correcte. Du point de vue de la difficulté, cette question se situe au niveau de compétence 3 (sur 6) sur l’échelle présentée au chapitre 1.4.2 (Figure 7, « Segelschiffe Frage 1 »). On peut donc considérer cette question comme moyennement difficile pour l’ensemble des élèves de 15 ans.



1.1.3  Stratégies correctes possibles Deux stratégies de résolutions sont susceptibles d’être mises en œuvre par les élèves : une stratégie à deux étapes et une stratégie en une seule étape. La première consiste à commencer par calculer l’augmentation de la vitesse et l’ajouter à la vitesse initiale. L’élève peut également constater que calculer 25 % d’un nombre revient à prendre le quart de ce dernier. La seconde se fonde sur l’utilisation de la formule mathématique « Augmenter en pourcentage un nombre de x % revient à le multiplier par (1 + x %) ».



1.1.4  Mise en relation avec le curriculum luxembourgeois Les compétences disciplinaires attendues à la fin de la 6e, de la 4e année de l’Enseignement Secondaire (ES), celles de la 8e, de la 9e de l’Enseignement Secondaire Technique (EST) ainsi que le programme pour l’Enseignement Secondaire Technique - Régime Préparatoire (EST-PREP) ont été analysés (MENFP). Seuls, les compétences ou contenus directement impliqués dans la question ont été relevés.



1.1.2  Description de la nature de la tâche La tâche de l’élève nécessite de mettre en œuvre des connaissances sur la notion de proportionnalité et de pourcentage et donc de trouver la vitesse du vent après une augmentation en pourcentage étant donné la vitesse initiale. Elle est donc relativement usuelle. Plus précisément, il s’agit de :



L’analyse du tableau 1 montre que la question 1 est bien ancrée dans les curricula luxembourgeois et que les objectifs PISA pour cette question sont identiques à ceux du curriculum luxembourgeois en mathématiques pour l’enseignement inférieur. Cette analyse révèle donc que les élèves luxembourgeois de 15 ans peuvent disposer des compétences pour résoudre cette question.



Objectifs



PISA



ES



EST



ES-PREP



Description/ Compétences



Calculer un pourcentage dans une situation de la vie réelle



Calculer des pourcentages pour résoudre des problèmes réels ou concrets (6e)



Calculer des pourcentages pour résoudre des problèmes réels ou concrets (9e)



Connaître la notion du pourcentage: Calculer le prix d’un objet après une augmentation de x% (module 4)



Contenu



Quantité



Nombres et opérations



Nombres et opérations



Nombres et opérations



Processus



Employer des concepts, faits, procédures et raisonnements mathématiques



Modéliser: Traiter des contextes simples par des expressions mathématiques Résoudre des problèmes



Modéliser: Simplifier une situation réelle et en dégager les aspects mathématiques Résoudre des problèmes



Tableau 1: Comparaison des curricula luxembourgeois avec les objectifs PISA (Question 1)
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1.0. Enoncé



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



- Comprendre que la vitesse du vent en altitude est supérieure à celle sur le pont, ce qui permettra ensuite de pouvoir contrôler la vraisemblance du résultat. - Identifier que la vitesse du vent à 150m est supérieure à celle sur le pont de 25 %. - Reconnaître qu’il s’agit d’une situation où l’on recherche la quantité finale après avoir appliqué une augmentation en pourcentage et modéliser le problème. -  Résoudre le problème.
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1.  Question 1



1.2.1 Présentation des résultats globaux, selon le genre, la filière et la classe



- Présentation des résultats selon la classe et la filière (Question 1)



-  Présentation des résultats globaux (Question 1)



Quant aux résultats selon la classe et la filière d’enseignement (ES, EST, EST-PREP) de cette question, on observe globalement que les élèves de l’ES sont en moyenne les plus performants, suivis des élèves de l’EST. Les élèves de l’EST-PREP sont de loin les moins performants et ne sont que 23 % à réussir cette question. Concernant l’EST, le seuil de 50 % n’est dépassé que par les élèves « à l’heure », scolarisés en 10ème, tandis que dans l’ES, ce sont les élèves de 5e, 4e et 3e qui sont plus de 50 % à réussir cette question. Cependant, ces résultats restent globalement mitigés. Ils montrent à quel point la notion de pourcentage, notion de base indispensable dans la vie de tous les jours, est encore mal utilisée par une bonne partie des élèves de 15 ans, en particulier par ceux de l’EST et de l’EST-PREP (Figure 2).



Un peu plus de la moitié des élèves luxembourgeois (52.0 %) ont répondu correctement à cette question (voir Figure 1, Option D). Il reste à noter cependant que ces résultats sont inférieurs de 7.5 points à la moyenne PISA (59.5 %). -  Présentation des résultats selon le genre (Question 1) Les pourcentages de réussite se répartissent de la manière suivante entre les filles et les garçons : Filles Garçons Différence garçons-filles Taux de réussite globaux 



45.2 % 58.6 % 13.4 52.0 %



100 %



Concernant le facteur « Genre », la différence de performance est nettement marquée en faveur des garçons (13.4 points). Ces derniers sont plus nombreux à réussir la question que les filles (58.6 % vs 45.2 %). Ces résultats illustrent les résultats globaux luxembourgeois. En effet, sur l’échelle des moyennes PISA (Chapitre 3.2, Figure 4), la différence de performance concernant le processus « Employer » est en faveur des garçons (+ 24 points) et concernant le contenu « Quantité », elle est également en faveur des garçons (+ 23 points). Dans cette question, la différence de performance filles-garçons observée, peut s’expliquer en partie par le choix de l’habillage de l’énoncé. En effet, le contexte scientifique de l’énoncé paraît être un facteur défavorable aux filles et favorable aux garçons.



80 %



60 %



40 %



20 % 60 %



40 %



3ème ES



4ème ES



5ème ES



6ème ES



10ème EST



9ème EST



8ème EST



7ème EST



0%



50 %



9ème EST-PREP
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1.2 Résultats



Figure 22: Pourcentage de réussite selon la classe et la fi lière (Question 1) 30 %



1.2.2  Hypothèses sur la difficulté de la question 20 %



Les difficultés rencontrées par les élèves peuvent être expliquées par :



10 %



0% correcte D (30 km/h)



A (6 km/h)



GDL



B (18 km/h)



C (25 km/h)



E (49km/h) Omission



Moyenne PISA



Figure 1: Pourcentage de réponses des élèves (Question 1)



- une question mal interprétée pouvant traduire un apprentissage en cours d’acquisition (calculer 25 % d’un nombre au lieu de calculer le résultat d’une augmentation, option A et B). - une interprétation superficielle de la situation décrite dans l’énoncé traduisant la non-acquisition de la compétence visée : pas de calcul des 25 % (Options C et E). 2



 armi les élèves de 15 ans répertoriés dans l’enquête PISA 2012, notons qu’il P y a seulement 10 élèves en 7ème EST et 3 élèves en 3ème ES.



—›  Réponses incorrectes et interprétation des erreurs Les réponses incorrectes ont été classées en deux catégories en fonction des types d’erreurs commises et de l’origine possible des difficultés des élèves, à savoir  : - une question mal interprétée avec calcul du pourcentage (Options A et B) et - une démarche superficielle (« contrat didactique ») sans calcul du pourcentage (Option C et E).



Ces élèves ont-ils appliqué un coefficient de 75 % (24 x 75 % = 18) ou encore ont-ils retiré les 25 % calculés de la vitesse initiale (24 – 24 x 25 % = 18) au lieu de les ajouter ? Parmi ces élèves, certains ont-ils reconnu une formule à appliquer dans une telle situation, en l’occurrence celle qui consiste à multiplier par le coefficient d’augmentation ou de diminution (1 +/- x %) ? - Démarche superficielle (« contrat didactique ») sans calcul du pourcentage



-  Question mal interprétée avec calcul du pourcentage Option A (6 km/h) : 16.4 % des élèves choisissent cette réponse. Ces derniers semblent avoir fait le calcul 24 x 25 % d’où le résultat 6 km/h. Ces élèves ne font vraisemblablement pas le rapprochement avec le texte de l’énoncé qui spécifie que  : « … la vitesse du vent est approximativement de 25 % supérieure à celle au niveau du pont du cargo ». En effet, si tel était le cas, trouver une vitesse inférieure à 24 km/h, en l’occurrence 6 km/h alors que cette dernière devrait lui être supérieure devrait questionner l’élève sur la vraisemblance de son résultat. Par conséquent, il semble que ces élèves appliquent un pourcentage car un pourcentage se trouve dans le texte mais sans reconnaître que la situation traduit une augmentation et qu’il faut alors appliquer un coefficient d’augmentation (1 + 0.25 ; 24 x 1.25 = 30) ou résoudre le problème en deux étapes en calculant l’augmentation (24 x 25 % = 6) pour ensuite l’additionner à la vitesse initiale (24 + 6 = 30) et ainsi obtenir le résultat correct de 30 km /h. Il se peut qu’ils se représentent le résultat de l’augmentation de 25 % comme étant le résultat global après augmentation. Cependant en confrontant la véracité du résultat obtenu, ces derniers devraient pouvoir se dire qu’ils ont fait une erreur et chercher laquelle. Ce type d’erreur est assez présent en début d’apprentissage de cette notion (trouver le résultat d’une augmentation ou d’une diminution connaissant le pourcentage) et traduit un apprentissage en cours d’acquisition. C’est aussi l’option erronée qui a été la plus choisie par les élèves luxembourgeois. Les élèves ayant d’abord appris à calculer un pourcentage, et connaissant la procédure continuent de l’appliquer. Ces élèves ont probablement pensé que calculer le résultat d’une augmentation revenait à calculer un pourcentage. Ces derniers n’ont donc pas bien interprété la question. Dans ce cas, l’erreur n’en est pas une à leurs yeux. Ils répondent à la question qu’ils ont dans leur tête. D’autres ont pu interpréter correctement la question mais se limiter au calcul du pourcentage sans contrôler la vraisemblance de leur résultat.



Option C (25 km/h) : 11 % des élèves choisissent cette réponse. Ces derniers semblent avoir attribué la valeur du pourcentage (25 %) à la vitesse du vent dans le cerf-volant. Ils ont probablement fourni la réponse 25 km/h en lisant dans l’énoncé : « … la vitesse du vent est approximativement de 25 % …». De plus, le mot « approximativement » n’a pas invité ces derniers à calculer. En outre, comme il est indiqué dans l’énoncé que la vitesse du vent dans le cerf-volant est approximativement supérieure à celle sur le pont qui est de 24 km/h, la réponse 25 peut sembler plausible pour ces élèves. Cette erreur se retrouve en général chez les élèves qui n’ont pas acquis le sens des pourcentages et des rapports en général. Ils remplissent le « contrat didactique » en donnant une réponse en la choisissant dans le texte (Brousseau, 1980). Ces élèves présentent des difficultés au niveau de la construction de la représentation. Option E (49 km/h)  : 11.7 % des élèves choisissent cette réponse. Ces derniers semblent avoir fait l’addition de 24 km/h et de 25 % (24 + 25 = 49). On retrouve souvent ce type de traitement chez les élèves qui sont en grande difficulté d’apprentissage. Ces élèves souhaitent remplir le « contrat didactique » : « Tout problème a une solution et pour la trouver il suffit de faire une opération avec les nombres de l’énoncé » (Brousseau, 1980). De ce fait, ils choisissent des données de l’énoncé et les additionnent soit parce que l’addition est la première opération qu’ils ont apprise soit parce qu’ils ont lu que la vitesse du vent dans le cerf-volant est supérieure à celle sur le pont.
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La réponse correcte attendue est l’option D (30km/h). 52.0 % des élèves l’ont choisie. Ces derniers ont appliqué un pourcentage d’augmentation pour déterminer la valeur finale après augmentation. Il semble donc qu’ils maîtrisent les pourcentages, en d’autres termes qu’ils ont acquis la compétence : « être capable de calculer un pourcentage dans une situation de la vie de tous les jours ».
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—›  Réponse correcte



Option B (18 km/h) : 5.5 % des élèves choisissent cette réponse. Ces derniers semblent avoir fait le calcul 24 x 75 % d’où le résultat 18 km/h. Ici encore, ces élèves ne font vraisemblablement pas le rapprochement avec le texte de l’énoncé qui spécifie que : « … la vitesse du vent est approximativement de 25 % supérieure à celle au niveau du pont du cargo ». En effet, si tel était le cas, trouver une vitesse inférieure à 24 km/h, en l’occurrence 18 km/h alors que cette dernière devrait lui être supérieure devrait questionner l’élève sur la vraisemblance de son résultat.
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1.2.3  Analyse des productions d’élèves



2.  Question 2 2.0 Enoncé
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2.1.3  Stratégies correctes possibles Deux stratégies formelles de résolution et deux stratégies par tâtonnement sont susceptibles d’être mises en œuvre par les élèves.



Quelle doit être approximativement la longueur de la corde du cerf-volant pour pouvoir tirer le cargo à un angle de 45° depuis une hauteur verticale de 150 m, comme indiqué dans le schéma ci-contre ? 



F  173 m   G  212 m H  285 m   I  300 m



-  Stratégie formelle 1 (application du théorème de Pythagore) : Elle consiste à identifier que le triangle rectangle est isocèle puisque l’un de ses angles a une amplitude de 45° et à utiliser le théorème de Pythagore. -  Stratégie formelle 2 (application de la trigonométrie): Elle consiste à identifier que la valeur du côté opposé à un angle est donnée et à utiliser la trigonométrie dans le triangle rectangle en choisissant le sinus. -  Stratégie par tâtonnement 1: Elle revient à approximer de visu la longueur, pouvant conduire à choisir l’option correcte proposée dans le QCM. -  Stratégie par tâtonnement 2: Elle consiste à reproduire un triangle isocèle rectangle sur une feuille de brouillon dont les côtés de même longueur mesurent par exemple 15 cm et de mesurer à la règle la longueur de l’hypoténuse.



2.1  Analyse a priori



2.1.4  Mise en relation avec le curriculum luxembourgeois



2.1.1  Caractéristiques de la question



Rappelons que seuls, les compétences ou contenus directement impliqués dans la question ont été relevés.



Le texte de cette question est constitué d’une phrase interrogative longue. Toutes les données sont utiles à la résolution. Le format de cette question est un QCM (Questionnaire à Choix Multiple). Quatre options de réponse sont proposées aux élèves dont une seule est correcte. Du point de vue de la difficulté, cette question se situe au niveau de compétence 3 (sur 6) sur l’échelle présentée au chapitre 1.4.2 (Figure 7, « Segelschiffe Frage 3 »). On peut donc considérer cette question comme moyennement difficile pour l’ensemble des élèves de 15 ans.



2.1.2  Description de la nature de la tâche La tâche de l’élève nécessite de reconnaître qu’il faut utiliser le théorème de Pythagore dans ce contexte. Elle est relativement usuelle pour les élèves qui ont étudié cette notion dans leur curriculum. Cependant, l’élève de 4e ES pourra utiliser également ses connaissances en trigonométrie puisque la figure à considérer est un triangle rectangle. Plus précisément, il s’agit de : - Construire la représentation de la situation décrite dans l’énoncé à partir du schéma. - Identifier un triangle rectangle. - Identifier les concepts mathématiques pertinents. Reconnaître qu’il s’agit d’une situation où l’on recherche la longueur de l’hypoténuse et traduire le problème. -  Résoudre le problème.



L’analyse du tableau 2 montre que la question est ancrée dans les curricula luxembourgeois pour les classes de 4e ES, de 9e EST et du module 9 de l’EST-PREP. Pour ces élèves, l’analyse révèle que ces derniers peuvent donc disposer des compétences pour résoudre cette question. Les élèves n’ayant pas suivi une scolarité dans ces classes ne peuvent en principe pas répondre à cette question en utilisant une stratégie formelle mathématique, ils ne peuvent mettre en œuvre que des stratégies par tâtonnement.



2.2.1 Présentation des résultats globaux, selon le genre, la filière et la classe -  Présentation des résultats globaux (Question 2) 44.1 % des élèves luxembourgeois ont répondu correctement à cette question (voir Figure 3, Option G). Ces résultats restent inférieurs à la moyenne PISA (49.8 %) de 5.7 points.



points). Ces derniers sont plus performants que les filles (48.7 % vs 39.5 %). Ces résultats illustrent les résultats globaux luxembourgeois. En effet, sur l’échelle des moyennes PISA (Chapitre 3.2., Figure 4), la différence de performance concernant le processus « Employer » est en faveur des garçons (+ 24 points) et concernant le contenu « Figure du plan et de l’espace », elle est également en faveur des garçons (+ 34 points). 60 %



Comme il a été précisé précédemment, une partie de la population interrogée n’a pas reçu d’apprentissage sur les connaissances mathématiques à mettre en œuvre pour solutionner ce problème (à savoir le théorème de Pythagore). De plus, il est à noter que cette question est un peu plus difficile que la précédente. En effet, même si cette question est du même niveau de compétence que la question précédente (niveau 3 sur 6), l’indice de difficulté calculé par PISA y est supérieur (voir chapitre 1.4.2, Figure 7, « Segelschiffe Frage 3 »). Les résultats obtenus sont cohérents de ce point de vue. Cette question est de difficulté modérée. -  Présentation des résultats selon le genre (Question 2) Les pourcentages de réussite se répartissent de la manière suivante entre les filles et les garçons :
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0% Rép. correcte G (212 m)



Concernant le facteur « Genre », la différence de performance est de nouveau nettement marquée en faveur des garçons (9.1



F (173 m)



GDL



H (285 m)



I (300 m)



Omission



Moyenne PISA



Figure 3: Pourcentage de réponses des élèves (Question 2)



Objectifs



PISA



ES



EST



ES-PREP



Description/ Compétences



Utiliser le théorème de Pythagore en l’appliquant à un contexte géométrique authentique



Déterminer des longueurs moyennant le théorème de Pythagore (4e)



Déterminer des longueurs moyennant le théorème de Pythagore (9e)



Utiliser le théorème de Pythagore et sa réciproque (Module 9)



Contenu



Espace et formes



Figure du plan et de l’espace



Figure du plan et de l’espace



Figure du plan et de l’espace



Processus



Employer des concepts, faits, procédures et raisonnements mathématiques



Modéliser: Simplifier une situation réelle et en dégager les aspects mathématiques Résoudre des problèmes



Modéliser: Simplifier une situation réelle et en dégager les aspects mathématiques Résoudre des problèmes



Tableau 2: Comparaison des curricula luxembourgeois avec les objectifs PISA (Question 2)
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% Filles 39.5   Garçons 48.7   % Différence garçons-filles 9.2 Taux de réussite globaux 44.1 %



50 %



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



2.2 Résultats



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



- Présentation des résultats selon la classe et la filière (Question 2)



2.2.2  Hypothèses sur la difficulté de la question



Quant aux résultats selon la classe et la filière d’enseignement (ES, EST, EST-PREP) de cette question, on observe globalement que les élèves de l’ES sont en moyenne les plus performants, suivis des élèves de l’EST. Les élèves de l’EST-PREP sont de loin les moins performants (17.5 %). Rappelons que les élèves de 10e EST et de 4e ES (et donc 3e ES) sont les seuls à avoir reçu un enseignement théorique permettant de répondre à cette question en utilisant une stratégie formelle. Cela peut en partie expliquer la performance plus importante observée dans ces classes (Figure 4).



Les difficultés rencontrées par les élèves peuvent être expliqués par :



100 %



Quant à la différence de performance filles-garçons observée, celle-ci semble pouvoir s’expliquer en partie par le choix de l’habillage de l’énoncé et par le domaine mathématique de référence (Figure du plan et de l’espace). En effet, que ce soit le contexte scientifique de l’énoncé ou le domaine géométrique, ces deux facteurs semblent être défavorables aux filles et favorables aux garçons.



80 %



60 %



2.2.3  Analyse des productions d’élèves —›  Réponse correcte



3ème ES



4ème ES



5ème ES



6ème ES



10ème EST



9ème EST



8ème EST
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9ème EST-PREP
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- Un apprentissage du théorème de Pythagore en cours d’acquisition (Option I). - Une interprétation superficielle de la situation décrite dans l’énoncé  : la compétence visée peut être soit hors programme ou non-acquise. (Option H). - La lecture du terme « approximativement » de l’énoncé qui pourrait inviter les élèves à faire appel à leur sens de l’observation au lieu de calculer. Cette question demanderait d’approximer de visu une longueur sur une figure (Option F); elle semble reconnue comme étant davantage une question de lecture de données sur une figure.



Figure 43: Pourcentage de réussite selon la classe et la fi lière (Question 2)



La réponse correcte attendue est l’option G (212m). 44.1 % des élèves l’ont choisie. Ces derniers ont probablement utilisé le théorème de Pythagore connaissant les longueurs des deux côtés pour déterminer la longueur du troisième côté, l’hypoténuse en l’occurrence. Ils ont pu également utiliser le sinus puisque le triangle est un triangle rectangle, et la valeur du côté opposé était précisée sur le schéma de l’énoncé. Il se peut également que la lecture du terme «  approximativement » ait pu mettre sur la voie d’une stratégie par tâtonnement entraînant un choix correct. Cette stratégie a pu être mise en œuvre par les élèves qui n’ont pas reçu d’enseignement sur le théorème de Pythagore, ce dernier étant pour certains hors programme. Cependant, les garçons réussissent mieux que les filles (48.7 % vs 39.5 %), de même pour les élèves de l’ES par rapport à ceux de l’EST et de l’EST- PREP. —›  Réponses incorrectes et interprétation des erreurs Les réponses incorrectes ont été classées en trois catégories en fonction des types d’erreurs commises et de l’origine possible des difficultés des élèves, à savoir : - un apprentissage du théorème de Pythagore en cours d’acquisition ou démarche superfi-



3



 armi les élèves de 15 ans répertoriés dans l’enquête PISA 2012, notons P qu’il y a seulement 10 élèves en 7ème EST et 3 élèves en 3ème ES.



-  Approximation de la solution par observation Option F (173m) : 17.1 % des élèves choisissent cette réponse. Ces élèves n’ont peut-être pas reçu un apprentissage sur le théorème de Pythagore et encore moins en trigonométrie. Ces derniers semblent faire appel à leur sens de l’observation et au jugé. Ils ont peut-être estimé et approximé en regardant le schéma que la longueur à déterminer était un peu plus grande que celle qui mesure 150 m. La réponse 173 m leur a semblé être la plus plausible de leur point de vue.
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Option I (300 m) : 17.9 % des élèves choisissent cette réponse. Ces élèves semblent avoir additionné les deux longueurs des côtés perpendiculaires (150 + 150 = 300). Certains parmi ceux-ci ont peut-être reconnu que la réponse au calcul 150 + 150 = 300 était proposée dans le QCM et l’ont choisie, appliquant une démarche superficielle de résolution. D’autres encore ont pu reconnaître que dans cette situation, l’application du théorème de Pythagore permettait de solutionner le problème. L’ont-ils appliqué comme un « théorème en acte », c’est-à-dire comme une proposition tenue pour vrai par ces élèves et compatible avec la conception qu’ils se font de la connaissance sur le théorème de Pythagore (Vergnaud, 1990) ? Avaient-ils mémorisé de façon incorrecte ce théorème ? Il est probable qu’au lieu de retenir « le carré de la longueur de l’hypoténuse est égal à la somme des carrés des longueurs des deux autres côtés », ils aient retenu partiellement « la longueur de l’hypoténuse est égale à la somme des longueurs des deux autres côtés ».



Option H (285m) : 17.7 % des élèves choisissent cette réponse. Ces derniers semblent avoir fait l’addition de toutes les données de l’énoncé (150 + 90 + 45 = 285), et ceci indépendamment des différentes unités de mesure. On retrouve souvent ce type de démarche superficielle chez les élèves qui sont en grande difficulté d’apprentissage. Ces élèves souhaitent remplir le « contrat didactique » (Brousseau, 1980) : « Tout problème a une solution et pour la trouver il suffit de faire une opération avec les nombres de l’énoncé ». De ce fait, ils choisissent des données de l’énoncé et les additionnent soit parce que l’addition est la première opération qu’ils ont appris soit parce qu’ils ont vu sur le schéma que la longueur du côté à déterminer est supérieure aux autres.



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



- Apprentissage du théorème de Pythagore en cours d’acquisition ou démarche superficielle



-  Démarche superficielle de résolution (« contrat didactique »)
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cielle (reconnaissance d’un calcul dont la réponse est proposée dans le QCM) (Option I), - une approximation de la solution par observation (Option F) et - une démarche superficielle de résolution (« contrat didactique ») (Option H).



3.  Question 3 3.0 Enoncé



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



Du point de vue de la difficulté, cette question se situe au plus haut niveau de compétence (6) sur l’échelle présentée au chapitre 1.4.2 (Figure 7, « Segelschiffe Frage 4 »). On peut donc considérer cette question très difficile pour l’ensemble des élèves de 15 ans.



3.1.2  Description de la nature de la tâche



Nom : 



NouvelleVague



Type : 



cargo



Longueur : 



117 mètres



Largeur : 



18 mètres



Charge utile : 



12 000 tonnes



Vitesse maximale : 19 nœuds Consommation de diesel par an sans approximativement







3 500 000 litres
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cerf-volant : 



La tâche de l’élève nécessite de mobiliser des connaissances qui sont totalement à sa charge. La tâche principale est de construire la représentation de ce problème par étapes. Les tâches sont inédites. Plus précisément, il s’agit de : - Construire la représentation de la situation décrite dans l’énoncé et comprendre que ce problème est un problème de division - quotition : on cherche à savoir en combien de fois on peut mettre le montant annuel de l’économie de diesel dans le coût du cerf-volant. - Identifier les étapes de résolution (spécifiées ci-dessous dans le paragraphe « Stratégies correctes de résolution »). Identifier les concepts mathématiques pertinents (déter-  miner un prix connaissant le prix de l’unité, appliquer un pourcentage, utiliser le concept de division – quotition cité dans le 1er point). -  Résoudre le problème.



En raison du prix élevé du diesel (0.42 zed4 par litre), les propriétaires du cargo NouvelleVague envisagent de l’équiper d’un cerf-volant.



3.1.3  Stratégies correctes possibles



On estime qu’un cerf-volant de ce type permettrait de réduire globalement la consommation de diesel d’environ 20 %.



En fonction de l’élaboration de la représentation mentale de la situation décrite dans l’énoncé, trois stratégies principales correctes peuvent être mises en œuvre.



Équiper le NouvelleVague d’un cerf-volant coûte 2 500 000 zeds.



-  Stratégie 1 :



3.1  Analyse a priori



   - Etape 1 : le prix de la consommation de diesel par an sans cerf-volant. (3.5 millions de litres, au prix de 0.42 zed/litre : 1 470 000 zeds).    - Etape 2 : le montant de l’économie réalisée avec cerfvolant. (1470 000 zeds x 0.2 = 294 000 zeds par an).    - Etape 3  : le nombre minimum d’années requis pour que le cerf-volant soit financièrement rentable. (2 500 000 ÷ 294 000 8.5, après environ 8 à 9 ans).



3.1.1  Caractéristiques de la question



- Stratégie 2 :



La lecture de ce problème est longue. Cette question est constituée de trois phrases affirmatives, d’un encadré composé d’une image et de données numériques, et d’une phrase interrogative. Quatre données numériques sur huit sont utiles à la résolution. Le format de cette question est un item à réponse construite ouverte. Ce problème est un problème à étapes. La recherche des étapes est à la charge de l’élève.



   - Etape 1 : le montant de la réduction en litre de diesel avec cerf-volant (20 % x 3.5 millions de litres : 700 000 litres).    - Etape 2  : le prix de la consommation de diesel pour 700 000 litres de diesel (700 000 x 0.42 = 294 000 zeds par an), c’est-à-dire l’économie réalisée avec cerf-volant.    - Etape 3  : le nombre minimum d’années requis pour que le cerf-volant soit financièrement rentable. (2 500 000 ÷ 294 000 8.5, après environ 8 à 9 ans).



Au bout de combien d’années environ, les économies de diesel auront-elles couvert le coût du cerf-volant  ? Justifiez votre réponse à l’aide de calculs.



4



L e « zed » est une monnaie fictive ; ceci afin d’éviter de favoriser les élèves de certains pays si on utilisait une monnaie réelle.



-  Stratégie 3 :



3.2 Résultats



   - Etape 1  : la consommation en litre de diesel par an avec cerf-volant. (0.8 x 3.5 millions de litres, 2.8 millions de litres).    - Etape 2  : le prix de la consommation de diesel par an sans cerf-volant. (3.5 millions de litres, au prix de 0.42 zed/litre : 1 470 000 zeds.)    - Etape 3 : le prix de la consommation de diesel par an avec cerf-volant. (2.8 millions de litres, au prix de 0.42 zed/litre : 1 176 000 zeds).    - Etape 4  : le montant de l’économie réalisée avec cerfvolant. (1 470 000 − 1 176 000 = 294 000 zeds par an).    - Etape 5  : le nombre minimum d’années requis pour que le cerf-volant soit financièrement rentable. (2 500 000 ÷ 294 000 8.5, après environ 8 à 9 ans).



3.2.1 Présentation des résultats globaux, selon le genre, la filière et la classe



Les pourcentages de réussite se répartissent de la manière suivante entre les filles et les garçons : 3.1.4  Mise en relation avec le curriculum luxembourgeois Rappelons que seuls, les compétences ou contenus directement impliqués dans la question ont été relevés. L’analyse du tableau 3 montre que la question est bien ancrée dans les curricula luxembourgeois surtout pour l’ES et l’EST. Les objectifs PISA sont donc identiques pour cette question, à ceux du curriculum luxembourgeois en mathématiques de l’enseignement inférieur. Cette analyse révèle que les élèves luxembourgeois devraient disposer des compétences pour résoudre cette question.



Filles Garçons Différence garçons-filles Taux de réussite globaux 



8.1  % 18.2  % 10.1 13.2  %



Concernant le facteur « Genre », la différence de performance est toujours en faveur des garçons qui sont plus de deux fois plus nombreux à réussir que les filles (18.2 % vs 8.1 %). Ces résultats illustrent les résultats globaux pour le Luxembourg. En effet, sur l’échelle des moyennes PISA (Chapitre 3.2, Figure 4), la différence filles-garçons concernant le processus « Formuler » est en faveur des garçons (+ 33 points) et concernant le contenu « Variations et relations », elle est également en faveur des garçons (+ 24 points).



Objectifs



PISA



ES



EST



Description/ Compétences



Utiliser un modèle en plusieurs étapes pour résoudre une situation complexe de la vie réelle



Utiliser des nombres et des grandeurs pour modéliser des situations réelles et pour résoudre des problèmes mathématiques (6e)



Utiliser des nombres et des grandeurs pour modéliser des situations réelles et pour résoudre des problèmes mathématiques (9e)



Contenu



Variations et relations



Nombres et opérations



Nombres et opérations



Nombres et opérations



Formuler des situations de façon mathématique



Modéliser: Simplifier une situation de la vie réelle et en dégager les aspects mathématiques Résoudre des problèmes



Modéliser: Simplifier une situation de la vie réelle et en dégager les aspects mathématiques Résoudre des problèmes



Savoir utiliser ses connaissances mathématiques et mettre en œuvre ses savoirs et compétences acquises dans le contexte de situations d’apprentissage appropriées (Module 4)



Processus



Tableau 3: Comparaison des curricula luxembourgeois avec les objectifs PISA (Question 3)



ES-PREP
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-  Présentation des résultats selon le genre (Question 3)
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La question est nettement plus difficile pour les élèves de 15 ans, tant au niveau de la moyenne PISA que des élèves luxembourgeois. Une faible performance (13.2 %) inférieure à la moyenne PISA (15.3 %), un taux d’échec élevé (55.6 %) et un taux d’omission important (31.2 %) attestent de la difficulté de la question (Figure 5).



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



-  Présentation des résultats globaux (Question 3)



60 %



3.2.2  Hypothèses sur la difficulté de la question Cette question est nettement plus difficile que les deux autres. Comme il s’agit d’un item à réponse construite et non à choix multiple, les élèves n’ont aucun indice sur les réponses possibles et de nombreux facteurs ajoutent à sa difficulté.



50 %



L’étape clé pour résoudre ce problème qui consiste à formuler un modèle mathématique décrivant le concept que recèle l’expression « Combien d’années pour couvrir le coût du cerfvolant » est difficile sur le plan cognitif. Plus précisément, « le fait de formuler les choses de façon mathématique consiste à identifier des possibilités d’appliquer et d’utiliser les mathématiques – c’est-à-dire de se rendre compte que les mathématiques peuvent servir à comprendre ou résoudre ce problème –, soit appréhender la situation telle qu’elle se présente, la traduire sous une forme qui se prête à un traitement mathématique, générer une structure ou des représentations mathématiques, identifier des variables et faire des hypothèses simplificatrices qui aideront à résoudre le problème. » (OCDE, 2012, p. 27). Toute la difficulté de l’item consiste à formuler ce concept de façon mathématique.



30 %
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10 %



0% Réponse correcte



Réponse erronée



GDL



Omission



Moyenne PISA



Figure 5: Pourcentage de réponses des élèves (Question 3)



-  Présentation des résultats selon la filière et la classe (Question 3) Quels que soient la filière d’enseignement et le niveau de classe, cette question est globalement mal réussie par les élèves. Seuls, les élèves de 3ème ES qui ont une avance scolaire présentent une bonne performance (67 %) (Figure 6).



100 %



80 %



60 %



La théorie de la « charge cognitive » développée par Sweller (1988) peut expliquer également une partie des difficultés rencontrées par les élèves pour résoudre ce problème à étapes. Le terme de « charge cognitive » correspond au niveau d’ « effort mental (la quantité de ressources) requis par la planification et la mise en œuvre d’une stratégie de résolution donnée chez un élève dont le niveau d’expertise dans le domaine concerné est fixé et par la quantité de ressources mobilisées par un sujet lors de la réalisation d’une tâche. » (Barrouillet, 1996; Tricot, 1998). Ainsi, la « charge cognitive » dépend de la tâche et, la réalisation d’une tâche peut nécessiter plus de ressources cognitives que la mémoire de travail n’en dispose. En effet, pour résoudre ce problème, la conception de la stratégie est complexe ; les élèves ont un certain nombre d’étapes à franchir et doivent garder en ligne de mire le point final : déterminer le nombre d’années n où le coût du cerf-volant sera couvert par les économies de diesel en calculant le rapport, coût de cerf-volant/ montant annuel de l’économie de diesel. En d’autres termes, la quantité d’information à traiter par l’élève c’est-à-dire par le nombre d’éléments qui interagissent en mémoire de travail et le traitement simultané d’éléments en forte interactivité (les étapes intermédiaires) impose une forte charge cognitive en mémoire de travail. Selon le niveau d’expertise des élèves, cette charge peut provoquer une surcharge cognitive et par là des erreurs. Les élèves doivent également utiliser leur faculté de raisonnement et d’argumentation dans toutes les étapes interdépendantes qu’ils doivent enchaîner pour parvenir à la solution ainsi que leur faculté de communication car il s’agit de présenter et d’expliquer la solution.
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Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



40 %



Figure 65: Pourcentage de réussite selon la classe et la filière (Question 3) 5



 armi les élèves de 15 ans répertoriés dans l’enquête PISA 2012, notons qu’il P y a seulement 10 élèves en 7ème EST et 3 élèves en 3ème ES.



L’analyse d’une trentaine de productions d’élèves a permis de concrétiser les analyses précédentes sur la difficulté de la question et de mieux appréhender comment les élèves luxembourgeois ont répondu à la question. Ces productions ne sont pas représentatives de l’ensemble des réponses des élèves luxembourgeois mais nous permettent d’aller au-delà des chiffres et d’entrer dans les processus de raisonnement des élèves.



Dans les deux productions suivantes, chaque élève remplit le « contrat didactique » : « Tout problème a une solution et pour la trouver il suffit de faire des opérations avec les nombres de l’énoncé sans se soucier ni du sens ni des unités de mesure. » (Brousseau, 1980)



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



3.2.3  Analyse des productions d’élèves



—›  Réponses incorrectes et interprétation des erreurs Les réponses incorrectes ont été classées en quatre catégories en fonction de l’origine possible des difficultés des élèves à savoir  : - une non-élaboration de la construction de la représentation, - une démarche superficielle de résolution (« contrat didactique »), - une interprétation erronée de la question et 4 - une surcharge cognitive. -  Non-élaboration de la construction de la représentation



-  Interprétation erronée de la question



-  Démarche superficielle de résolution (« contrat didactique ») Pour ces élèves, tout problème d’origine scolaire a une solution. Il est important pour eux d’y répondre même si la réponse est erronée. Dans la production ci-dessous, l’élève liste une partie des informations utiles mais ne prend pas en compte le pourcentage de réduction de la consommation dû à l’utilisation du cerf-volant de 20 %. Il remplit ensuite le « contrat didactique »  : « Tout problème a une solution et pour la trouver il suffit de faire des opérations avec les nombres de l’énoncé sans se soucier ni du sens ni des unités de mesure. » (Brousseau, 1980). Il semble que pour lui, ce problème est davantage un problème fictif qu’un problème traduisant une certaine réalité.



Cette catégorie de réponse regroupe les élèves qui répondent à une autre question que celle qui se trouvait dans l’énoncé. La production ci-dessous illustre cette catégorie. Il semble que l’élève réponde à une autre question que celle qui se trouve dans l’énoncé, à savoir : « Au bout de combien d’années, le prix de la consommation de diesel sans cerf-volant sera-t-il approximativement le même que le prix du cerf-volant ? ». L’élève peut être en surcharge cognitive car il semble avoir oublié qu’au-delà de l’utilisation du cerf-volant, le cargo a besoin d’utiliser son moteur pour avancer. Il calcule donc le prix de la consommation de diesel par an sans cerf-volant. Il fait ensuite la différence avec le prix du cerf-volant. Il constate que « ça fait approximativement la moitié » et conclut qu’il faut environ 2 ans.
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Ces élèves n’arrivent pas à construire la représentation pertinente de la situation décrite dans l’énoncé du problème. Dans l’exemple présenté si dessous, il semble que l’élève n’arrive pas à donner du sens à cet énoncé, il pense qu’il manque des informations.



-  Surcharge cognitive
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Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



Pour résoudre ce problème, les élèves ont un certain nombre d’étapes à franchir et doivent garder en ligne de mire le point final. Certains élèves en commençant à résoudre les étapes peuvent oublier la question, ils sont en surcharge cognitive. La production suivante illustre ce phénomène. L’élève a recherché le prix de la consommation de diesel par an sans cerf-volant et calculé en nombre de litres la réduction de consommation par an grâce à l’utilisation du cerf-volant. Ensuite, aucune autre étape n’est spécifiée, reste à savoir comment il a conclu 5, probablement en faisant le calcul 3500000 : 700000.



Les deux productions suivantes illustrent cette catégorie en faisant des erreurs de calculs. Cet élève a recherché la consommation en litre par an avec le cerf-volant mais a commis une erreur de calcul en prenant 20 % de 3 500 000. Ensuite il divise des zeds par des litres ? Il reste bloqué à cette étape.



Cet élève a recherché le prix annuel de la consommation de diesel sans cerf-volant puis il a calculé la réduction si le cerf-volant était utilisé. Dans les deux cas, il a fait une erreur de calcul. La dernière étape est erronée. Il divise le prix annuel de la consommation de diesel sans cerf-volant par le montant de la réduction si le cerf-volant était utilisé. Il reste bloqué à cette étape erronée qui semble correspondre à la réponse de son point de vue.



Il convient également de souligner que les 2/3 des réponses erronées proviennent de démarches superficielles et montrent l’importance du « contrat didactique » (Brousseau, 1980) Dans les deux premières questions, il s’agissait d’ « Employer des concepts, faits, procédures et raisonnement mathématiques » c’est-à-dire d’appliquer des connaissances et des procédures mathématiques pour résoudre des problèmes (OCDE, 2012), à savoir : - calculer le résultat d’une augmentation en appliquant un pourcentage (question 1) et - déterminer une longueur à l’aide du théorème de Pythagore (question 2). Ces questions sont des problèmes d’application directe des connaissances de base étudiées en cours et cependant, les résultats des élèves restaient mitigés. Un apprentissage efficace devrait cependant conduire les élèves à utiliser les connaissances apprises dans des contextes déjà étudiés en classe et à les transférer dans d’autres contextes. Un tel apprentissage vise la généralisation des connaissances, il conduit l’élève à réutiliser ses connaissances dans des contextes inédits comme par exemple ceux utilisés dans l’enquête PISA qui sont des contextes situationnels de la vie de tous les jours.



En résumé, pour résoudre de tels problèmes, l’expertise des élèves de ce domaine doit être développée. Il s’agit que les élèves fréquentent ces problèmes de recherche à étapes à l’école régulièrement, sans donner de prime abord les étapes intermédiaires. En effet, dans de tels problèmes, lorsque les étapes sont formulées sous la forme de questions intermédiaires, de nombreux élèves parviennent alors à la solution (Julo, 1995). Cela montre bien que la difficulté de tels problèmes tient non seulement à la mobilisation de concepts mathématiques difficiles mais également et surtout à la construction globale de la représentation décrite dans l’énoncé et au cheminement de pensée nécessaire à la résolution (Gamo, Sander, & Richard, 2010).
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- à se construire un modèle de situation (Reusser, 1990) ou un modèle mental de la situation décrite dans le problème (Johnson-Laird, 1983), - à mettre en pratique des connaissances mathématiques de base pour résoudre les problèmes définis en fonction du monde réel, - à mettre en œuvre des compétences d’ordre métacognitif comme :    -  élaborer un plan d’action de résolution, afin par exemple, d’éviter de saturer la mémoire de travail en cours d’action,    - approximer la valeur du résultat avant de s’engager dans un calcul,    -  vérifier la vraisemblance de leur résultat.



Dans la troisième question, il s’agissait principalement de « Formuler des situations de façon mathématique », c’est-àdire de construire une représentation adéquate de la situation décrite dans l’énoncé, afin de créer un modèle mathématique pertinent pour répondre à la question. Ensuite, il était nécessaire d’explorer et de relier des éléments du problème pour en dégager des inférences, présenter les résultats intermédiaires, expliquer et justifier cette solution (OCDE, 2012). En effet, pour résoudre ce problème, il faut le décomposer en sous-problèmes. Déterminer les étapes et les résoudre est particulièrement coûteux cognitivement pour les novices (théorie de la charge cognitive, Sweller, 1988). Et pourtant, dans les problèmes de la vie de tous les jours, il est souvent nécessaire de bien cerner le but à atteindre, ce qui demande souvent de le décomposer en sous buts, de trier les données afin de ne garder que celles qui sont utiles pour la résolution.
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A l’issue de l’analyse des résultats et de l’interprétation des erreurs, il semble que les élèves éprouvent des difficultés :



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



4. Discussion de la situation « Cargo à voile »



Situation 2 : Débit d’une perfusion



Les infirmières doivent calculer le débit D d’une perfusion en gouttes par minute. dv



Elles utilisent la formule D = 60n où   d est le facteur d’écoulement en gouttes par millilitre (ml)   v est le volume (en ml) de la perfusion   n est le nombre d’heures que doit durer la perfusion.



Question 1 :



Question 2 :



Une infirmière veut doubler la durée d’une perfusion.



Les infirmières doivent aussi calculer le volume v de la perfusion en fonction du débit de perfusion D.



Décrivez avec précision la façon dont D change si n est doublé et si d et v ne changent pas.
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Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



Les perfusions intraveineuses servent à administrer des liquides et des médicaments aux patients.



Une perfusion d’un débit de 50 gouttes par minute doit être administrée à un patient pendant 3 heures. Pour cette perfusion, le facteur d’écoulement est de 25 gouttes par millilitre. Quel est le volume en ml de cette perfusion ?



0. Introduction Cette situation se situe dans le contexte professionnel des infirmières et est composée de deux questions. Elle présente une formule permettant de calculer le débit d’une perfusion. Le questionnement est ciblé sur la formule algébrique elle-même. Les deux questions renvoient à trois des sept « facultés mathématiques » (OCDE, 2012, p. 35) suivantes : -  Utilisation d’opérations et d’un langage symbolique, formel et technique, c’est-à-dire utiliser des opérations et un langage symbolique, formel et technique, qui consiste à comprendre, interpréter, manipuler et employer des expressions symboliques dans un contexte mathématique (questions 1 et 2). -  Raisonnement et argumentation, c’est-à-dire explorer et relier des éléments du problème pour en dégager des inférences, vérifier une justification fournie ou justifier une affirmation ou une solution. Cette compétence implique des processus logiques approfondis (question 1). -  Mathématisation, c’est à dire transposer un problème défini en fonction du monde réel sous une forme strictement mathématique et à interpréter ou évaluer un résultat ou un modèle mathématique en fonction du problème initial (question 2).



Les deux questions analysées se situent dans le domaine PISA des « Variations et relations », qui visent pour l’essentiel l’utilisation de l’algèbre en contexte. Du point de vue des processus, c’est la catégorie « Employer des concepts, faits, procédures et raisonnement mathématique », qui est évaluée (OCDE, 2012, p.31). Cela implique notamment la manipulation d’expressions algébriques ou d’équations pour analyser l’information et développer des explications mathématiques. Il faut également ajouter que les deux questions demandent une compréhension approfondie d’une formule donnée. Il ne s’agit pas « simplement » de trouver le résultat d’une formule, qui consisterait ici à faire calculer D, en connaissant les valeurs des différentes variables, mais bien d’analyser et d’expliquer l’effet de la modification d’une variable sur une autre (question 1), de mathématiser/modéliser l’énoncé et de résoudre une équation (question 2). Du point de vue de la présentation de la situation, celle-ci explique brièvement, en deux phrases, le contexte des infirmières, puis la formule suivante est présentée avec la signification des variables : D = dv 60n



1.  Question 1



toutes choses étant égales par ailleurs (facteur d’écoulement et volume), il faudra un débit deux fois moins important, et que donc D sera divisé par 2 ». La formulation de l’énoncé utilisant les variables sous la formes de lettres et dépouillé du contexte peut rendre cette alternative moins évidente pour les élèves.



1.0  Enoncé de la question 1



-  Stratégie de type arithmétique



Deux démarches sont possibles. La première consiste à remplacer chacune des variables et obtenir une égalité comme . 3 = 660120 .4 et se poser la question de « Que devient le 3 ? » dans 6.120 la formule modifiée, ?= 60 .4.2



1.1  Analyse a priori 1.1.1  Caractéristiques de la question Le texte de la question n’est pas très long mais les variables sont exprimées sous leur forme littérale (lettre), et leur signification en contexte n’est pas rappelée dans la question même. Le format de la question est de type « question ouverte ». La réponse doit être construite par les élèves. En particulier dans cette question, la réponse ne consiste pas à donner une solution numérique (un nombre), mais bien à produire une explication en langage courant. Du point de vue de la difficulté, cette question se situe au niveau de compétences 5 (sur 6) sur l’échelle présentée au chapitre 1.4.2 (figure 7, « Tropfrate Frage 1 »). On peut donc considérer cette question comme assez difficile pour l’ensemble des élèves de 15 ans.



1.1.2  Description de la nature de la tâche dv



Les élèves doivent analyser la formule D = 60n permettant de calculer le débit D d’une perfusion en gouttes par minute. Il s’agit d’expliquer l’impact de la modification de la variable n (qui doit être doublée) sur le résultat D.



Cette solution peut se révéler lourde à mettre en place, étant donné les nombres à utiliser en raison du 60 déjà impliqué dans la formule. Il s’agit également que l’élève interprète correctement les expressions dv et 60n comme des produits. Les élèves ne donnent pas toujours de sens à ce type d’expression. De nombreux élèves pensent, par exemple, que le signe omis n’est pas celui de la multiplication mais plutôt celui de l’addition et considèrent l’expression dv non pas comme d.v mais comme d + v. Une variante plus efficace de cette stratégie consisterait à considérer la formule comme = c’b à remplacer les variables par de plus petits nombres, par exemple 6 = 24 et à s’interroger sur la 4 formule modifiée, ?= 424.2 , plus gérable, puisque dans l’exemple, on voit rapidement qu’en multipliant 4 par 2, on obtient 8 et que 24  : 8 donne comme résultat 3 et non plus 6, donc, le résultat D sera divisé par 2. La deuxième démarche arithmétique se base sur une compréhension approfondie de l’opération de division dans l’ensemble des nombres naturels. En l’occurrence, il s’agirait de considérer que si on divise un nombre par un nombre deux fois plus grand, le résultat devient deux fois plus petit. -  Stratégie de type algébrique



Plus précisément, la tâche de l’élève consiste tout d’abord à comprendre l’énoncé et en l’occurrence à appliquer sur la variable concernée n l’opération « fois 2 » (« n est doublé »). Ensuite, l’élève produira une explication qui se basera, selon la stratégie choisie, sur le contexte, l’arithmétique ou encore sur sa compréhension des concepts algébriques (voir point 1.1.3 ci-dessous).



1.1.3  Stratégies correctes possibles Trois principaux types de stratégies menant à produire une réponse correcte ont été identifiés. -  Stratégie de type sémantique Celle-ci est basée sur l’attribution de sens aux variables de la formule en relation avec le contexte. Dans le cas présent, il s’agirait d’expliquer que « si le nombre d’heures (n) est doublé,



Cette solution relève du domaine de la généralisation. Elle implique d’envisager la formule comme une égalité. Il s’agit alors de considérer que diviser le dénominateur par 2 revient à multiplier l’expression par ½ et au final de se dire que pour conserver l’égalité, il s’agit de multiplier également le « résultat » dans le premier membre (D) par ½ également ou autrement dit, de le diviser par 2.
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Les élèves peuvent remplacer les variables de la formule par des nombres simples, doubler le nombre représentant n et analyser le résultat.
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Décrivez avec précision la façon dont D change si n est doublé et si d et v ne changent pas.



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



Une infirmière veut doubler la durée d’une perfusion.



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques
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1.1.4  Mise en relation avec le curriculum luxembourgeois



1.2. Résultats



Les documents officiels (MENFP) présentant les compétences disciplinaires attendues à la fin de la 6e et de la 4e année de l’Enseignement Secondaire (ES) et celles de la 8e/ 9e année de l’Enseignement Secondaire Technique (EST), ainsi que le programme du Enseignement Secondaire Technique - Régime Préparatoire (EST-PREP) ont été analysés. Seuls, les compétences ou contenus directement impliqués dans la question ont été relevés.



1.2.1  Présentation des résultats globaux, selon le genre, la filière et la classe



L’analyse du tableau 4 montre que la question 1 est bien ancrée dans les programmes luxembourgeois de l’ES et de l’EST tant sur le plan des compétences que du processus. Cependant, la complexité de la formule présentée dans la question se situe un peu au-delà des contenus algébriques préconisés. Au régime préparatoire (EST-PREP), les éléments du programme en relation avec la question concernent uniquement le calcul de valeurs numériques. La modalité de la réponse qui consiste à faire produire une explication se situe pleinement dans les compétences relatives aux processus « argumenter » et « communiquer » définies dans les curricula de l’ES et de l’EST. Par contre, dans l’EST-PREP, ces deux dernières compétences ne figurent pas au programme. En résumé, l’analyse des programmes luxembourgeois montre que les élèves devraient disposer des compétences pour résoudre cette question, en particulier ceux de l’ES et de l’EST. De plus étant donné la variété de démarches possibles de résolution décrites précédemment (au point 1.1.3), cette question pourrait être accessible à la plupart des élèves, même ceux de l’EST-PREP. Ceux-ci peuvent en effet développer une stratégie soit de type « sémantique » utilisant le contexte, soit de type « arithmétique » impliquant de remplacer les variables par des valeurs numériques « simples », ou encore utilisant leur compréhension de l’opération de la division. La solution algébrique paraît plus inaccessible pour les élèves du préparatoire. Elle implique en outre une utilisation des propriétés de l’égalité peu mises en évidence dans les programmes, même dans ceux de l’ES ou de l’EST.



- Présentation des résultats globaux (Question 1) La figure 7 présente les pourcentages de réponses correctes, partielles et incorrectes ainsi que les omissions pour l’ensemble des élèves luxembourgeois. Ces résultats sont comparés à la moyenne PISA. Clairement, les résultats montrent que cette question est difficile pour les élèves de 15 ans, tant au niveau de la moyenne PISA (16.3 % de réponse correcte) que des élèves luxembourgeois. En effet, seuls 10.4 % d’entre eux parviennent à produire une explication correcte et complète (à savoir, le résultat D sera divisé par deux ou sera deux fois moins important). Ces résultats peuvent être nuancés par le pourcentage de réponses partielles (8.7 %) qui concernent les élèves qui soit, indiquent le sens du mouvement (cela devient plus petit) soit la valeur (il y a un changement de 50 %). Ces réponses partielles témoignent en effet d’une certaine compréhension du phénomène et de la réponse à produire. Les taux d’omission avoisinant les 30 % tant pour le Luxembourg (28.8 %) que pour les pays de la moyenne PISA (27.3 %) attestent également de la difficulté de la question. -  Présentation des résultats selon le genre (Question 1) Les pourcentages de réussite se répartissent de la manière suivante entre les filles et les garçons : Filles Garçons Différence garçons-filles Taux de réussite globaux 



8.1  % 12.7  % 4.6 10.3  %



A nouveau, on constate que cette question est mieux réussie par les garçons (12.7 %) que par les filles (8.1 %). Il convient ce-



Objectifs



PISA



ES



EST



ES-PREP



Description/ Compétences



Expliquer l’effet produit sur la valeur d’un résultat lorsqu’on double une variable dans une formule



Transformer des formules pour résoudre des problèmes d’application simples (6e) Interpréter des variables et des expressions dans des équations (4e)



Se servir du calcul littéral pour démontrer des propriétés observées sur des exemples (socle de base – 9e) Calculer des valeurs numériques (9e)



Connaître la variable dans le sens qu’elle peut remplacer un nombre ou un mot (module 6) Calculer en fonction de la valeur de x (module 6)



Contenu



Variations et relations



Dépendance et variation



Dépendance et variation



Opérations



Processus



Argumenter: Trouver des justifications à l’aide de calculs ou de constructions Employer Communiquer: Utiliser le langage courant et le langage mathématique en tenant compte de la situation



Tableau 4: Comparaison des curricula luxembourgeois avec les objectifs PISA (Question 1)
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Figure 86: Pourcentage de réussite selon la classe et la fi-
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1.2.2  Hypothèses sur la difficulté de la question
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Les difficultés des élèves à cette question pourraient s’expliquer par trois facteurs importants :



0% Réponse correcte
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Figure 7: Pourcentage de réponses des élèves (Question 1)



- Présentation des résultats selon la classe et la filière (Question 1) Dans la figure 8, les résultats sont analysés selon la filière d’enseignement ainsi que selon l’année d’étude. Quand on observe les résultats selon la filière, on constate que les élèves de l’EST-PREP sont fortement pénalisés dans cette question. Signalons qu’un seul élève de cette filière a réussi à trouver une solution correcte. Les élèves de l’EST sont également globalement peu nombreux à produire une réponse correcte malgré un curriculum davantage axé sur l’utilisation de l’algèbre et les processus tels que « Argumenter » et « Communiquer ». C’est en ES que les élèves de chaque classe sont les plus nombreux à réussir. Si on examine l’année d’étude que ce soit en ES ou en EST, on constate que plus on avance dans la scolarité, plus les taux de réussite augmentent. En EST, la majorité des élèves qui réussissent sont en 10e année, tandis qu’en ES, ce sont les élèves de 4e année (23.7 %) et surtout de 3e année (66.7 %) qui concentrent l’essentiel des réussites. Il faut noter également que les élèves de 3e année ES sont aussi des élèves qui ont un an d’avance dans leur scolarité.



-  L e caractère inhabituel de la question. Les élèves doivent d’une part, analyser l’effet sur le résultat de la modification d’une variable et non appliquer une technique quelconque, et d’autre part, rédiger une explication en langage courant. Malgré l’importance accordée à cette compétence en mathématiques tant dans les programmes luxembourgeois de l’ES et l’EST, que dans la littérature scientifique, il apparaît que les élèves éprouvent d’importantes difficultés à expliquer par écrit leur raisonnement ou à argumenter. Au Luxembourg, cette double difficulté se voit encore renforcée par le contexte multilingue des classes. - L’énoncé de la question. Celui-ci fait tout d’abord fi du contexte, en utilisant les lettres pour les variables et non leur dénomination en contexte. Les élèves doivent revenir en arrière et relire la situation initiale pour se rappeler le contexte et la signification des variables. De plus, le mot « doublé » entre en contradiction avec l’explication correcte de la solution, « divisé par 2 ». Les termes de l’énoncé s’opposent ainsi à la représentation mentale de ce problème qui émerge spontanément à la lecture de la question.



6



 armi les élèves de 15 ans répertoriés dans l’enquête PISA 2012, notons qu’il P y a seulement 10 élèves en 7ème EST et 3 élèves en 3ème ES.



147



40 %



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques
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pendant de souligner que cette différence est significativement moindre que dans les trois questions de la situation « Cargo à voile » (p < 0.05). Il semble que le contexte constitue un facteur déterminant. Dans cette question, le fait que la question soit située dans un contexte peut-être moins rébarbatif pour les filles ou peut-être plus familier, pourrait expliquer cet écart moins important. Il apparaît également que le contexte de cette situation joue un rôle moins essentiel que dans la plupart des situations PISA. En effet, les élèves pourraient très bien réussir la question en ne se focalisant que sur les éléments mathématiques de la formule sans prendre en considération le contexte. Même si celui-ci permet de donner du sens à la question et de développer des stratégies de type sémantique, il peut très bien être mis de côté pour répondre correctement à la question.



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques
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-  La maîtrise des concepts algébriques de base nécessaire pour développer des stratégies efficaces de résolution. En particulier, certaines des stratégies efficaces (même arithmétiques) de résolution implique une conception « structurale  » des expressions qui consiste à envisager les expressions mathématiques comme un tout qu’il s’agit de manipuler sans entrer dans les détails. Les stratégies efficaces de type arithmétique qui consistent à considérer la formule comme a = c’b impliquent en effet une conception «structurale » du numérateur (dv) et dénominateur (60n). Ceux-ci doivent être interprétés et manipulés comme un « bloc », en l’occurrence comme un nombre quelconque (b ou c), alors que ces expressions se présentent comme des opérations (d.v et 60.n). Dans les stratégies algébriques, il s’agit également de dv considérer les deux membres de l’égalité D et 60n comme un tout indissociable, comme l’expression de deux nom dv bres égaux dont l’un ( 60n ) va être modifié (multiplié par 12 ). Cette évolution vers une conception « structurale » est difficile pour de nombreux élèves qui continuent à fonctionner en algèbre comme s’ils étaient en arithmétique et à dv voir des expressions telles que d.v, 60.n ou 60n comme des opérations à effectuer (conception « procédurale ») et non comme des entités indissociables (Sfard, 1991).



1.2.3  Analyse de productions d’élèves A nouveau, comme dans la question 3 de la situation « Cargo à voile », l’analyse d’une trentaine de productions d’élèves a permis de concrétiser certaines des analyses précédentes sur la difficulté de la question et de mieux appréhender comment les élèves luxembourgeois ont répondu à la question. Ces productions ne sont pas représentatives de l’ensemble des réponses des élèves luxembourgeois mais nous permettent d’aller audelà des chiffres et d’entrer dans les processus de raisonnement des élèves. —›  Réponses correctes Les élèves de l’analyse qui produisent une réponse correcte expliquent que le résultat va être divisé par 2, soit en évoquant le contexte (stratégie de type sémantique) soit en se basant sur leur compréhension de l’opération de division (stratégie de type arithmétique). Aucun de ces élèves ne semble avoir songé à remplacer les variables de la formule par des nombres. -  Réponse de type sémantique



-  Réponse de type arithmétique



Certains élèves ont répondu correctement mais sans qu’il soit possible d’identifier leur raisonnement. Dans ce cas, ils écrivent simplement une phrase comme le résultat D sera divisé par 2. Certaines réponses de type sémantique ou arithmétique produisent des réponses correctes partielles comme dans l’exemple ci-dessous. On peut voir que celles-ci témoignent d’une bonne compréhension des élèves de la formule et de son contexte, même si ceux-ci ne poursuivent pas leur raisonnement jusqu’à son terme.



—›  Réponses incorrectes et interprétation des erreurs Dans les productions analysées, deux grands types de raisonnement erronés sont apparus. -  Affirmer que le résultat D sera doublé Ces élèves se sont probablement laissés influencer par la formulation de la question et répondent que le résultat D sera doublé puisque le nombre d’heures est doublé.



-  Multiplier 60 par 2 au dénominateur Près de la moitié des élèves de l’analyse se contente de multiplier n par 2 dans la formule sans avancer d’autres explications. Ils témoignent ainsi d’une bonne compréhension du terme « doublé » de l’énoncé qu’ils appliquent correctement à la variable n, mais n’en tirent aucune conclusion à propos de l’effet sur D et ne vont pas au-delà de la « simple » transformation dans la formule. Ces élèves ne semblent pas envisager que, toutes choses étant égales par ailleurs, si une variable est modifiée dans une formule cela entraîne une modification du résultat.



Quel est le volume en ml de cette perfusion ?



-  Les méthodes arithmétiques



Les infirmières doivent aussi calculer le volume v de la perfusion en fonction du débit de perfusion D.



La méthode par substitution qui consiste à remplacer l’inconnue par différentes valeurs numériques jusqu’à obtenir la solution correcte.



2.1  Analyse a priori 2.1.1  Caractéristiques de la question Cette question se situe dans le même contexte professionnel des infirmières que la précédente. Dans la question 2, les élèves doivent cette fois résoudre une équation. Cependant, alors que dans la question 1, les données étaient présentées sous leur forme littérale (lettres), dans la question 2, les données sont présentées en langage courant. Là où dans la question 1, on évoquait la variable « D », dans la question 2 on parle du « débit de 50 gouttes par minute ». Le format de la question est de type « ouvert ». Il s’agit de produire une solution numérique (un nombre). Du point de vue de la difficulté, cette question se situe, comme la question 1, au niveau de compétences 5 (sur 6) sur l’échelle présentée au chapitre 1.4.2 (figure 7, « Tropfrate Frage 3 »). On peut donc également considérer cette question comme assez difficile pour l’ensemble des élèves de 15 ans.



La méthode par opérations inverses où il s’agit de partir de l’état final et à inverser la (ou les) relation(s) pour retrouver la valeur de l’inconnue. La méthode par recouvrement qui amène l’élève à poser tout d’abord comme inconnue, non pas seulement l’inconnue elle-même, mais l’expression contenant cette inconnue. Par exemple, pour résoudre x +12 =20, il s’agit de poser dans un pre8 mier temps, x + 12 comme inconnue, et devant donc être égal à 160 puisque seul, 160 divisé par 8 donnera 20. Par conséquent, si x + 12 doit être égal à 160, alors x est égal à 148. Pour résoudre l’équation de la question 2, les méthodes arithmétiques peuvent se combiner de manière efficace. Les élèves peuvent les utiliser ainsi : .



v => 50 = 25 60.3



50 =



25.v 180



et



50 =



9000 180



… si 25 • v doit être égal à 9000 alors v = 9000 : 25 et donc v = 360



2.1.2  Description de la nature de la tâche



ou bien, en simplifiant tout d’abord l’expression,



La tâche de l’élève est constituée de deux phases. Les élèves doivent tout d’abord modéliser la situation, en l’occurrence « traduire » les données de l’énoncé dans la formule. Il s’agit ensuite de résoudre une équation pour trouver le volume de la perfusion (v ) en ml. Une fois les données placées dans la formule, l’équation que les élèves devaient résoudre était la suivante :



v 5v => 50 = 12 50 = 25 .3 60.3







50



.v = 25 60.3



2.1.3  Stratégies correctes possibles Pour résoudre cette équation et obtenir la réponse correcte, plusieurs méthodes sont possibles (Kieran, 1990) : - Les méthodes formelles de résolution ou méthodes algébriques



.



.



.



==> 50 = 536v



et



50 =



1800 36



… et si 5 • v doit être égal à 1800 alors v = 1800 : 5 et donc v = 360



2.1.4  Analyse selon le curriculum luxembourgeois Rappelons que seuls, les compétences ou contenus directement impliqués dans la question ont été relevés. L’analyse du tableau 5 montre que les deux étapes (voir point 1.2) à réaliser pour réussir cette question figurent pleinement dans les programmes de l’ES et l’EST. La modélisation d’une situation fait partie des curricula de l’ES et l’EST mais elle n’est pas observée dans le programme de l’EST-PREP, tandis que la résolution d’équations est préconisée dans les trois filières d’enseignement.
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Une perfusion d’un débit de 50 gouttes par minute doit être administrée à un patient pendant 3 heures. Pour cette perfusion, le facteur d’écoulement est de 25 gouttes par millilitre.



Ces démarches sont basées sur les propriétés de l’égalité. Ces principes entraînent deux niveaux dans les procédures de résolution. On distingue d’une part, la méthode qui consiste à effectuer la même opération dans les deux membres, et d’autre part la méthode de transposition qui fait appel aux règles « tout terme qui change de membre change de signe » ou « tout facteur qui change de membre est remplacé par son inverse ». Kieran (1990) souligne que bien que cette dernière démarche constitue un raccourci de la première, elle est rarement perçue comme telle par les élèves.
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2.0  Enoncé de la question 2



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



2.  Question 2



2.2 Résultats



60 %



2.2.1 Présentation des résultats globaux, selon le genre, la filière et la classe



50 %



-  Présentation des résultats globaux (Question 2)
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40 %



La figure 9 présente les pourcentages de réponses correctes et incorrectes ainsi que les omissions pour l’ensemble des élèves luxembourgeois. Ces résultats sont comparés à la moyenne PISA. Les taux de réussite sont à nouveau très faibles pour cette question même si celle-ci est un peu mieux réussie (16.4 %) que la précédente (10.4 %). Le Luxembourg se situe cependant, pour cette 2e question, nettement en-deçà de la moyenne PISA (25.7 %). Les taux élevés d’omission similaires à ceux de la question précédente avoisinent les 30 %. Ils témoignent du désarroi d’un grand nombre d’élèves face à cette question puisque ceux-ci ne se lancent dans aucune démarche de résolution.



30 %



20 %



10 %



0% Réponse correcte



GDL



-  Présentation des résultats selon le genre (Question 2)



Omission



Moyenne PISA



Figure 9: Pourcentage de réponses des élèves (Question 2)



Les pourcentages de réussite se répartissent de la manière suivante entre les filles et les garçons : Filles Garçons Différence garçons-filles Taux de réussite globaux 



Réponse erronée



- Présentation des résultats selon la filière et la classe (Question 2)



14.3  % 18.4  % 4.1 16.4  %



A nouveau, on constate que la différence de résultats selon les genres se marque en faveur de garçons. Comme dans la question précédente, cette différence se situe aux alentours de 4 points. Signalons que cet écart est à nouveau significativement moins important que dans les trois questions de la situation « Cargo à voile » (p < 0.05). L’effet contexte semble donc bien se confirmer d’autant plus qu’on n’observe par ailleurs aucune différence significative garçons-filles entre les deux questions de cette même situation.



La figure 10 montre que les taux de réussite varient à nouveau en fonction de la filière et l’année d’étude. Cependant, on observe au premier coup d’œil que ces résultats se présentent un peu différemment que dans la question précédente. Ainsi, le pourcentage d’élèves qui réussit en EST est un peu supérieur dans cette question. En effet, 5.3 % des élèves de 9e et 22.2 % des élèves de 10e année ont répondu correctement contre respectivement 1.3 % et 15.2 % dans la question précédente. En ES, alors que dans la question 1, les taux de réussite concernaient essentiellement les élèves de 4e et de 3e années, on observe cette fois que les élèves de 6e (16.7 % vs 0 % dans



PISA



ES



EST



ES-PREP



Description/ Compétences



Résoudre une équation et y substituer des variables par des valeurs numériques données



Résoudre des équations (4e)



Résoudre des équations linéaires à coefficients entiers (9e)



Résoudre des équations à une inconnue (module 6)



Contenu



Variations et relations



Dépendance et variation



Dépendance et variation



Opérations



Employer



Modéliser : Interpréter dans le contexte d’une situation réelle les étapes de la modélisation correspondante ainsi que ses résultats.



Processus



Tableau 5: Comparaison des curricula luxembourgeois avec les objectifs PISA (Question 2)



Savoir utiliser ses connaissances mathématiques et mettre en œuvre ses avoirs et compétences acquises dans le contexte de situations d’apprentissage appropriées (à partir du module 2)



tement les variables par les nombres donnés. Cette étape de la résolution concerne clairement la capacité des élèves à modéliser une situation, qui est souvent source importante de difficulté.



2.2.3  Analyse de productions d’élèves 100 %



—›  Réponses correctes Dans les productions analysées, les élèves qui répondent correctement à la question semblent avoir appliqué une méthode de résolution algébrique. Par exemple :



80 %



60 %



40 %
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-  La résolution d’équation  : Une fois que les valeurs numériques ont été attribuées correctement aux variables correspondantes, il s’agit de résoudre l’équation. Celle-ci est « complexe » dans la mesure où l’inconnue ne peut être facilement isolée, et peut constituer une source d’erreurs dans la mise en œuvre des procédures, notamment pour les élèves qui tenteraient d’appliquer la méthode de transposition.



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



la question 1) et de 5e année (22.3 % vs 17.8 %) sont également plus nombreux à réussir cette question. Il en va de même pour les élèves de 4e année (36.7 % de réussite dans la question 2 vs 23.7 % dans la question 1). Cette deuxième question semblerait donc un peu plus accessible aux élèves plus jeunes, même à ceux qui n’auraient pas encore abordé la résolution d’équations dans leur programme (6e ES). On peut peut-être attribuer cette légère amélioration des résultats (par rapport à ceux de la question 1) à la modalité de réponse et de résolution de la question, un peu moins inhabituelle que dans la question précédente (où il s’agissait de produire une explication). Dans l’EST-PREP, on pose par contre, le même constat que précédemment. Un seul un élève a réussi cette question.
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Figure 107: Pourcentage de réussite selon la classe et la filière (Question 2)



2.2.2  Hypothèses sur la difficulté de la question La difficulté de cet item peut s’expliquer par différents facteurs : -  L’énoncé : Celui-ci est présenté en contexte. Autrement-dit, les variables sont énoncées, non pas sous leur forme littérale (lettres), mais bien sous leur dénomination en langage courant. La première difficulté des élèves consiste donc à mettre les informations contextuelles de l’énoncé en relation avec les variables de la formule, et à substituer correc-



7



Dans ce deuxième cas, on voit clairement les étapes de l’élève qui « traduit » tout d’abord l’énoncé dans les variables puis dans la formule. —›  Réponses incorrectes et interprétation des erreurs Les sources de réponses incorrectes dans les productions analysées sont de deux ordres. Tout d’abord, plusieurs élèves ont éprouvé des difficultés à modéliser la situation, autrement-dit à interpréter l’énoncé et à « traduire » les données dans la formule algébrique. Ensuite, des difficultés sont apparues dans la résolution même de l’équation. -  Erreurs dans le processus de modélisation Les deux élèves ci-dessous utilisent uniquement les nombres donnés dans l’énoncé pour modéliser la situation sans partir de la formule initiale complète.



Parmi les élèves de 15 ans répertoriés dans l’enquête PISA 2012, notons qu’il y a seulement 10 élèves en 7ème EST et 3 élèves en 3ème ES.
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ou encore :



Par exemple :
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Elève 1



Elève 2



Elève 2 Remarquons qu’en outre pour ces élèves, la résolution se passe comme si les lettres n’avaient aucune importance. Ils divisent 25 par 3 pour obtenir 8.3 puis, tandis que l’élève 1 divise ensuite 50 par ce nombre, l’élève 2 considère qu’il s’agit du résultat final. Il est remarquable de constater que la lettre est complètement mise de côté dans le processus de résolution. L’élève 1 intègre malgré tout dans son « équation » initiale, les lettres v et n, même s’il n’en tient plus compte dans la suite de sa démarche. L’élève 2 quant à lui, ne semble à aucun moment envisager les lettres de la formule. Celles-ci n’apparaissent même pas dans sa modélisation. Il agit comme si elles n’existaient pas. .



v La position de l’inconnue dans l’équation 50 = 25 positionnée 60.3 au numérateur du deuxième membre et comme terme d’un produit, a certainement contribué également à cette difficulté. Les résultats auraient probablement été tout autres si l’inconnue avait été placée à la place du 50. Elle aurait ainsi représenté la « réponse » de la formule et n’aurait pas impliqué d’opérations avec l’inconnue.



-  Erreurs dans la résolution d’équations



Elève 1



Dans les deux cas, les élèves ont remplacé correctement les variables par les valeurs numériques correspondantes mais se sont trompés dans la résolution de l’équation. L’élève 1 confond la multiplication de fractions avec l’addition en voulant réduire les termes au même dénominateur, l’élève 2 tente de produire une transformation directe de la formule. Celui-ci propose v = 60.dn.D plutôt que la formule transformée correcte, .



.



n v = D 60 d



-  Solutions 9000 ml ou 4500 ml Plusieurs élèves de l’échantillon analysé donnent uniquement comme seule solution 9000 ml ou 4500 ml. Ces deux réponses correspondent à une multiplication des nombres de l’énoncé :   Pour 9000 ml, les élèves ont multiplié 50 . 60 . 3, en omettant le nombre 25.   Pour 4500 ml les élèves ont multiplié 25 . 60 . 3 en omettant, cette fois, le nombre 50 Ces élèves ne précisent pas la procédure qu’ils ont appliquée. On peut cependant supposer que les élèves ont à nouveau développé une démarche superficielle de résolution consistant à opérer avec les nombres de l’énoncé. Il semble également que ces élèves aient également « oublié » la lettre dans le processus de résolution.



1. Le sens du signe d’égalité (Kieran, 1981)   Les élèves qui entament l’apprentissage de l’algèbre ont souvent tendance à considérer le signe d’égalité comme l’amorce d’un résultat. Or, en algèbre il s’agit de considérer celui-ci en tant que tel avec ses propriétés de symétrie et de transitivité. En effet, pour résoudre une équation comme 3x + 5 = 2x − 2, le deuxième membre de l’égalité ne peut être considéré comme la réponse du premier. Les deux membres doivent être envisagés comme l’expression de deux nombres égaux. 2. Le sens des expressions (Sfard, 1991)  Pour évoluer dans le raisonnement algébrique, les élèves doivent élargir leur conception des expressions qui ne doivent plus être seulement considérées de manière « procédurale » mais également de manière « structurale », comme déjà évoqué précédemment. La vision « procédurale » consiste à traiter une expression comme une suite d’opérations à appliquer dans le but d’obtenir une réponse unique et



3x + 5 2



= 2x



–8



 Dans cet exemple, c’est l’ensemble de l’expression 2x – 8, considérée comme un tout, qui doit être multiplié par 2 dans la première étape de résolution.  Dans la question 1 de la situation « Débit de perfusion », « voir » les expressions dv ou 60n de la formule comme un tout afin de considérer la formule comme a = c’b permettait de développer des stratégies efficaces pour répondre à la question posée. 3. Le sens de la lettre (Küchemann, 1978)  Il apparaît que le sens attribué à la lettre joue également un rôle important dans l’utilisation des procédures algébriques. Les travaux de Küchemann (1978) ont montré que des élèves du secondaire commettaient de nombreuses erreurs en raison d’une interprétation erronée de la lettre. En algèbre, selon les contextes, la lettre doit être considérée comme « une inconnue spécifique » dans la résolution des équations (ce qui rend possible les opérations avec l’inconnue) ou comme un « nombre généralisé » (la lettre peut remplacer plusieurs nombres) ou encore comme une « variable » (il existe une relation entre les nombres que peuvent remplacer les variables). Or, il apparaît que dans la foulée de l’enseignement primaire, de nombreux élèves continuent à considérer la « lettre comme un objet », comme l’abréviation d’un mot (comme au primaire où par exemple, la lettre m remplacerait mètre). Des élèves appliquent également des procédures comme si la lettre n’existait pas, comme dans les analyses des productions d’élèves à la question 2. Dans ce cas, « la lettre est ignorée ». Au vu de ces difficultés, il convient dès lors à s’interroger sur les activités à développer en algèbre pour poursuivre efficacement ces objectifs à la fois de conceptualisation et de symbolisation mais aussi de modélisation et d’argumentation. La dernière partie des conclusions de ce chapitre se propose de donner quelques pistes didactiques à ce sujet.



153



Du point de vue des concepts, il est apparu dans l’analyse des questions que certaines stratégies efficaces passaient par une conception « structurale » des expressions ou que certains élèves résolvaient une équation en opérant comme si la lettre n’existait pas. Ces constats renvoient aux nombreux travaux menés à propos de la transition arithmétique-algèbre (Kieran, 1992). En effet, l’algèbre se distingue de l’arithmétique dans la mesure où elle traite les problèmes de manière générale. Les symboles utilisés en arithmétiques présentent désormais en algèbre plusieurs significations (par exemple la lettre ou le signe d’égalité). Ce fossé entre l’arithmétique et l’algèbre ne doit pas être sous-estimé. Depuis de nombreuses années, la littérature scientifique a mis en évidence l’importance des erreurs commises par les élèves qui continuent à opérer en algèbre comme s’ils étaient en arithmétique. Trois concepts sont en particulier au cœur de cette transition arithmétique-algèbre :



numérique. Dans la perspective « structurale », il s’agit d’envisager des expressions telles que a + b ou 17 + 4 comme des objets que l’on manipule comme un tout sans aller dans les détails. C’est cette conception qui doit, par exemple, être mobilisée dans la résolution d’équation où l’inconnue figure dans les deux membres comme :
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Les analyses qui précèdent montrent que Les élèves luxembourgeois ont éprouvé beaucoup de difficulté à produire les réponses correctes aux deux questions de la situation « Débit d’une perfusion ». Il semble que les difficultés des élèves luxembourgeois à ces questions soient de deux ordres. Le premier concerne la maîtrise des concepts de base en algèbre que nous développons dans ces conclusions, l’autre, les compétences de résolution de problèmes, déjà évoquées dans la question précédente, telles que la modélisation ou l’argumentation.



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



3. Conclusions
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Conclusions en vue de favoriser un apprentissage durable des mathématiques Les analyses des échelles et des sous-échelles en mathématiques ainsi que l’examen détaillé des items précédents amènent 3 constats majeurs : - Le grand écart au niveau des performances en mathématiques entre filles et garçons mérite une attention particulière : l’enseignement des mathématiques devra être conçu de façon à prendre en compte le fait que les filles ont très tôt un a priori sur leurs compétences en mathématiques qui ne correspond pas à leurs capacités réelles. -  L’analyse des sous-échelles en mathématiques montre clairement que les élèves luxembourgeois ont un déficit prononcé pour les items qui correspondent à la dimension « Formuler des situations de façon mathématique ». - Le fait que les performances du domaine « Quantité » soient supérieures au domaine « Variations et Relations» semble indiquer que les élèves éprouvent des problèmes lors du passage de l’arithmétique à l’algèbre et à l’analyse.



Quelles sont les pistes pour réduire l’écart de performance entre garçons et filles ? Dans l’analyse des deux situations présentées « Cargo à voile » et « Débit d’une perfusion », on constate que les différences de performance selon le genre sont en faveur des garçons (voir également Chapitre 3.2). Cependant, les différences sont significativement moins importantes dans la situation « Débit d’une perfusion ». Le contexte semble donc constituer un facteur déterminant. De nombreuses recherches ont montré que la performance et l’aptitude en mathématiques ne dépend significativement pas du sexe. Elle serait davantage d’origine socio-culturelle (Budde, 2009). Cependant, il se trouve que pour quelques pays, dont le Luxembourg, des différences de réussite persistent entre les filles et les garçons (Else-Quest, Hyde, & Linn, 2010). L’enquête PISA 2012 pour le Luxembourg a permis de se pencher non seulement sur les différences de la performance entre les garçons et des filles lorsqu’ils sont encore à l’école mais également sur les différences entre les garçons et les filles en matière d’aspirations professionnelles, d’attitude et de motivation (voir Chapitre 3.2). En résumé, l’analyse des résultats filles-garçons en mathématiques montre que : - les garçons sont plus performants que les filles, les différences les plus accentuées se retrouvent dans la catégorie de processus « Formuler des situations de façon mathématiques » dans le domaine de la géométrie « Espace et formes ».



- un pourcentage de garçons plus élevé est observé dans la catégorie « élèves très performants », - un pourcentage de filles plus élevé est observé dans la catégorie « élèves peu performants », - sur toutes les variables de motivation, les filles de 15 ans affichent des indices plus négatifs que les garçons, - les garçons se font une idée beaucoup plus positive de leur compétence en résolution de problèmes et de leur capacité d’apprentissage en mathématiques que les filles, - les filles trouvent moins d’intérêt et de plaisir aux mathématiques, sont plus anxieuses face aux mathématiques et se perçoivent comme moins capables. Enrayer ce phénomène persistant au Luxembourg (différence de performance entre filles et garçons en mathématiques) doit devenir une priorité pour les responsables politiques. En effet, de nombreuses études ont mis en avant le poids des stéréotypes de sexe. C’est ainsi que les hommes sont considérés, par exemple, comme compétitifs, rationnels et bons en mathématiques alors que les femmes sont plutôt réputées pour leur sensibilité, leur émotivité, leur sociabilité et leurs compétences en lettres. Ces stéréotypes contribuent à définir, relativement tôt, des rôles et des goûts différents chez les filles et les garçons. Pour les mathématiques, un stéréotype largement répandu affirme que les hommes/les garçons seraient plus doués que les femmes/filles dans ce domaine. C’est pourquoi, du côté des parents et enseignant-e-s ces stéréotypes sont intériorisés et les influencent. Ils/elles peuvent percevoir les filles comme moins douées en mathématiques, moins intéressées, et devant fournir plus de travail que les garçons pour obtenir de bonnes notes. Et ces perceptions persistent même lorsque les filles obtiennent des notes identiques ou supérieures aux garçons ! Cette vision stéréotypée, véhiculée au quotidien par les parents et les enseignant-e-s, est progressivement intériorisée par les enfants des deux sexes. Ainsi, les filles se sentent moins compétentes que les garçons en mathématiques, et on comprendra donc qu’elles ne tiennent pas à s’engager dans de telles études. C’est donc en repérant ces stéréotypes, en montrant leur inconsistance, en essayant de les démonter dans toutes les occasions que le/la professeur pourra inciter les jeunes filles à avoir plus de confiance en soi et à faire des mathématiques. Concrètement, dans la gestion de la classe, la dynamique est vite dominée par les garçons qui accaparent l’attention des enseignant-e-s. Les filles s’effacent et n’osent pas s’imposer face aux garçons. Si elles sont moins mises en valeur, elles finissent par douter de leurs compétences et perdent confiance.



Il s’agit d’élaborer des programmes qui tiennent compte de la dimension du genre et de générer des attitudes dans le corps professoral et chez les parents, afin d’accroître de manière ciblée les compétences des filles et leur motivation pour l’apprentissage des mathématiques.



Le déficit de performance au niveau du processus « Formuler des situations de façon mathématique » mérite une attention particulière puisque la maîtrise ou non de ce processus conditionne pour beaucoup la réussite ou l’échec dans toute démarche de résolution de problème. Rappelons que résoudre un problème se développe selon un processus complexe appelé « cycle de modélisation mathématique » (OCDE, 2012) et présenté dans la figure 11. Cela consiste, 1) à « Formuler des situations de façon mathématique » 2) à « Employer des concepts, faits, procédures et raisonnements mathématiques », 3) à « Interpréter, appliquer et Evaluer des résultats mathématiques ».



Du côté de l’enseignant-e, il s’agit de : - veiller à diversifier les tâches demandées, et surtout à varier les contextes d’apprentissage (contextes mixtes, contextes connotés « féminins », contextes connotés « masculins »), afin que filles et garçons mettent en œuvre l’ensemble des compétences requises, - permettre aux filles d’exprimer leurs compétences en raisonnement pour qu’elles améliorent leur confiance en elles, - s’efforcer à « contrôler » la spontanéité des « bons » élèves garçons en veillant à distribuer la parole plus équitablement entre les filles et les garçons, - laisser un temps avant de désigner ou solliciter l’élève qui va répondre à la question posée par l’enseignant-e, et dans tous les cas, il faut lui laisser terminer sa réponse sans que personne ne lui coupe la parole. Une autre piste à explorer consiste à rendre les mathématiques plus vivantes et humaines en faisant de l’histoire des mathématiques, en montrant qu’elles sont construites, produites et utilisées par des hommes et des femmes qui travaillent en équipe, qui hésitent et font des erreurs. Il est important de montrer l’impact des mathématiques dans la vie quotidienne. Ce ne sont que quelques pistes à explorer mais l’essentiel est que les enseignant-e-s soient convaincu-e-s que l’hypothèse neurobiologique d’une supériorité intrinsèque des hommes et des garçons est fausse et qu’ils/elles ont un rôle important à jouer pour en convaincre à leur tour les élèves.



Problème contextualisé



Formuler



Employer



Évaluer



Résultats contextualisés



Problème mathématique



Interpréter



Résultats mathématiques



Figure 11: Cycle de modélisation mathématique (OCDE, 2012)



Le cadre d’évaluation et d’analyse de PISA (OCDE, 2012) précise que les activités de la phase « Formuler » correspondent à la capacité des individus d’identifier et de reconnaître des possibilités d’utiliser les mathématiques dans le contexte d’un problème puis de structurer sous forme mathématique un problème présenté sous une forme contextualisée. Lors du passage du contextuel au langage mathématique, les élèves doivent identifier les concepts mathématiques sous-jacents à la situation réelle, transcrire et structurer les données et informations du contexte dans une représentation mathématique qui fasse sens, tout en tenant compte des contraintes de la situation. Il s’agit de reconnaître les structures mathématiques dans les situations, de simplifier et structurer la situation réelle et d’en dégager les aspects mathématiques essentiels. Il est donc crucial d’identifier les outils appropriés (variables, symboles, diagrammes, modèles) résultant de la compréhension du langage employé dans l’énoncé et de la mise en œuvre d’une représentation mathématique.
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Des éléments à l’appui d’une relation positive entre des attitudes favorables à l’égard des mathématiques et la performance en mathématiques abondent (voir, par exemple, la méta-analyse de Ma et Kishor, 1997).
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Comment faire pour que les élèves luxembourgeois maîtrisent mieux le passage du problème contextualisé au langage mathématique formel ?



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



Comment accroître l’intérêt pour les mathématiques et la motivation à l’idée d’apprendre en mathématiques, et faire naître des attitudes générales plus positives à l’égard des mathématiques notamment chez les filles ?



Le tableau présenté dans la figure 12 montre que les élèves luxembourgeois connaissent des difficultés particulièrement dans le domaine « Formuler ». Si l’on situe en effet les performances des élèves dans les différents processus par rapport à la moyenne globale obtenue dans PISA, on peut identifier où se situent les forces et les faiblesses (certes relatives à la moyenne PISA pour le Luxembourg) des élèves dans le contexte de l’évaluation de la culture mathématique.



Résultat global PISA 2012 Luxembourg 490



Ecart par rapport à la moyenne globale pour chaque processus Formuler



Employer



Interpréter



−8



3



5



Figure 12: Ecart par rapport à la moyenne générale en mathématiques de chacun des processus
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Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



C’est seulement ensuite que les élèves appliquent les procédures mathématiques requises pour en dériver des résultats et trouver une solution mathématique lors de l’étape « Employer ». Enfin, il s’agit pour les élèves de traduire les solutions mathématiques et de déterminer si les résultats sont plausibles et sont appropriés dans le contexte du problème. Ce processus renvoie aux phases « Interpréter et évaluer ».



Au niveau de l’enseignement et de l’apprentissage des mathématiques le processus « Formuler des situations de façon mathématique » se base plus particulièrement sur la représentation de la situation et la compréhension des concepts mathématiques tandis que le processus « Employer des concepts, faits, procédures et raisonnements mathématiques » renvoie plutôt à la maîtrise des procédures et routines. La compréhension des concepts et la maîtrise des procédures sont complémentaires dans la résolution de problèmes. La compréhension des concepts aide l’élève dans la construction des savoirs alors que la maîtrise des procédures l’aide à faire des liens entre les concepts et le langage symbolique. « Sans apprentissage visant la compréhension conceptuelle, les mathématiques ne sont rien de plus qu’une série de procédures; elles deviennent alors des connaissances superficielles que l’élève finit par oublier complètement au fil du temps » (Ministère de l’Education de l’Ontario, 2006, p. 32). Les analyses de la question 3 de la situation « Cargo à voile » ont montré à quel point les élèves éprouvent des difficultés à se représenter la situation et à mobilbiser les concepts et les procédures nécessaires pour concevoir les différentes étapes d’une stratégie complexe de résolution de problème. Les analyses des trois questions de cette situation ont régulièrement pointé également combien ces difficultés ont entraîné le développement de nombreuses démarches superficielles de résolution où les élèves, privés de ressources conceptuelles et représentationnelles solides, n’ont d’autres perspectives de résolution que celles de remplir un « contrat didactique » (Brousseau, 1980) en produisant, par exemple, un calcul avec les nombres de l’énoncé. Pour ces



élèves, tout problème d’origine scolaire a une solution et il semble important d’y répondre, même s’ils ne savent pas comment. Quel type de situations d’apprentissage faut-il dès lors mettre en place pour favoriser la maîtrise des objectifs décrits dans les socles de compétences en mathématiques de l’enseignement secondaire et secondaire technique ? S’il semble que la pratique courante en mathématiques reste encore souvent axée sur une transmission frontale des connaissances de façon à ce que l’élève soit prêt à les restituer lors d’épreuves d’évaluation sommative. Ce dernier a donc forcément été habitué à travailler et raisonner sur des problèmes directs de réinvestissement où l’application d’une formule ou d’un algorithme le mène tout droit au but. Or, l’analyse des questions des deux situations a montré que de nombreux élèves sont incapables de réinvestir, de transférer et généraliser les connaissances étudiées dans des problèmes inédits issus du monde réel. Fort de ce constat, il semble important que l’enseignant soit conscient qu’en se limitant uniquement aux activités centrées sur l’application directe plutôt que sur le raisonnement, il prive les élèves d’opportunités d’aborder les mathématiques autrement. La résolution de problèmes est non seulement un objectif de l’enseignement des mathématiques, mais aussi l’un des moyens essentiels d’apprentissage permettant de donner du sens au concept mathématique à acquérir et de favoriser son appropriation à long terme (Vygotski, 1934). C’est pourquoi il est nécessaire de proposer notamment, des problèmes inédits dont le contexte n’induit aucune démarche particulière de résolution, ou encore des problèmes qui entrent en contradiction avec la représentation spontanée que l’on élabore. Il convient que l’enseignant mesure toute l’importance du processus de résolution de problèmes dans le développement du raisonnement mathématique de l’élève. Ainsi, il s’agit que celui-ci joue plusieurs rôles en classe. En fonction des moments d’apprentissage, il pourra être un observateur, un guide et celui qui institutionnalise les connaissances du fait de son expertise. Une démarche par résolution de problèmes demande aux élèves d’analyser le problème, de chercher leurs propres stratégies et solutions et d’évaluer la vraisemblance de leurs résultats. Lorsque l’élève s’engage dans cette démarche, il fait appel à sa créativité, à sa capacité de raisonner et à son jugement. C’est pourquoi, il est essentiel que l’enseignant évite de se cantonner uniquement dans un rôle transmissif mais qu’il reste présent pour guider le processus de réflexion des élèves et les soutenir dans la structuration des résultats de leurs apprentissages. Enseigner par résolution de problèmes permet d’acquérir progressivement des connaissances, de développer différentes stratégies et de construire des méthodes. C’est pourquoi il est important d’y sensibiliser l’enseignant afin que celui-ci les fasse découvrir de façon systématique aux élèves à mesure qu’ils en auront besoin. Les élèves pourront ainsi se constituer un bagage important de stratégies disponibles et y avoir recours en situation de résolution de problèmes.
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De plus en plus de voix s’élèvent pour souligner que donner du sens aux concepts et symboles mathématiques émergent d’activités où les élèves sont amenés à produire leurs propres symbolisations. Habituellement, les élèves doivent interpréter des symboles ou des expressions afin d’appliquer une procédure de résolution. Rarement ceux-ci sont invités à construire eux-mêmes une expression mathématique. Or, il apparaît que la manière dont les symboles sont utilisés et leur signification sont mutuellement constitutives et émergent conjointement (Cobb, 2000 ; Cobb, Zhao et Vinovska, 2008 ; Vlassis, 2010). L’utilisation des symboles devient dès lors non plus une matière qu’il faut maîtriser, mais plus fondamentalement une part essentielle de l’activité mathématique à laquelle participent les étudiants au cours d’échanges sociaux.



Nous présentons ci-dessous un exemple d’activités afin d’illustrer ce qui précède. Dans cet exemple, il s’agit de faire trouver le nombre de chaises quel que soit le nombre de tables :



Cette situation a été expérimentée dans des classes du début du secondaire (Vlassis & Demonty, 2002). Trois méthodes différentes ont été produites par les élèves sur la base de différentes visions du schéma. Ces méthodes sont présentées ci-dessous avec le type d’explication avancé par les enfants (n = le nombre de tables). P our trouver le nombre de chaises, on multiplie le nombre de tables par 2, et on ajoute les 2 chaises des extrémités. 2) (n + 1) . 2  Pour trouver le nombre de chaises, on ajoute 1 au nombre de tables, puis on multiplie le résultat obtenu par 2 3) (n − 2) . 2 + 6 On soustrait 2 au nombre de tables. On multiplie le résultat obtenu par 2, puis on ajoute les 6 chaises des extrémités. 1) 2n + 2 



Mais quel type d’activités favoriser dans les classes afin de donner du sens aux concepts et symboles algébriques  ? Des travaux récents (Becker & Rivera, 2008 ; Russel, Schifter & Bastable, 2011 ; Mason, 2011) ont mis en évidence l’intérêt de développer des problèmes de généralisation. Le processus de généralisation se situe en effet au cœur même de l’algèbre, dont il constitue une des fonctions premières. Cela peut consister à généraliser des opérations arithmétiques et raisonner sur leurs propriétés et relations, à exprimer des régularités dans des suites de figures géométriques ou numériques, ou encore à modéliser un problème. Plusieurs raisons peuvent être évoquées pour défendre l’intérêt de développer ce type d’activités dans les classes. Tout d’abord, la généralisation constitue un processus indispensable pour représenter symboliquement des relations et développer un raisonnement algébrique efficace. Elle implique en effet une réflexion et une communication exposant les régularités au-delà des exemples comme c’est souvent le cas en arithmétique. Le focus n’est plus tant sur les cas ou les situations eux-mêmes que sur les patterns, les structures et les relations. Ensuite, généraliser c’est aussi exprimer ces régularités oralement et par écrit. La généralisation est particulière-



Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



Les deux questions de la situation « Débit d’une perfusion » ont également montré des taux de réussite très faibles alors même qu’elles visaient le processus « Employer » généralement mieux réussi que celui du « Formuler » (voir figure 12). Il semble que les obstacles rencontrés par les élèves dans cette situation venaient du questionnement inhabituel à propos d’une formule algébrique. Rappelons qu’il s’agissait d’expliquer l’impact de la modification d’une variable sur le résultat (question 1) et de résoudre une équation « complexe » (question 2). Il a été remarquable de constater, par exemple, que dans la question 1, aucun élève dont nous avions analysé les productions, n’a tenté de remplacer les variables par des nombres tandis que dans la question 2, certains élèves ont essayé de résoudre l’équation comme si la lettre n’existait pas. Au final deux grandes sources de difficultés avaient été identifiées, celle concernant la maîtrise des concepts de base en algèbre ou encore celle relative aux « compétences générales » de modélisation et d’argumentation (MENFP, 2011).



ment reconnue pour les possibilités d’argumentation et de modélisation utilisant un langage informel tout d’abord mais qui tendra à devenir progressivement formel par la suite (Radford, 2011). Elle permet l’introduction au symbolisme algébrique. En effet, c’est en confrontant l’élève au problème d’identifier une régularité, de la formuler et de la justifier qu’on peut l’amener à accepter de recourir au symbolisme mathématique, à produire eux-mêmes des expressions mathématiques comprises par tous. Ainsi, les activités de généralisation peuvent soutenir la transition arithmétique-algèbre tant au niveau du langage algébrique lui-même que des concepts impliqués, notamment dans le sens de l’égalité, des expressions ou de la lettre.



Les élèves ne produisent pas nécessairement directement les formules sous leur forme conventionnelle correcte. Souvent, ils mêlent des mots aux symboles mathématiques. Il importe de développer une approche d’enseignement qui fasse place aux échanges sociaux, à l’esprit critique et à l’argumentation. Ce sont en effet les discussions à propos des diverses méthodes et de leur symbolisation qui permettront d’approfondir le sens des symboles et des concepts ainsi que les conventions et règles algébriques. La production de différentes méthodes pour un même problème entraîne inévitablement la question « Qui a raison ? ». Le processus de vérification peut être réalisé à trois niveaux.



4  |  Herausforderungen, Implikationen und Perspektiven für das Luxemburger Bildungssystem



Comment peut-on aider les élèves à mieux réussir la transition entre l’apprentissage de l’arithmétique et de celui de l’algèbre ?
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Perspectives pour un apprentissage durable des mathématiques



- En remplaçant la lettre par un nombre et aboutir à une même solution numérique pour les différentes formules. - En simplifiant les expressions en appliquant la distributivité (solution 2) puis en réduisant les termes semblables (solution 3) et aboutir ainsi à une même formule simplifiée. - Il est également possible pour les élèves de se servir du dessin pour argumenter leur solution. Ces réflexions entraînent la production de formules algébriques dont l’expression mathématique va être négociée. Elles impliquent aussi un va et vient entre la lettre, les nombres et le dessin, qui va donner du sens à la formule elle-même, aux techniques de calcul algébrique mais aussi aux symboles utilisés : la lettre peut remplacer plusieurs nombres et le signe d’égalité peut être placé entre deux formules correctes dont l’une ne sera pas considérée comme le résultat de l’autre, mais comme une expression égale à l’autre. En résumé, cet exemple illustre comment ce type d’activité permet de développer tant la compréhension des concepts et des symboles que des compétences telles que l’argumentation ou la modélisation. Soulignons enfin que le développement en classe de problèmes (de généralisation ou autres) ne signifie en aucune manière l’abandon des exercices dans lesquelles les élèves doivent appliquer des procédures mathématiques. Au contraire, il s’agit d’approfondir également ces techniques, et tandis que certaines leçons verront surtout le développement de problèmes, d’autres activités approfondiront davantage les concepts et techniques abordées de manière significative dans la résolution de ces problèmes. On pourrait objecter que les problèmes prennent du temps. C’est certain et leur mise en place dans les classes n’est pas toujours chose aisée. Il faut cependant être conscient que sans les problèmes et les interactions sociales qu’ils permettent, les élèves n’ont que peu de chance de construire de manière significative et durable les concepts et compétences nécessaires à l’utilisation des mathématiques dans les contextes scolaires, professionnels ou de la vie quotidienne.



Et pour conclure … Il semble qu’un facteur essentiel de réussite pour un apprentissage durable des mathématiques provienne d’un réajustement des démarches d’enseignement. Au-delà des propositions relatives aux trois constats majeurs discutés ci-dessus, il convient de favoriser l’intérêt et la construction de la confiance en soi des élèves. L’étude PISA montre en effet qu’à 15 ans, certains élèves ont déjà perdu l’ardeur, l’intérêt et la curiosité des premières années scolaires lorsque l’on manipule trop vite des concepts abstraits sans passer par l’acquisition d’une base conceptuelle stable. Confrontés à l’échec, ils perdent alors toute confiance en leurs moyens. Encourager tous les élèves à participer à des activités de recherche, provoquer leur enthousiasme, les interpeller, leur permettre de s’étonner, d’exercer leur esprit critique constituent autant de pistes qui peuvent favoriser la construction de la confiance en soi en mathématiques. Un aspect central est la place de l’erreur dans les apprentissages ! Et pour reprendre Baruk (1985, p. 51) , « Pouquoi faut-il que l’erreur en mathématiques soit obstinément considérée comme un phénomène qui ne devrait pas se produire ? L’erreur niée dans sa raison d’être est non seulement une façon de ne pas faire avancer les choses, mais un moyen de les faire reculer ». Les erreurs des élèves seront considérées comme des occasions d’apprentissage pour amener les élèves à les dépasser. Pour cela, il convient de trouver un bon équilibre entre l’apprentissage guidé par l’enseignant, l’apprentissage partagé en classe et l’apprentissage autonome.
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